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Resumen

Los ntimero p-adicos son un sistema de numeracion basado en una métrica distinta a
la usual (euclidiana). El estudio de los nimeros p-adicos esta motivado por la teoria de
numeros, en particular la aritmética modular. Se explora la representacién p-adica de los
elementos de los conjuntos N, Z y Q (los numeros naturales, los enteros y los racionales
respectivamente) dentro de la métrica p-adica (de la cual también mostramos la definicion
y propiedades), y finalmente como llegar a la completacion de los racionales mediante esta

métrica, el cuerpo @, de los nimeros p-adicos y el subanillo Z, de los enteros p-adicos.



Abstract

The p-adic numbers are a numeric system based on a metric that is different from the
usual metric (euclidean). The study of p-adic numbers is motivated by number theory,
in particular modular arithmetic. We explore the p-adic expansion of elements from the
sets N, Z and Q (the natural, integer and rational numbers respectively) using the p-adic
metric, and finally we reach the completion of the rationals using this metric, the field Q,

of p-adic numbers and its subring Z, of p-adic integers.
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Introducciéon

Partiendo de la teoria de niimeros, se busca explorar y entender a los nimeros p-adicos
como extensiones de los nimeros racionales que responden a una pregunta simple: jse
puede generalizar la solucién a una ecuacion modular médulo p™ para cualquier n? A
pesar de que existen maneras puramente algebraicas de definir a los ntimeros p-adicos,
aqui la idea es volver (siempre que sea posible) a la teoria de nimeros. Usamos algebra
y nuestro conocimiento previo de la construccion de los ntimeros reales para mostrar las
similitudes entre estos y los nimeros p-adicos, asi como hacer observaciones sobre las

diferencias.



Objetivos:
Objetivos generales:

Explicar qué son los ntimeros p-adicos y demostrar que son un cuerpo algebréico.

Objetivos especificos:
Describir las propiedades bésicas de los nimeros p-adicos con una aproximacion basada

en teoria de nameros.
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Seccién 1: Definiciones generales y notacion.

Notacién posicional: Una notaciéon numérica en que la posicion de los digitos afecta
su valor. La numeracién en base 10 que usamos cotidianamente es un ejemplo de esto.
De derecha a izquierda las posiciones significan potencias de 10. También existen otras
bases, como base 2 (que se denota con un subindice), asf 1015 = 1-2°40-2' +1.22 = 5.

Como veremos mas adelante, la representacion p-adica de un nimero también es posicional.

Periodicidad: Un ntmero real peridédico tiene una representacion posicional infinita
que se que se repite. Por ejemplo, % = 0, 142857142857 ... donde los digitos 142857 (que
forman el periodo) se repiten indefinidamente. Para expresar la periodicidad usamos una
barra superior, por ejempo % = (,142857. En los ntimeros p-adicos también hay ntimeros
periodicos, y usaremos la misma notacién. Siempre usaremos la barra sobre el ntimero
periodico 0 para diferenciarlo del digito 0. De esta manera, podemos representar una
fraccion como una suma infinita. En el ejemplo de % que estamos usando, una sumatoria
posible es E = 503142857- 107%. La igualdad tiene sentido porque la sumatoria converge

=1
en los niimeros reales: para todo € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng se cumple

1 zn:142857- 1079 < e.
T3

Congruencias modulares: Una congruencia moédulo p, con p € Z es una relacion de
equivalencia. Para a,b € Z se define a = b (mod p) si p divide a a—b (lo que se denota por
una raya vertical: p|(a — b)). Para un entero a, se puede definir su clase de equivalencia
[a], ={n, a =n (mdd p)}. Esta clase de equivalencia tiene un tnico representante b € [a]
tal que 0 < b<p—1.

Las congruencias médulo p primo tienen algunas propiedades que no necesariamente
se cumplen si p es compuesto:

i) Todo entero tiene inverso multiplicativo. Es decir, para todo a € Z, existe b € 7Z tal

que a-b=1 (mod p).
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i) Sia £ 0 (mod p) y b # 0 (mod p), entonces ab Z 0 (mod p).

Nuamero p-adico: Los ntameros p-adicos son una extension de los nimeros racionales
mediante una métrica |-, distinta a la usual, en la que las potencias altas de p tienen una
medida pequena. La p es la base que se va a usar para la métrica. Por ejemplo, ntimeros
3-adicos, 7-adicos, etc. A diferencia de los nimeros reales, donde la base en la que uno
escribe es solo una elecciéon de notacion, los niimeros p-adicos son distintos para cada p.
Es decir, estamos trabajando con una familia de extensiones de los racionales para cada
valor de p. Generalmente se escoge una p prima, aunque es posible usar bases compuestas

a cambio de perder algunas propiedades algebraicas.

Espacio métrico: Un espacio métrico es un par ordenado (X, d) que contiene un
conjunto y una funcién de distancia sobre ese conjunto. Ejemplos de esto son el plano

cartesiano R? con la medida euclidiana o R con la distancia absoluta d(z,y) = |z — y|.

Norma (de un espacio lineal V'): Es una funciéon ||-|| : V' — R que cumple con 3
propiedades para todoa € Ry v,w e V

1) flavl] = lal [|v]]

2) o+ wl| < f|vf| + flw].

3) ||v]| > 0 con igualdad si y solo si v es el elemento neutro de V.

Funcién de distancia o métrica (de un conjunto V'): Es una funcion d : VxV —
R que cumple al menos 3 propiedades para todo z,y,z € V.

1) Simetria: d(z,y) = d(y, x).

2) No negatividad:d(x,y) > 0, y d(z,y) = 0 si y solo si z = y.

3) Desigualdad triangular: d(z, z) + d(z,y) > d(z,y)
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Sucesion convergente: Dado un espacio métrico (A4,d()) y una sucesion a, con
a; € A,Vi € N, se dice que a, converge a a si para todo real ¢ > 0 existe N € N tal
que d(ag,a) < e para todo k > N. Es importante notar que la convergencia depende
de la funcién de distancia escogida, de modo que una sucesiéon puede converger con una
métrica y no con otra. Un ejemplo de una sucesién convergente es la progresion geométrica

(1,3, %,---), que converge a 0 con la métrica usual en R.

Anillo: Es una estructura algebraica (A, +,-) donde A es un conjunto con dos opera-
ciones, una de suma (+) y una de multiplicacion (-), tales que (A, +) es un grupo abeliano
y la multiplicacion tiene las propiedades de asociatividad y distributividad con respecto a
la suma. Un ejemplo de un anillo es el conjunto de los enteros con la suma y multiplicacion

usuales.

Cuerpo: Es un anillo no trivial que ademaés contiene la inversa multiplicativa de todos
sus elementos no nulos. Un ejemplo de un cuerpo algebraico es el conjunto de los nimeros

complejos con las operaciones de suma y multiplicacion.
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Seccién 2: Definicién, motivacioén y construcciéon de los ntimeros

p-adicos.

Antes de definir formalmente lo que es un nimero p-adico, vamos a explicar cual fue
el motivo de su creaciéon y sus utilidades. Consideremos las ecuaciones modulares de la
forma bz = a (mdd p) con p primo y a, b coprimos con p (estas condiciones garantizan
que el sistema tenga solucion, y nos ayudaran luego de definir una métrica). Por ejemplo,
digamos que queremos resolver 2z = 1 (mod 3). Usando nuestra definicion de a = b (mod
p) < p| (a—0b), podemos hallar infinitas soluciones -1, 2, 5, 8,... todas de la forma 3k + 2
con k € Z. La razon de esto es que 2(3k +2) — 1 = 6k + 3, lo cual es multiplo de 3 para k
entero. Sin embargo, algunas de estas también satisfacen 2z = 1 (mod 9) (5, 14, 23) que
son de la forma 9%k + 3 -1 + 2 (es facil de comprobar que 2(9k + 5) — 1 es multiplo de 9).
Podemos continuar resolviendo la ecuacion 2z = 1 (mo6d 3") para valores crecientes de n,
y encontrando el patréon que siguen las soluciones. La pregunta que viene a la mente es
jexiste, de alguna manera, una solucién limite véalida cuando n — oo? De manera més
general, se busca una expresion que satisfaga ax = b (mod p") paran = 1,2,3,... y p

primo, que esté bien definida en algin sentido.

Vamos a encontrar las soluciones parciales de algunos tipos de ecuaciones modulares
separando casos, en orden creciente de dificultad, y con ellas formamos sucesiones. El
objetivo es encontrar el limite de la sucesion cuando n tiende a infinito. Para escoger los
términos de la sucesion, vamos a escoger la solucion positiva més pequena a cada ecuacion
modular.

Caso 1: Si0 < a < p—1 tenemos que la solucién de la ecuacion x = a (mod p") es a
para todo n, lo que resulta en la secuencia costante (a,a,a,...). El limite entonces es a,
por lo que podemos concluir que evidentemente =z = a.

Caso 2: Pasamos a ecuaciones del tipo z = a (mod p") con a > 0. Sabemos que existe
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n suficientemente grande tal que p" > a, de modo que la menor solucién positiva de la
ecuacion © = a (mod p") es a. Lo mismo ocurre para potencias mayores de p. En este
caso, la secuencia se veria asi: (z1,...2,_1,a,aq,...), donde todos los términos a partir del
enésimo son a. El limite en este caso es nuevamente a.

Caso 3: * = —1 (mod p"). Las soluciones parciales son p — 1, p*> — 1, etc. Aqui nos
topamos con el primer problema: la secuencia no es eventualmente constante y los valores
van creciendo ilimitadamente. La sucesion (p—1,p?> —1,...) no tiene un limite en los
nimeros reales.

Caso 4: x = —a (mdd p™) con a > 0. De manera similar al caso 2, sabemos que existe n

15

tal que p"—a > 0, de modo que la sucesion tendré una forma (1, ... z,_1,p" — a, p(p™ — a), ...).

Como este caso es una generalizacion del anterior, no es sorprendente que tampoco con-
verja en los reales.

Caso 5: bx = a (mod p") donde p | a'y ptb. Sabemos entonces que a = 0 (mod p)
pero b # 0 (mdd p). Como las equivalencias modulares no tienen divisores de cero cuando
el modulo es primo, podemos ver que el primer término de la secuencia es 0, lo que daria
(0,29, x3,...).

Caso 6: bx = a (mod p") donde p" | a y p{b. Muy similar al anterior, ahora tenemos
que las primeras n soluciones son 0, y la secuencia se verfa asi (0,...0, Zpq1, Tpia, - - ).

Caso 7: bx = a (mo6d p") donde ptay p | b. Este sistema no tiene solucién en los
enteros, ya que al ser b = 0 (mo6d p), se tiene también bxr = 0 (mdd p) y por lo tanto
se deberia tener que a = 0 (mdd p), lo que contradice que p no divide a a. Este caso lo

dejaremos pendiente.

La idea de las sucesiones funciona bien para los casos mas simples, pero no para la
mayoria. Una alternativa es trabajar con una segunda sucesion, cuyas sumas parciales sean
iguales a los términos correspondientes de la primera. Lo que buscamos es poder expresar

las soluciones parciales como una sumatoria, de manera que en cada paso se anade un
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término y se mantiene todos los anteriores. Esto es muy simple: dada una sucesion S; =
(a1, a9, as, ...) podemos formar la sucesion de diferencias Sy = (ay, a9 — aq,a3 — as, .. .).
La idea es que la suma de los primeros n términos de S es igual al n-ésimo término de

S1. De esta manera, las sucesiones para cada caso respectivamente son:

1) (4,0,0,0,...)

2) (s1,-+,8n-1,a,0,0,...)

3) (p—Lp*—p.p*—p*...)
(8153 8p_1,p" —a,p" " —ap,...)
(

(0,...,0,Sn+1,...)

A pesar de que no hemos podido expresar todas las sucesiones en términos de a y p,
al menos tenemos algunos patrones para la mayoria. Por el momento, vamos a hacer la

siguiente afirmacion:

Se puede expresar la solucion del sistema infinito bx = a (mod p"), n = 1,2,3,...
mediante una sumatoria infinita idipi con k,d; € Zy 0 < d; < p—1 para todo 1.
La idea con estas sumatorias, qué::erém definidas de manera mas rigurosa adelante, es
hacer un paralelismo con los ntimeros reales, que pueden ser expresados mediante una
sumatoria infinita y una base entera mayor a 1. Pero para que hablar del limite de todas

esas sucesiones (y no solo de algunas) tenga sentido, necesitamos primero establecer una

métrica en la que estas sean convergentes.
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Seccion 3: Métrica.
Para poder dar un sentido estricto a las sucesiones de la seccidén anterior, necesitamos
definir una métrica, que llamaremos la métrica p-adica. Antes de eso, vamos a introducir

algunos conceptos previos.

Valuacion p-adica:

Definicién La valuacion p-adica de un ntimero racional esta dada por:

(

vy(n) = max{k € NU{0}: p*|n} sine€Z)\ {0}

vp(q) = vp(@) = vy(D) sig=%€Q

v,(0) = 00 por convencion

La valuacion p-adica nos sera ttil para definir un norma p-adica, que a su vez es la
base de la distancia d, de los nimeros p-adicos. Para esto, vamos a demostrar algunas

propiedades.

lema 1 Sia,b € N yp es primo, tenemos v,(ab) = vy(a) + v,(b).

Podemos escribir a @ y b de manera tnica de la forma a = p* - n y b = p' - m, donde
m y n son coprimos con p. Al multiplicarlos obtenemos a - b = p** - mn, cuya valuacion
p-adica es k + [ = v,(a) + v,(b). Notese que esto no es necesariamente cierto si p no es

primo. Por ejemplo v4(12) = 1y v(18) =1 pero vs(12-18) =3.

lema 2 Svp es primo, la valuacion p-ddica estd bien definida para los racionales incluso

st tomamos en cuenta las distintas maneras de representar la misma fraccion.
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a;  a
Si tenemos — = —, usando el hecho de que para enteros v,(ab) = v,(a) + v,(b) se tiene:
1 2

a Qg
b b
= ap b2 = Qa2 bl

= vp(a1) +vp(b2) = vy(az) +v,(b1)

= vp(a1) —vp(b1) = vy(az) — vp(ba)

Como queriamos demostrar. |

lema 3 Podemos extender la propiedad del lema 1 a todos los racionales, de modo que

Ve,y € Q,  vy(zy) = vp(x) + vp(y)
Sean r = %, Yy = 5 Entonces
vp(7) +vp(y) = vp(a) —v,(b) + v,(c) — v,(d)

= vy(a) +vp(c) — [vp(b) + v,(d)]

= vp(ac) — vp(bd)

= vp(wy)

lo que termina la demostracion |

lema 4 Sean x y y racionales. Entonces v,(x +y) > inf{v,(x),v,(v)} (y la igualdad solo

es posible si vy(x) # v,(y))

a c
Sean x = pkg, Yy = p”a, donde a, b,c y d son coprimos con p. Sin pérdida de generalidad,

sea k > n.
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Entonces:

n k-n@ ¢
o= ()

o (adptT"+cb
- bd

Si k > n entonces se tiene que p divide a adp*~" y por lo tanto no divide a adp*~" + cb.
De ahi que v,(z+y) = n = inf{v,(x),v,(y)}. Sik = n, es posible que v, > inf{v,(z),v,(y)}

si p divide a ad +cb. 1

Norma p-adica:
Para un ndmero primo positivo p definimos la norma p-ddica |-||, : @ — R de la

siguiente manera:

Definiciéon

p_vP(Q) Si q 7é O
lql, =
0 sig=20

Como consecuencia inmediata de la definicién, podemos ver que [z|, > 0 con igualdad

ssi z = 0.

Proposicién 5 Vx,y € Q se tiene que |z, - [y|, = |z -y,
Usando la definicién tenemos

|'/I;‘p . |y|p — pfvp(m) . pfvp(y)

= pur@-u®)

— p—vp (zy)

= |z-y[, 1
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Proposicién 6 Y,y se tiene que ||z +yll, < [zl + [lyll,, ¥y mds ain, ||z +y|, <
max { |z, [y, }

Sabiendo que v,(z+y) > inf {v,(z), v,(y)} tenemos que p~»**¥) < sup {p=» @) p=r®) ],
Como ya no tenemos valores infinitos, podemos reemplazar el supremo por el maximo sin

inconvenientes. |

Extension de la norma p-adica a series infinitas:
k+n ) )
Sdipt| = max{|dipl|p} = p~* para cualquier
i=k »

n € N. Con esto podemos definir la norma para una sumatoria infinita por continuidad,

De la proposicion 6 se tiene que

de manera que la norma del limite sea el limite de la norma:

k+n k+n
lim ) d;p'| = lim E d;p"
n—r00%4 n—oo |4
i=k P i=k p
= limp*
n—oo
ok
= D

De aqui que la norma p-adica de cualquier sucesion finita o infinita estd dada por el

exponente mas pequeno en la descomposiciéon en base p.

Distancia d, en los nameros p-adicos:

Con la norma p-adica, definimos la métrica p-ddica mediante la férmula de distancia
dp(z,y) = |z —yl,- La norma p-adica nos serd ttil al momento de definir de manera
rigurosa la expansion p-addica de un namero.

La distancia p-adica cumple las propiedades necesarias. Para todo x, y, z € Q:



|z —yl, > 0 con igualdad si y solo si x = y.
|x - y|p = |y - x|p'

‘ZC—Z’pg ’:E_Z|p+|z_y|p'
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Seccién 4: Convergencia y sucesiones de Cauchy.

Definimos una sucesion (x,,) como Cauchy si cumple que para todo £ > 0 existe N € N
tal que para todo m,n > N se tiene d(x,, z,,) < €. Esta definicién depende de la funciéon
de distancia, de modo que una sucesion puede ser Cauchy bajo una métrica pero no bajo
otra. Nosotros nos enfocaremos en las sucesiones de Cauchy bajo la norma p-ddica. El
objetivo es volver a las sucesiones que introdujimos en la segunda parte y definirlas de una
manera rigurosa mediante sucesiones de Cauchy usando la norma p-adica.

En esta seccién nos vamos a referir siempre a x, como la sucesién de soluciones del
sistema bxr = a (mo6d p™) a menos que se diga lo contrario.

Consideramos primero el caso br = a (moéd p™) con a y b coprimos con p. Sean
T1, g, ... las soluciones del sistema bz, = a (mod p") con 0 < z,, < p™ — 1. Primero
queremos saber si esta es una sucesiéon de Cauchy con la métrica p-ddica. Recordemos
que la proposicion bz, = a (mod p") es equivalente a bx,, — a = p™ - [ para algin [ entero

1

coprimo con p. Escojamos N > log,e™*. Luego, para todo m,n > N (sin pérdida de

generalidad, asumimos m > n) tenemos que

|xn_xm|p = |pn a_pm b|p
< p"
< pV
< €
Entonces, las soluciones del sistema bx = a (mdd p"), n = 1,2, ... forman una sucesion

de Cauchy bajo la norma p-adica. La pregunta que surge ahora es jcual es el limite de
una de estas sucesiones?
Vamos a demostrar que el limite de la sucesion generada por bxr = a (mdd p™) es

. a
justamente —.

b

22
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a

Queremos demostrar que lim |z, — 7l = 0. De manera similar a la demostracion

p
anterior, nos valemos de que bx,, —a = p™ - [ con [ entero. Asi,

n—oo

‘ a bxr, —a
Tp——| = |——
blp b »
!
= p—
bp
= p"—=0

Lo que hemos logrado es hallar una sucesién que converge a un numero racional

. P . . . o . a
cualquiera con la norma p-adica. Finalmente tiene sentido escribir algo como lim z,, = —
n—o0

Los términos parciales xq, xs, etc. que encontramos son los términos de la expansion p-

adica de un nimero, del mismo modo que un ntmero real se puede escribir mediante una

expansion decimal finita o infinita.

Propiedades de la sucesion z,,:
Proposicién 7 Para todo n € N se cumple que p"~! divide a x,, — 1,1

Por definiciéon de z,, y x,_1 tenemos que z, —a =10, -p" vy x,_1 —a =1[l,_1 - p" donde [; es
un entero coprimo con p para todo i. Luego x, — x,,_1 = p" 1 (pl, — l,_1), que es miltiplo

de p"~! pero no de p”.

— Tn-1

A . x
Proposiciéon 8 Para todo n > 0 enteros, se tiene 0 < — —
=

<p

Tpn — Tp—1 .
—— es un entero. Necesariamente z, < p",

En el punto anterior demostramos que

o de lo contrario x,, — p" seria una solucién positiva menor a bx, = a (moéd p™). De ahi

LTy — Tp—1 b
<

pn—l pn

Y22

—-—=pr 1
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Esto nos permite crear la expansion p-adica de un nimero. Por la proposicién 1

n
podemos expresar los términos de la sucesion x, mediante una sumatoria » s, donde
k=1

S| = X1y Sp = T — xp_1 para k > 1. La proposicién 2 implica que podemos escribir

esta sumatoria de la forma > dyp* donde d; € Ny 0 < d; < p para todo i entre 1 y n,
k=0

simplemente definiendo d; = s;p~". En la seccién anterior mostramos que esa sumatoria

converge bajo la métrica p-adica. En resumen, del sistema de ecuaciones bz = a (mod p")

obtenemos una sucesion de soluciones parciales z,,, de la cual derivamos una sucesion de
n

diferencias s,, que cumple > s; = x,. Demostramos que podemos escribir s, = d,, - p"~!
i=1

con 0 < d; < p para todo i, de modo que podemos escribir las soluciones parciales

n
T, = > d;p"!, y esta sumatoria converge bajo la métrica p-adica, asi que podemos definir
i=1

[o.¢]
rigurosamente x = Y d;p"~!, denominada la expansién p-adica de z.
i=1
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Seccién 5: Representacion p-adica de un namero.

En la seccién anterior mostramos como los niimeros racionales tienen una representacion
p-adica por medio de series infinitas, de manera similar a cémo existen las representa-
ciones decimales finitas. Vamos a ver como se representan varios subconjuntos de nimeros

racionales mediante expansiones p-adicas.

El conjunto de los naturales (N):
Como vimos en la secciéon 2, un numero natural b es su propia soluciéon al sistema
br = a (mod p™) a partir de cierto valor de n, lo que nos da una representacion p-adica

que eventualmente tiene una sucesion infinita de ceros. Por ejemplo

17

2 (mod 3)
17 = 8 (mo6d 9)

17 = 17(mod 27)

Lo que nos da una sucesion de soluciones z,, = (2,8,17,17,...), una sucesion de difer-
encias s, = (2,6,9,0,...) y una sucesion de digitos d,, = (2,2, 1,0,...)
Es decir, la representacion p-adica de un niimero natural es la misma que su repre-

sentacion en base p.

El conjunto de los enteros (Z):

En el caso de los niimeros negativos, planteamos el sistema de ecuaciones

T, = —a (mod p")

con a > 0. Las z,, deben cumplir |z, +a[, =0 (mod p"). Para n suficientemente grande,
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p™ > a y las soluciones parciales son x,, = p" — a. De este modo, al tomar las diferencias
Tni1 — T, para la representacion p-adica , eventualmente todos los digitos van a ser p — 1.
Es decir, los niimeros enteros tienen todos representaciones eventualmente perioédicas, en
donde el digito repetido es 0 si el nimero es positivo o p — 1 si el ntimero es negativo.

Por ejemplo, para hallar la representacion 3-addica de -17 tenemos

—17 = 1 (mod 3)

= 1 (moéd 9)

10 (mod 27)

Con estos nameros formamos la sucesion x,, = {1,1, 10,64, 226, ...}. La sucesion s,, de

las diferencias queda

sn = {1,0,9,54,162,...}

= {1-3°+0-3' +1-32+2-33+2-3*+ ..}

Finalmente, la sucesion de digitos queda d,, = {1,0,1,2,2,...}. A partir del cuarto
término todos los digitos van a ser 2, puesto que n = 3 es el primer exponente que satisface

3" — 17 > 0. Entonces, la representacion 3-adica de -17 es 2101, 0

El conjunto de los racionales (Q):
En la secciéon 2 no encontramos ningtn patron evidente para la representacion p-adica
de un racional cualquiera, pero eso no quiere decir que no exista. Partamos del caso mas

simple, suponiendo que tenemos el sistema de ecuaciones bxr = a (mod p") donde b es
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coprimo con p. El ntmero p-adico asociado es la expresion p-adica de %, digamos i d;p*.
Si esta representacion es periodica, es decir, existe un k tal que d, r = d, para Z;(lio n,
entonces
a ©

Supongamos que la representacion p-adica de 7 no es peridédica. Llamemos ngldipl a
esta representacion. Es decir, no existe un entero positivo k tal que d,,.x = d,, para todo
n € N. Esto implica que no existe k tal que (p* — 1)% es un entero, o lo que es lo mismo,
bt pF — 1 para todo k. Esto es equivalente a decir que p* = 1 (mdd b) no tiene solucion,
pero esto es imposible por el teorema de Euler-Fermat (Martinez 47). Por contradiccion,
la representacion p-adica de un racional debe ser periddica.

Ejemplo: para hallar le en 3-adicos resolvemos 4z = 1 (mdd 3™), lo que nos da la suce-
sion de soluciones x; = (1,7,7,61,61,...), la sucesion de diferencias s,, = (1,6,0,54,0,...)

y finalmente la sucesion de digitos d,, = (1,2,0,2,0,...). Finalmente, podemos escribir la

1
representacion 3-adica de 1 como
»di-37h = 142:3+0-3°+2-3240-3"
n=1

1 o0 .
El perfodo es 2. Ahora, notemos que la expansion de 32 - 1 debe ser Y d;-3". Si hace-
n=2

19
mos la diferencia, el resultado es 1 +2-3' —1-3% = —2. Efectivamente, 1 1= —2. Este
método es igual al que usamos con la expansiéon decimal de un racional para encontrar la

forma fraccionaria.

En el caso de que b no sea coprimo con p, podemos escribir b = p' - ¢, donde p y ¢ son
enteros coprimos, resolver el sistema para cx = a (mod p") y dividir el p-adico resultante

1 > ) o )
para p'. Por ejemplo, la expansion 3-adica de {g Roes mas que — »_d; -3 = S d;- 372
n=1 n=1



.El conjunto de los reales? (R):

Hasta ahora hemos definido la serie p-4dica para un racional % mediante las soluciones
al sistema bz = a (mod p™). Es logico preguntarse si todos los reales tienen una repre-
sentacion p-adica. Pues bien, la respuesta es que no, y es facil encontrar un contraejemplo:
Busquemos la expansion 3-adica de v/2. Si intentamos, analogamente a los problemas an-
teriores, resolver las equivalencias 22 = 2 (mod 3"), nos topamos con un problema de

inmediato: no existe ninguna soluciéon para z° = 2 (méd 3), pues 2 no es un residuo

cuadratico moédulo 3.

Antes de lanzarnos a la pregunta de si existen niimeros no racionales con expansion
p-adica bien definida, vamos a ver una propiedad que los p-adicos no comparten con los

numeros reales.

Demostraciéon Las expansion p-adica de cualquier ntimero es tnica.

En los ntimeros reales esto no es cierto. Si un racional tiene representacion finita en
base b, entonces también tiene una representacion alternativa que es infinita en base b.
Por ejemplo, 1 = 0,9. Vamos a demostrar por contradicciéon que un ntimero no puede

tener dos expansiones p-adicas distintas.

[o.¢]
Sean Zdzp Se;p' dos expansiones p-adicas distintas del mismo ntmero (esto es,
i=k i=k

d; # e; para algun i, con 0 < ¢;,d; < p). Claramente = 0, de modo que

Zdzp ~ Yo

=k i=k p
deberia cumplirse también que hrn Zdzp — Zezp = 0.
; i=k
Empezando con n = k, deberlamos tener ||d;€ pF— ey -pka = 0, de lo contrario

= p* (puesto que la norma estd dada por el exponente mas pequeno

. Oo .
D= e
1=k p

k+1 k+1

Sodipt — Y e
1=k 1=k P

debe ser cero, de lo contrario el médulo de la diferencia seria p*~! para todos los términos

de p en la expansion). De ahi que d; = e;. Por el mismo motivo,

28
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subiguientes, lo que implica dy = ey. Por induccion, si para todo entero [ menor a n se

! l
dodipt — > e;p'| =0, entonces d, 11 — e,+1 debe ser igual a cero, de lo contrario el
i=k i=k »
modulo de la diferencia serfa p"*!. De ahi que d; = e; para todo i € N. |

tiene




Seccién 6: El cuerpo Q, y el anillo Z,.

Ahora que hemos definido los racionales y una métrica, lo siguiente seria comprobar
si es que <Q, -] p> forma un cuerpo con la propiedad de clausura algebraica. La clausura
algebraica implica que cualquier secuencia de Cauchy formada por los elementos de un con-
junto tiene un limite dentro del conjunto mismo. Recordemos ademéas que una secuencia
es Cauchy si el limite de la norma de sus elementos tiende a cero.

La respuesta a la pregunta de si (Q, Il p) cumple la clausura es que no: podemos

encontrar una secuencia de Cauchy de p-addicos racionales cuyo limite no es racional.

Demostracion :

Los racionales con el médulo

, Do forman un espacio métrico

completo.

n . n—+1 n
Sea x, = aP conl < a < p—1, con a, p, n € N. Consideremos |a’  — aP

p
|a?" (7" =1 — 1)‘}). El pequefio teorema de Fermat dice que a?"®~) —1 = 0 (mod p"),

por lo tanto |apn (ap"(”_l) — 1)‘p <p™™ — 0. De aqui que z,, es una sucesion de Cauchy.
n—oo

Si definimos x = lim x,, entonces tenemos:
n—oo

r = limx,
n—oo

= limx,
n—oo

= lim (z,)
n—oo

p
= ( lim :Bn>
n—oo

30



Por otro lado,

|z —al, = |z — a”

= o —d|,

= lal, [o" 7" = 1],
< a1l
< 1

Como ||z — a = p~@=) < 1, se sigue que p|(x — a). Como a # 1, p — 1 se tiene que
x — a # 0. Finalmente, dado que P = x se tiene que = es una raiz p — 1 no trivial de la

unidad, de modo que = ¢ Q. J

Completacion:

Dado que Q con la norma p-adica es un espacio métrico incompleto, debe tener una
completacion unica (excepto por isomorfismos). Podemos completar @ con la métrica
p-adica por el método de sucesiones de Cauchy. Esto se hace creando un espacio que
contenga un subconjunto isomorfo a Q pero que ademéas contenga a los limites de las
sucesiones de Cauchy en los racionales.

Consideremos el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en Q, al que llamamos
C'[Q]. Definimos una relacion de equivalencia en C'[Q] de la siguiente manera: {z,} ~
{yn} si y solo si nh_)IIOlO |Zn — Yul, = 0. Ahora consideramos el conjunto Q* de clases de
equivalencia en C'[Q] mediante ~.

Q" = {{za}] {zn} € C[QJ}

Definimos una funciéon de distancia d* : Q* x Q* — [0, c0)

& (o] o) = Tim a0 — gal,
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Demostramos que d* es bien definida de la siguiente manera:
Dadas 4 sucesiones tales que {z,} ~ {2} v {y.} ~ {y,,}. Por definicién tenemos

lim [z, — [, =0y lim |y, —y,[, = 0. Por la desigualdad triangular tenemos
n—oo n—00

IN

de donde ’xn - yn|p - |I‘;L - yillp S |In - I;L|p + |y;1, - yn|p — 0
Como |z, — yYnl, ¥ |75, — yp|, son convergentes, tenemos lim |z, — y,[, = lim [z, —y; |,
n—oo n—oo

de modo que d* esta bien definida.

Ahora demostramos que d* es una métrica:

D) d* ({za}], {und]) = 0 = Tim 20 —ynl, =0 <= {zn} ~{tn} = {aa}] =
{n}]

i) d* ([{wa}], [{gn}]) = lim | — g, = 1 [y — 2], = d* ([{a}], [{90}])

iii) Como |z, — 2u], < [@n — Ynl,+|yn — 2ul,, entonces nlg& |Zn — 2], < nhj& |Tn — Ynl,+

lim [y, — z,|, y finalmente d* ([{zn}], [{zn}]) < d* ({2n}], {yn}]) + d" ({yn}], {zn}]):

n—oo

Este es un buen momento para definir un subconjunto de @, llamado los enteros p-

adicos:

Z, = {x|x€(@p,|x|p§1}

Los enteros p-adicos son los elementos del disco unitario en Q,. En términos de series,
) .
los enteros p-adicos tienen la forma » d;p', a diferencia de los p-adicos en general, donde

=0
el indice i de la sumatoria puede empezar en un valor entero negativo.

Topologia:

Hemos definido finalmente al conjunto de los p-ddicos. La pregunta que surge es



,como son los nimeros p-adicos? Sabemos que podemos identificar a R con la recta
numérica. En ese mismo sentido, los p-adicos deben poder asociarse con un conjunto.
Para esto recurrimos a la topologia. Todo espacio métrico tiene una topologia inducida
cuya base son las bolas abiertas. En el caso de los nimeros p-adicos, debemos ver qué

es una bola abierta. Dado un p-adico g, una bola abierta de radio r serian el conjunto

B(q,r) = {:L‘, g —zf, < r}.

Proposicién: El espacio Q, de los niimeros p-adicos es totalmente disconexo.

Un espacio es totalmente disconexo si sus tinicos subconjuntos conexos son el conjunto
vacio y los conjuntos que contienen un solo punto. Una definicién equivalente es que todo
conjunto contiene un subconjunto clopen (abierto y cerrado). Recordemos que la norma
||, toma valores en el conjunto {0} U {p*, k € Z}. Supongamos que p" < r < p"*! en-
tonces la bola B(q,r) seria exactamente el conjunto {x, lg — x|p < p"}; el complemento
de esta bola seria el conjunto {x, lqg — x| p > p”}. Como la funcién de distancia a un punto

n+1
)

es siempre continua, tenemos la preimagen del intervalo (p o0) es también abierta. De

ahi que el complemento de la bola abierta B(g,r) es también un conjunto abierto, y por lo
tanto toda bola es un clopen. Ahora, La bola B(q,r) contiene a la bola B(q, p"~ ') que es

un clopen. De ahf que toda bola es disconexa. Es decir, Q, es disconexo en todas partes. |

o

Ahora, consideramos a la bola abierta B(q,r) con p™" < r < p " y ¢ = Y dip'.
i=0

En base a esto, busquemos qué caracteristica debe tener un elemento x para pertenecer

n

se debe tener ¢ —z = Y d;p'. Esto solo es posible si

i=n

a B(q,r). Como |¢g—z[, < p~

oo .
r =) ep cone =d;parai=1,...,n— 1. Es decir, los discos alrededor de un p-adico
i=0
deben tener una cantidad de digitos iguales al inicio que dependen del radio de disco.
Con esto, es facil ver que todo punto es un punto de acumulaciéon: Alrededor de un

punto ¢ puedo hacer una bola abierta de radio ¢ < p~*. Esta bola serfa el disco de radio
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p~ =1 que contiene a todos los p-adicos cuyos primeros k + 1 digitos son iguales a los de

q. Luego, no puede haber puntos aislados.

Compacidad de Z, y Q,:

Un espacio métrico es localmente compacto si toda vecindad contiene un subconjunto
cerrado. En @Q, toda bola es un clopen, de lo que sigue que una vecindad cualquiera de
un punto dado contiene un clopen. Esto satisface la definicion de un espacio localmente
compacto. Més aun, Z, pues es un espacio completo que ademas es totalmente acotado.
Para verificar esto ultimo, recordemos que Z, = {x, || » S 1} y que una bola de radio ¢
y centro O, donde p* < ¢ < pF*!, es el conjunto de ntimeros cuyos primeros k + 1 digitos
coinciden con los primeros k + 1 digitos de O. Claramente podemos cubrir Z, con pt+?
bolas de radio €, luego Z, es totalmente acotado, y por lo tanto compacto.

Por el otro lado, podemos ver que Q, no es compacto. Podemos considerar el recubrim-
iento por bolas abiertas fj B(0,p"). Este es un recubrimiento infinito de Q,,, pero cualquier
subconjunto finito serl'ani_risuﬁciente para contener a Q,. Luego, Q, no es compacto. Sin

embargo, cualquier bola es compacta, lo que hace que Q, sea localmente compacto.

Sabiendo que Z, es un subconjunto de un espacio métrico que es compacto, perfecto
(no tiene puntos aislados) y totalmente disconexo, se tiene por necesidad que es homeo-
morfo a un conjunto de Cantor. Por otro lado, Q, es la unién infinita contable de bolas
abiertas que son homeomorfas a conjuntos de Cantor, cuyo resultado es homeomorfo a un

conjunto de Cantor menos un punto..

Q, es un cuerpo algebraico:
Ya hemos demostrado que @, es un espacio métrico completo con una operacion de

suma y multiplicaciéon bien definidas. Lo tdnico que falta demostrar para que sea un
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cuerpo es que cada elemento no nulo tiene un inverso multiplicativo. Vamos a volver a la

definicion de los p-adicos como clases de equivalencia de series de Cauchy. Un elemento

no nulo corresponde a una sucesion convergente {x,} tal que lim z,, # 0 por definicion,
n—oo

pero veamos qué implica eso. Primero, digamos que a = lim z,,, con a # 0. Esto quiere
n—oo

decir que existe § > 0 tal que para todo N € N existe n > N tal que |0, xn|p > J. Ahora,

consideremos la sucesion {%} debemos demostrar que esta sucesiéon también es Cauchy.

n

Sin pérdida de generealidad, sean m > n > N. Queremos ver que lim |+ — | =0.
n<m-—soo | ¥n Tm P
. 1 1 . Tm — Tp
lim |———| = lim |——
n<m—00 | Ty, Tm » n<m—00 TpLom p
< 2 ( lim | | )
— - im |r, —z
- 52 n<m—00 m "p
— 0
.. 1 1 : )
Z, no es un cuerpo algebraico, pues |—| = W y sus elementos tienen todos moédulo 1 o
q
p P

menos. Sin embargo, Z, si es un anillo algebraico, pues todo elemento tiene inversa aditiva.

Q, cuando p no es primo:

Cabe recalcar que si p es un nimero compuesto con 2 o mas divisores primos distin-
tos, las métricas usadas no estan bien definidas o no poseen todas las propiedades que
demostramos en la seccion 2. De hecho, en estos casos @, no es un cuerpo: tiene divisores
de cero debido a que las ecuaciones = x? (mod p, p?, ...) tienen soluciones adicionales

aparte de 0 y 1.



Ejemplos:

76

376

25

625

36

6> (mod 10)
76% (mod 100)

376 (mod 1000)

5% (mod 10)
25% (mo6d 100)

625 (mod 1000)

Ambos sistemas tienen soluciéon para potencias arbitrarias de 10. Las soluciones par-

ciales del primer sistema son divisibles para 2, 4, 8, y asi sucesivamente, mientras que las

de la segunda son divisibles para 5, 25, 125, (por el simple hecho de que 10 = 2-5). Por

esto, las multiplicaciones de las soluciones parciales dan multiplos de 10, 100, 1000, ...,

cuyo limite en 10-adicos es 0.



Conclusion:

Partiendo de la equivalencia modular bz = a (mo6d p) y el deseo de generalizar una
solucién a esta equivalencia para cualquier potencia de p, construimos una métrica que
nos permita completar los racionales.

Una vez definidas las operaciones de suma y multiplicaciéon de ntimeros p-adicos asi
como sus respectivas inversas, demostramos que los p-adicos forman un anillo (cuando p
es compuesto) o un cuerpo (cuando p es primo). Junto con la métrica QQ, que también

definimos forman un cuerpo algebraico.
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