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Resumen

En aprendizaje de maquinas se distingue entre dos formas de errores. El error E;,, que es
el error que se minimiza para buscar la funcién objetivo, y el error E,,; que se requiere sea
bajo. En literatura, se encuentran muchas investigaciones que relacionan los dos errores. Estos
dependen de la complejidad de la funcién objetivo, la cantidad de ruido y la cantidad de puntos.
En cambio, no se encuentran relaciones entre los errores y la distribucién de puntos. Este es un
primer tentativo de trazar dicha relacion.

Palabras clave: sobreajuste, interpolacién de Lagrange, constante de Lebesgue, nodos de

Chebyshev, aprendizaje de maquinas, funcién de regresion.



Abstract

In Machine Learning we distinguish between two types of error. The error £;,, which is the
error that is minimized to look for the target function, and the error F,,; that is required to be
low. In literature, we find many investigations that relate these two errors. These depend on the
complexity of the target function, the amount of noise and the amount points. However, there
are not relations between the errors and the points distribution. This is a first attempt to trace
this relation.

Key words: overfit, Lagrange Interpolation, Lebesgue constant, Chebyshev nodes, Machine

Learning, regression function.
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1. INTRODUCCION

En el aprendizaje de maquinas, se tiene como objetivo encontrar una funcion
ideal para predecir eventos en base a un conjunto de datos en los cuales cono-
cemos la respuesta de los eventos. De esta manera, vamos a tener dos tipos de
errores: Fi, v Eoyr.

El error F;, es el error que existe entre el valor dado por la funcién en-
contrada y los datos usados. Asi por ejemplo, supongamos que se tienen datos
V= {(x0, ¥0), (1, ¥1)s - » (Tk—1, Yr—1), (T, yx)} y que la funcién encontrada
(en base a estos datos) por un método de aprendizaje es g, entonces se puede
calcular E;, (g) = Zk:—(g(x’}zy")z.

Por otro lado, eYI:é)rror E ..+ es aquel que nos dice que tanto se desvia esta
funcion encontrada para predicciones de eventos futuros. Una forma de aproxi-
marnos a este error F,; €s mediante el error de datos no usados en el método de
aprendizaje. De esta manera siguiendo el ejemplo anterior, si tetnemos un con-
junto de datos W = {(Zwy, Yuy)s (Twys Ywy)s - > (Twys Yuy )} tal que VAW =

2
o N (glaw,)—yw;)
(@, entonces una aproximacion a este error puede ser Fo, (9) = Y ~——5%—2

En el aprendizaje de maquinas, se tienen muchas herramientai: ([))ara acercarse
a una funcién que nos ayude a predecir (o se aproxime a) datos y eventos que
no hayamos visto todavia. Sin embargo, estas herramientas son mas utiles si
se sabe donde se debe buscar, es decir seleccionar oportunamente el conjunto
de funciones (espacio de las hipétesis) donde buscar la funcion deseada. De
esta manera, al usar un método de aprendizaje, necesitamos un conjunto de
funciones de hipotesis entre las cuales buscaremos una funcion adecuada en
base al método usado y a nuestros datos. Asi por ejemplo, al usar el método de
minimos cuadrados podemos hacer una regresion lineal en base al conjunto de
datos, si nuestro conjunto de funciones hipotesis son lineas. De igual forma, al
aumentar nuestro conjunto de funciones de hipdtesis a funciones cuadriticas,
podemos modificar el método para tener una regresion cuadratica.

Uno de los problemas mds importantes a tomar en cuenta es el sobreajuste,



el cual estd fuertemente ligado al conjunto de funciones hipétesis, y en el cual

buscaremos a una funcién apropiada.

1.1. Sobreajuste

El sobreajuste se da cuando ajustamos nuestra funcion a los datos de entrada
mas de lo que se puede garantizar, lo cual pasa cuando el espacio de funciones
es demasiado “grande”. Como resultado de esta accién puede ocurrir que se
reduce el error en nuestros datos de entrada F;,,, pero aumenta el error de datos
posteriores (o datos que no fueron usados para el aprendizaje) E ;.

En [1]] nos muestran este fendmeno. Imaginemos que se corre dos veces el
algoritmo de minimos cuadrados, para polinomios de grado 10 y para grado 2,
sobre un mismo conjunto de datos. Sean gy y g2 sus resultados respectivos, se

considera como medida del sobreajuste a:

Eout (910) — Eout (92)

Dado que el objetivo del aprendizaje de maquinas es aproximarse a una pre-
diccion de eventos posteriores, diferentes a los datos usados en el método de
aprendizaje, el error F,,; es un elemento importante que se debe tomar en cuen-
ta. En nuestro caso se busca la manera de reducirlo.

De esta forma, los siguientes graficos muestran como cambia el sobreajuste
cuando se varia el ruido de los datos, la complejidad de la funcién buscada y el
nimero de datos; y por lo tanto, la diferencia del E,,; para la aproximacion a
un polinomio de segundo grado y el F,,; para la aproximacion a un polinomio
de grado diez.

Aqui f es nuestra funcién objetivo, o2 es el nivel de ruido, N es el niimero

de datos de entrada y () es el grado de la funcion objetivo (véase [1]]).
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Figura 1: En la figura izquierda se muestra el sobreajuste en base al niimero de datos usados y
la cantidad de ruido. En la figura derecha, se muestra el sobreajuste en base a la complejidad
()5 de la funcién buscada y el nimero de datos usados para el aprendizaje.

A medida que se intensifica el color azul la grafica nos muestra que:

Eout(910) < Eout(g2)

mientras que cuando se intensifica el color rojo tenemos que:

Eout (910) > Eout (92)

Por esto, en base al nimero de datos que se posea, al ruido que exista y a
la complejidad de la funcién (que se puede proponer a priori, en base a infor-
macion tedrica) se puede ver que en las zonas azules serd mas apropiado usar
un conjunto de funciones hipotesis mas “grande” (en el caso del ejemplo son
polinomios de grado 10). Mientras que para las zonas rojas es mejor tener al
conjunto de funciones hipétesis més “pequefio” (igual al conjunto de polino-
mios de segundo grado en el ejemplo).

Como se menciond anteriormente, el sobreajuste se da cuando se ajusta nues-
tra funcion a los datos mdas de lo que se puede garantizar. Al aumentar (en
el ejemplo presentado) el grado de los polinomios del conjunto de funciones
hipotesis, damos mas libertad al método de ajustarse a nuestros datos; lo cual
va a reducir nuestro F;,, pero aumentar nuestro F,,;. Es decir, hay que ser cui-
dadosos al elejir el conjunto de funciones hipdtesis, ya que si es muy “grande”
nos puede producir el problema del sobreajuste.

De esta manera, tenemos un marco referencial en base al sobreajuste que nos
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ayuda a elegir un conjunto de funciones hipoétesis apropiado. Este se basa en el
numero de datos usados, su ruido y la complejidad de la funcién buscada. Sin
embargo, la intuicion nos dice que el conjunto de datos (o una parte de él) puede
tener una caracteristica que nos daria un mejor resultado al modificar un poco
el método usado. La caracteristica a tomar en cuenta en el presente trabajo es la
distribucion de los datos.

Por lo tanto, buscaremos coémo afecta la distribucion de los datos al error
(Eyyt) de la funcidn encontrada. Para esto abordaremos el problema usando los

polinomios de Lagrange.

1.2. Interpolacion de Lagrange

La interpolacion puede ser vista como un problema de aprendizaje con con-
diciones fuertes (ya que fijan los datos de entrada para los cuales el error es
cero). Por lo que es util para abordar nuestro problema de una manera mas sen-
cilla.

El problema de la interpolacion se lo puede plantear de la siguiente manera:

Buscamos una funcién f (en un espacio dado) tal que f(x;) = v;, dado un

conjunto de puntos (o, o), (Z1, Y1)s - » (Zis Yi)s - s (Tr—1, Yr—1)s (T Yi)
donde si z; = xj, entonces j = h. La razon por la cual no se pueden tener datos
xr; = xj con y; # Yy €s porque no existe una funcién con puntos asi, ya que
para un valor de = tendria mas de un valor de y.

El problema de la interpolacion es ampliamente estudiado en el analisis
numérico y del cual podemos usar muchos de sus resultados. Un resultado clasi-
co es la interpolacion de Lagrange, la cual cumple con la condicion f(x;) = y;,
con f en un espacio de polinomios.

Los polinomios de Lagrange tienen la propiedad de que dado un conjunto
de puntos distintos entre si (x;, y;), son los polinomios de menor grado en los
cuales para cada x; corresponde un valor de ;.

Estos polinomios se los define como la siguiente combinacion lineal:
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k
L(z) = Zyj~lj(f€)

donde las bases polinémicas de Lagrange (véase por ejemplo [2]) /;(z) son

las siguientes:

)= 1] o= )

m#j

En la figura 2, podemos ver como se ajusta el polinomio de Lagrange a un

polinomio de grado 12 al aumentar el nimero de puntos usados.

Grafico de funcion objetivo y su interpolacidn de Lagrange

Funcion objetivo

eeeof puntos
B ———5 puntos
; —-—-17 puntos

4 L
-1 0.5 0 0.5 1

Figura 2: Se muestran tres interpolaciones de Lagrange utilizando 5, 9 y 17 puntos para una
funcién de grado 12. Es claro que al utilizar 17 puntos el polinomio de Lagrange es idéntico a
la funcién buscada.

Por otro lado, los polinomios de Lagrange son susceptibles al fendmeno de
Runge en el cual al aumentar el grado del polinomio, utilizando puntos equidis-
tantes, el polinomio oscila en los extremos provocando un error de aproxima-
cion a la funcién objetivo.

En el grifico, se observa que el polinomio de Lagrange oscila en los extremos

evidentemente paran = 17.
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Grafico de funcion objetivo ¥ su interpolacidn de Lagrange

225
4 Funcion objetivo
Zpe- e 5 puntos !
I -—-9 :
|y puntos
181 —-—--17 puntos

Figura 3: Se grafica los polinomios de Lagrange, con 5, 9 y 17 puntos de interpolacion equidis-
tantes, para aproxim.ars.e ala funcion f(z) = 1+ 1 Je*” — x%ﬂ Se puede ver que al utilizar més
puntos tenemos oscilaciones en los extremos del intervalo.

Grafico de funcion objetivo y su interpolacidn de Lagrange

2r .
Funcion objetivo
i ———9 puntos
—-—-17 puntos
; T
16} J l
! l
1.4} f |
! [
! i
12 3

06 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 ]
2 :

Figura 4: Al ampliar la figura anterior en el intervalo [2,3], podemos ver como aumenta la
amplitud de las oscilaciones al aumentar el niimero de puntos.

Para poner este fendmeno en el contexto del aprendizaje de maquinas, se
presenta el siguiente caso. Imaginemos que la funcion buscada es una funcién
constante, pero los datos presentan un pequeio ruido aleatorio normal. Si estos
puntos se encuentran distribuidos equidistantemente podemos ver como los po-

linomios de Lagrange oscilan en los extremos, pese a que los datos provienen

de una funcidn constante.
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Grafico de funcion objetivo y su interpolacion de Lagrange
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Figura 5: La funcién objetivo es f(x) = 0. Los puntos son equidistantes y presentan un pequefio

ruido (aleatorio normal de media cero y desviacion estandar 0.05) . Se aprecia como nos produce
el fendmeno de Runge.

Este fendmeno se puede evitar o reducir al utilizar una mejor (en el contex-
to del fendmeno de Runge) distribucion de puntos, la cual estara ligada a una

menor velocidad de crecimiento de la constante de Lebesgue.

1.3. Constante de Lebesgue

Consideremos para cada n € N un set de n nodos xy, , parak = 1,2, ...,nen

el intervalo de [—1, 1] de tal forma que

_1 S xn’n < xn_17n < cee < x2’n < x]_’n S 1

y ahora, construimos la matriz triangular infinita X:

X =Azgn: k=1,2,...,n; n € N}

Ahora, dado f € C[—1, 1], podemos construir el polinomio de Lagrange de
grado n — 1 para la funcién f, en base a los nodos dados en X. De esta manera,

el polinomio de Lagrange puede ser modificado y ser escrito en base a n, X y

f, de la siguiente manera:
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n

Loa(X, ) (@) =Y f(@in) - lin(X, @)

i1=1

donde f(x;n) = Yin, ¥

li,n(X7 SC) _ H (x - xmm)

1<m<n (Cci,n - xm,n)

m#i

Es decir, L,_1(X, f)(z) es el polinomio de Lagrange de grado n — 1 que
utiliza n nodos (dados por X)) y sus valores de f para aproximarse a esta fun-
cion.

Ahora, sea || f || 1a norma uniforme del espacio de funciones continuas entre
-lyl:

IF 1] = méx [f(z)]

—1<x<1

y definiendo la funcién de Lebesgue como:

(X, x) = ||r;1?’g<1\Ln—1(X, H@) =Y llin(X, )|
= i=1

tenemos que la constante de Lebesgue (véase [2]) sera:

A (X) = max || L,1(X, f)(x)|| = max A\, (X, x)

I 11<1 —l<z<1

Si bien la constante de Lebesgue tendrd un crecimiento a medida que se
aumenta n, va a ser constante para un conjunto de nodos fijos y por tanto un n
fijo.

Para X con nodos equidistantes tenemos que el crecimiento de la constante
de Lebesgue, cuando n — oo, tiene la expansion asintética (véase en [2]] ):

on

e-n-log(n)

An(X)

Esto nos da una constante de Lebesgue que crece muy rapidamente a medida
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que n crece. Debido a este crecimiento ocurre el fenomeno de Runge, dado que
en un sentido A,,(.X') mide el maximo del polinomio. Entonces, si el maximo del
polinomio depende de A,,(X), que en si depende de la distribucion de los nodos
usados en X, ;Existen distribuciones que reducen A,,(X) (y consecuentemente
el fendmeno de Runge)?

A continuacion veremos una distribucion que reduce este crecimiento de la

constante de Lebesgue que como nos da un crecimiento logaritmico (véase en

[4]).

2
A (T) . log(n+1)+1

Donde 7' es la matriz X con entradas distribuidas de la forma de nodos de

Chebyshev que se presentan a continuacion.

1.4. Nodos de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev son una familia de polinomios ortogonales
que son definidos de forma recursiva. Los n-nodos de Chebyshev son las raices
de un polinomio de Chebyshev de gradon.

Los polinomios de Chebyshev pueden ser de dos tipos, los cuales conforman
familias diferentes. Las raices para los polinomios del primer tipo se obtienen
de la siguiente manera (véase en [2]] ):

parak =1,2, ... ,n.

De manera similar, las raices para los polinomios del segundo tipo son (véase

en [3]):
T = COS ( i 7r>
n+1

Ambas distribuciones nos dan un crecimiento logaritmico en la constante de

parak =1,2,....n.

Lebesgue, pero en el presente trabajo haremos uso de los nodos de Chebyshev
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de segundo tipo.
A continuacion se muestra como la interpolacion de Lagrange con 9 puntos
de entrada cambia drasticamente al cambiar la distribucion de los puntos de

equidistantes a nodos de Chebyshev del segundo tipo.

Grafico de funcion objetivo ¥ su interpolacion de Lagrange

Funcion objetivo
— —— Equidistantes
—— - Chebyshey

095F
0.9¢
0.85

0.8

D?E 1 | | 1 1 |
-3 R B

Figura 6: De la funcién f(z) = 1+1/ e’ — wglﬂ se utilizan nueve puntos equidistantes y nueve

nodos de Chebyshev. Se grafican sus respectivas interpolaciones de Lagrange. Al enfocarnos en
el intervalo [2,3] del eje x de la figura, se nota como se reduce el fendmeno de Runge.

Como se muestra, el cambio es claro entre la distribucion de puntos de
Chebyshev y los nodos equidistantes. Sin embargo, la intuicién nos dice que
para distribuciones cercanas a la Chebyshev también tendremos una mejora res-

pecto a la distribucion equidistante de nuestros nodos.
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2. DESARROLLO DEL TEMA

El incremento en la constante de Lebesgue (para polinomios de Lagrange)
utilizando puntos distribuidos equidistantemente, es mucho mas rapido que pa-
ra puntos distribuidos de la forma de los nodos de Chebyshev. Ademas, los
nodos de Chebyshev en la interpolacion de Lagrange nos reduce el fendmeno
de Runge, es decir las oscilaciones en los extremos.

En base a esto, se sabe que al tener una distribucion en los datos de entrada
de z, para la interpolacién de Lagrange de una funcién f, igual a la de nodos de
Chebyshev tendremos que nuestro F,,; serd menor, a si los datos en z se distri-
buirdn equidistantemente. De igual manera, la intuicién nos dice que para una
distribucion aproximada a la distribucion de los nodos de Chebyshev, nuestro
E,,+ serd menor que para una distribucion equidistante (o aproximada).

El error F,,,; es de suma importancia para el aprendizaje de maquinas. Por
esta razon, este serd el objeto de estudio el cual analizaremos como cambia al
alejarnos de una distribucion de Chebyshev y acercarnos a una distribucion de
puntos equidistantes.

Para establecer claramente este concepto de alejamiento y acercamiento de
una distribuciéon de puntos a otra, vamos a utilizar el concepto de homotopia
(Apéndice A). De esta manera se propone lo siguiente:

H, :{1,2,....,.n} x [0,1] — [0, 1] definida de la siguiente forma:

H,(i,t) = C" + r(B" — C")

Donde C’i(n) es el :-ésimo (en orden ascendente) nodo de Chebyshev trasla-

dado al intervalo [0,1] de un polinomio de Chebyshev de grado n, y g™

. esel

1-ésimo nodo del intervalo [0,1] dividido en n — 1 partes iguales.
Utilizando esto tenemos una transformacion continua de los nodos de Chebys-

hev a los puntos equidistantes en base a ¢.
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Grafico de distribucidn de los puntos segdn t
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Figura 7: En el grifico se muestra como estan distribuidos 15 nodos al cambiar el valor de
t. Se puede observar como los nodos cambian paulatinamente de la distribucion de nodos de
Chebyshev a nodos equidistantes.

Usando Matlab, programamos las funciones para obtener las diferentes dis-
tribuciones de puntos en base a H,,. De igual manera, programamos las fun-
ciones para obtener los coeficientes de el polinomio de Lagrange dado un set
de datos. Ademas, se construye la funcién que nos retorna los coeficientes de
una funcién objetivo dado el grado de complejidad ¢). La funcién objetivo la
establecemos como una combinacion lineal (con pesos aleatorios) de los poli-
nomios de Legendre hasta el (-ésimo polinomio de Legendre (véase Anexo A).
De igual manera, se programa la funcion que retorne el error dados los coefi-
cientes de la funcion objetivo y los coeficientes del polinomio de interpolacion
de Lagrange. (véase Anexo B)

Como se puede ver, la funcién en Matlab e_out (Anexo B) tiene como en-
tradas los coeficientes del polinomio (targetcoef) al que buscamos una aproxi-
macion y al cual nombraremos f, los nodos en x (xtrain) y el intervalo |[a, b].
Fijando el intervalo en [0, 1], tenemos que la funcién depende de f y de los
nodos en z. Dado que la complejidad de f varia al aumentar el grado del poli-
nomio (), tenemos que e_out dependerd de (). De igual manera, los nodos en x

variaran en cantidad n y de acuerdo a su distribucién en [0, 1] dados por ¢ (con
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valores entre cero y uno) en la homotopia H,,. Es por esto que nuestro e_out
estard determinado por tres variables: ), n € Ny ¢t € [0, 1]. Ahora fijando la
variable () o la variable n en un valor constante, tenemos una funcién de dos
variables que la podemos visualizar graficamente utilizando una escala de color,
donde el color representa el valor de e_out.

En cada uno de los graficos que se muestran a continuacion, se divide al eje x
del grafico en 500 partes (de 0 a 1) para observar como cambia el error descrito
anteriormente segliin cambia la distribucidn (de los datos de entrada) dada por
la homotopia. Para el siguiente grafico se fija el grado () de complejidad de f
en 30:

Complejidad (fija) de f de grado 30

|1'|||||| M

"y

0 02 0.4 06 08 1
Homotopia de distrib. de puntos [0 Chebyshey - 1 Equidistantes)

Marmero de puntos para interpolacién de Lagrange

Figura 8: En el grafico se muestran los datos al fijar la complejidad de f en ) = 30. Se varian
hasta veinte puntos (usados para la interpolarizacién). El color abarca un error del O al 0.85.

Abhora fijando la cantidad de puntos n en 10 y variando la complejidad de la

funcién hasta () = 50 obtenemos lo siguiente:



21

MNumero de puntos de interpolacidn de Lagrange fijo (10)

T it ||||il

i

Grado (complejidad) de f

o 0.2 0.4 06 0.8 1
Homotopla de distrib. de puntos (0 Chebyshey - 1 Equidistantes)

Figura 9: En el grafico presente se fija el nimero de puntos usados en la interpolacién de f en
n = 10. Se varia () de veinte hasta un grado de complejidad de cincuenta. El color abarca un
error del O al 1.

Se puede observar en los dos graficos que al seguir una linea horizontal la
complejidad de la funcidn buscada y el nimero de puntos usados para la inter-
polacion estan fijos, es decir solo varia ¢, en base a esto se comprueba como las
distribuciones dadas por la homotopia en base a ¢ cambian nuestro error.

En los dos graficos se observa que nuestro error crece (relativamente en for-
ma gradual) a medida que la distribucion de los nodos se aproximan a una dis-

tribucion equidistante.
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3. CONCLUSIONES

De los graficos obtenidos podemos concluir con varias cosas. En primer lu-
gar, se evidencia que al tener distribuciones aproximadas a una distribucion de
Chebysheyv, el error (F,,;) se reduce en contraste a distribuciones aproximadas a
la distribucion equidistante. Se observa que teniendo una misma cantidad de da-
tos y una misma funcién objetivo, el método de interpolacion de Lagrange nos
retorna diferente error (F,,;) al variar la disposicion de los nodos. Este error se
incrementa a medida que se aleja de la distribucion de nodos de Chebyshev y se
acerca a una distribucion equidistante (usando como medida de cercania a ¢ en-
tre 0 y 1). Podemos ver que al tener una distribucion similar a la de Chebyshev
podemos tener una mejor aproximacon a funciones mas complejas sin necesi-
dad de tener més puntos.

Uno de los problemas al momento de realizar el actual proyecto se puede
evidenciar en el siguiente grafico, donde para una funcién de grado 30 se tiene
un aumento dréstico en el error después de 25 puntos. Se presume que el error
se debe a una aproximacion numerica dada por el programa Matlab. La forma
de comprobar este problema seria elaborar el proyecto con programas de mayor

presicion.



23

Caomplejidad (fija) de f de grado 30
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Figura 10: La funcién f se fija en una complejidad () = 30 y se grafica hasta n = 30. Se puede
ver que cerca de 25 nuestro error cambia drasticamente.

En las siguientes figuras se aprecia de una forma mas marcada el cambio en

el error al variartde O a 1.

Mumero de puntos de interpolacidn de Lagrange fijo (20)
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50 J '
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0 0.2 0.4 06 0.8 1
Homotopia de distrib, de puntos (0 Chebyshey - 1 Equidistantes)

Figura 11: Se fija n = 20 y variamos () de 1 a 60. EI color abarca un error de O a 1.
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Figura 12: Se fija n = 30 y variamos () de 1 a 60. EI color abarca un error de 0 a 100000.

En la siguiente figura vemos que el error es extremadamente alto, razon por
la cual se divide el grafico en rojo y azul. Sin embargo, el hecho que se debe
notar es que existe una inclinacion para la frontera entre los dos colores. Esto

claramente es debido al cambio en la distribucion de los puntos de interpolacion.

Complejidad (fija) de f de grado 30

20

30

40

a0

B0

70

50 (RN

Mdmero de puntos para interpolacion de Lagrange

90

100

0 0.2 0.4 06 0.8 1
Homotopia de distrib. de puntos ({0 Chebyshev - 1 Equidistanies)

Figura 13: Se fija Q = 30 y variamos @ de 1 a 100. EI color abarca un error de 0 a 10*%,

De esta manera, mediante el problema de interpolacién podemos ver que se
cumple la caracteristica que buscabamos. Sin embargo, para tener una mejor

aplicacion al aprendizaje de miquinas (y como siguiente paso) €s necesario
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relacionar el método de minimos cuadrados a la caracteristica de la distribucion
de los datos, que fue estudiada en el presente trabajo mediante la interpolacion
. Este método nos permitira tener una mayor generalizacion de las aplicaciones
de las distribuciones de los datos en el problema de aprendizaje, dado que ya no
estard restringido a la condicién de interpolacién f(x;) = y;.

Intuitivamente, una aplicacion se podria dar al aplicar la interpolacion de
Lagrange posterior al método de los minimos cuadrados, usando datos distri-
buidos de manera similar a la distribucion de nodos de Chebyshev. Es decir,
sea g(z) la funcidn resultante del algoritmo de los minimos cuadrados para un
conjunto de datos (xg, ¥o), (T1, Y1)s - 5 (Tis Yi)s o » (Tp—1, Ye1)> (Tk, Yk)-
Buscamos un subconjunto C' de estos datos (en x) que se aproxime a una dis-
tribucion de nodos de Chebyshev. Y finalmente, interpolamos por Lagrange
L(C, g)(z) = ig(:cc) - li(z¢,). De esto, se debe buscar si el procedimien-
to propuesto merZ olra el resultado del algoritmo de los minimos cuadrados.

Si se logra obtener una aplicacion (o relacion) del cambio en la distribu-
cion de los puntos en el método de minimos cuadrados, esto da lugar a varias
aplicaciones en el aprendizaje de maquinas. Una de estas puede ser la separa-
cion adecuada de los datos, en el sentido de usar los datos con distribucion mas
aproximada a los de Chebysheyv, entre los conjuntos de datos de aprendizaje, de

prueba y validacion.
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ANEXO A: Homotopia y Polinomios de Legendre

Homotopia

Dos aplicaciones continuas f, g : X — Y se dicen homotdpicas si existe
otra aplicacion continua H : X x [0, 1] — Y tal que (véase en [6])

H{(x,0) = f(x)

H(z,1) = g(x)

Polinomios de Legendre

En ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos que los polinomios de Le-
gendre son las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Legendre (véase en
[71):

411 —2)LP,(2)] +n(n+1)P(z) =0

donde P, (x) es el n-ésimo polinomio de Legendre.

Los polinomios de Legendre pueden ser obtenidos de manera recursiva me-
diante (véase en [7]]):

Pu(z) = (21)(2)Poi(2) — (21 Py s(x)

Debido a su incremento en complejidad y grado del polinomio, a sus multi-

ples aplicaciones en ramas de la Fisica y a su obtencion de manera recursiva,
estos polinomios son de utilidad para tomarlos como nuestra funcién buscada

en la interpolacion.
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ANEXO B: Funciones MATLAB usadas

function [ y ] = valuepol (coef, a)

$La funcién calcula el valor de f(a), donde f es un polinomio dado por
los

$coeficientes de coef, y a es un numero real.
y=0;
for x=1:(length(coef)-1)
y=y+power (a, length (coef) -x) *coef (x) ;

’

end
y=ytcoef (length (coef));
end
function [ coef ] = basepolycoef (trainset, j)

$Funcién que calcula los coeficientes (descendentes en cuanto al grado)
de

%$la base para j-ésimo dato para los polinomios de lagrange en base a los
$datos en x (trainset)
p=1[1;
for x=1l:1length(trainset)
1if x~=j
k=-1l*trainset (x);
p=vertcat (p, k) ;
end
end
coef=[1;p(1)];
m=trainset (j)+p(1l);
for x=2:1length (p)
m=m* (trainset (J)+p (x)) ;
d=coef (length (coef));
k=1;
for y=2:1length (coef)
c=coef (y) tp (x) *k;
k=coef (y);
coef (y)=c;
end
coef=vertcat (coef,d*p(x));
end
for x=1l:1length (coef)
coef (x)=coef (x)*(1/m);
end
end

function [ coeflagrange ] = polylagrange (xtrain, ytrain)
$Funcién que calcula los coeficientes del polinomio de lagrange
retornados

%en forma descendente (en cuanto al grado)
coef=[];
coeflagrange=[];
%$Para un solo dato de entrada la funcidén retorna una funcidn constante
if length(xtrain)==
coeflagrange=ytrain;

else
$Polinomio de lagrange para dos puntos o mas
for x=1:1length(xtrain)
coef=basepolycoef (xtrain, x) ;
for y=l:length (coef)
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coef (y)=coef (y) *ytrain (x) ;
end
if x==
coeflagrange=coef;
else
for y=1l:1length (coef)
coeflagrange (y)=coeflagrange (y) tcoef (y) ;
end
end
end
end
end

function [ A ] = polylegendre (n)

$La funcidén presente nos retorna una matriz en la que cada fila son los
$coeficientes (del menor grado al mayor) de los polinomios de Legendre
%$hasta el n-ésimo polinomio de Legendre

Lj=[0;11;
Lk=[-1/2;0;3/21;
Ln=[0;0;0];

A=[0,0,0;0,1,0;Lk"];
%$Polinomio de legendre n=1
if n==
A=[0,0;0,11;
$Polinomio de legendre n=2
elseif n==
Ln=Lk;
else
$Algoritmo para calcular los polinomios de legendre de forma
$recursiva
for x=3:n
In(1)=Lj (1) *(-1)*(x-1)/x;
for y=2:1length(L7j)
Ln(y)=((2*x-1) *Lk (y-1) - (x-1) *Lj (y) ) /x;
end
Ln (length (Ln))=Lk (length (Lk)-1) * (2*x-1) /x;
Ln=vertcat (Ln, Lk (length (Lk))* (2*x-1) /%) ;
Lj=Lk;
Lk=Ln;
A=[A zeros(x,1)];
A=vertcat (A,Ln"');
end
end
end

function [ coef ] = targetfunction (n)

$La funcién nos retorna los coeficientes (del coeficiente de mayor grado
%al coeficiente constante) de un polinomio de grado n en base a una
scombinacién lineal de los polinomios de Legendre hasta el n-ésimo
$polinomio de Legendre usando como pesos nUmeros aleatorios de una
$normal estandar

A=polylegendre (n) ;

p=normrnd (0,1, [n+1l,1]);

coef=[];
coef=(A") *p;
co=coef;

for x=1:n+1
coef (x)=co (n+2-x) ;
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end
end

function [ p ] = puntosdistr(n,a,b,tipo)
$La funcidén presente nos retorna un set de numeros en el intervalo [a,Db]
p=[1;
if tipo==
for x=1:n
k= (cos ((2*x-1)*pi/ (2*n))+1) * (b-a) /2+a;
p=vertcat (p, k) ;
end
elseif tipo==
for x=1:n
k= (cos ((x) *pi/ (n+1))+1)* (b-a) /2+a;
p=vertcat (p, k) ;
end
elseif tipo==
p=vertcat (p,a):
for x=2:(n)
p=vertcat (p, ((b-a)/(n-1)+p(x-1)));
end
else
for x=1:n
p=vertcat (p, (b-a) *rand+a) ;
end
end
p=sort (p)
end

function [ p ] = meddistrpuntos(r,a,b,n)
$La siguiente distribucidén nos retorna los n-puntos en el intervalo
la,Db],
$dados por la Homotopia de la distribucidén de los nodos de Chebyshev a la
$distribucién equidistante en un t=r
p=[1;
e=puntosdistr(n,a,b,3);
ch=puntosdistr(n,a,b,2);
for x=1:n
k=ch (x)+r* (e (x)-ch(x));
p=vertcat (p, k),
end
end

function [ e ] = e out(targetcoef, xtrain, a, b)
$La funcidén presente nos retorna el error de salida de la interpolacidn
de
$Lagrange dado el set de puntos xtrain y los coeficientes de la funcidn
sbuscada.
e=0;
ytrain=[];
%$Calculo de ytrain en base al polinomio buscado.

for x=1:length (xtrain)

ytrain=vertcat (ytrain,valuepol (targetcoef, xtrain(x)));

end
$Interpolacién de Lagrange
g=polylagrange (xtrain, ytrain);

%$Céalculo del error para 200 puntos aleatorios en el intervalo (a,b)
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for x=1:200
m=rand* (b-a) +a;
k=valuepol (targetcoef,m)-valuepol (g, m) ;
e=e+abs (k) ;
end
e=e/200;
end

function [ C ] = fixedgraph(n, m, tipo, Q, a, b)
$Funcién que nos calcula el error para diferentes valores de t (aquil
$llamada r)y para diferentes valores de complejidad de la funcidén o del
$numero de puntos usados (fijando el uno y variando el otro)
Xtrain=[];
r=0;
£=[1;
C=zeros (m-n+1,501);
%$Para un determinado numero Q de puntos fijos
if tipo==1
for x=n:m
f=targetfunction (x);
for y=1:501
xtrain=meddistrpuntos(r,0,1,0Q);
C(x,y)=e out(f, xtrain, 0, 1);
r=r+1/500;
end
r=0;
end
$Grafico con el error mostrado por el color entre a y b
imageSC([O, 1] ’ [n,m] +Cy [arb])
xlabel ('Homotopia de distrib. de puntos (0 Chebyshev - 1 Equidistantes)')
ylabel ('Numero de puntos para interpolacidén de Lagrange')
title ('Numero de puntos de interpolacidén de Lagrange fijo ')
$Para una determinada complejidad Q de la funcidén objetivo
else
f=targetfunction (Q) ;
for x=n:m
for y=1:501
xtrain=meddistrpuntos(r,0,1,x);
C(x,y)=e out(f, xtrain, 0, 1);
r=r+1/500;
end
r=0;
end
$Gradfico con el error mostrado por el color entre a y b
imagesc([0,1], [n,m],C, [a,D])
xlabel ('Homotopia de distrib. de puntos (0 Chebyshev - 1 Equidistantes)')
title('Complejidad (fija) de £ ')
ylabel ('Grado (complejidad) de f'")
end
end



