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Resumen

Este trabajo de investigacion cientifica tiene como objetivo
hallar y analizar las aplicaciones computacionales del diagrama
de Voronoi y la triangulacién de Delaunay. Dos conceptos teori-
cos matematicos y geométricos que pueden ser de gran utilidad
en varios ambitos profesionales. Aqui nos centraremos en mos-
trar dos casos distintos que muestren la amplitud y versatilidad
de las aplicaciones existentes.

En el primero de ellos, un analisis geografico de las Unida-
des de Policia Comunitaria en Quito, se utilizo Python como
software principal, donde se generé un programa con proposi-
tos geograficos que cumplieran con las observaciénes deseadas.
Para el segundo, un analisis de la visualizacién, modelo y rende-
rizado de una pieza arqueoldgica escaneada en tres dimensiones,
se utilizé el software Gigamesh conocido académicamente para
estudios de elementos arqueoldgicos.

Tras la observacién e investigacion de ambas aplicaciones,
se concluyé que el diagrama de Voronoi y la triangulacion de
Delaunay son sumamente practicos y tienen una variedad de
usos, desde ambitos académicos y cientificos, hasta dentro de
seguridad y ubicacién.



Abstract

This scientific research work aims to find and analyze the
computational applications of the Voronoi diagram and the De-
launay triangulation. Two theoretical mathematical and geome-
trical concepts that can be very useful in several professional
fields. Here we will focus on showing two different cases that de-
monstrate the breadth and versatility of existing applications.

In the first one, a geographic analysis of the Community Poli-
ce Units in Quito, Python was used as the main software, where
a program with geographic purposes was generated to fulfill the
desired observations. For the second, an analysis of the visualiza-
tion, modeling and rendering of an archaeological piece scanned
in three dimensions, we used the Gigamesh software known aca-
demically for studies of archaeological elements.

After observation and investigation of both applications, it
was concluded that the Voronoi diagram and Delaunay triangu-
lation are extremely practical and have a variety of uses, from
academic and scientific fields, to security and location.
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Introduccion

El diagrama de Voronoi es una estructura geométrica muy
util que ha sido redescubierta muchas veces en diferentes cam-
pos de la ciencia. Aun cuando no se habia definido formalmente
su concepto, varios trabajos a lo largo de la historia incluyen
conceptos muy similares.

Aproximadamente en 1644 Descartes describe las regiones
de influencia gravitacional del sol y otras estrellas mediante un
grafico, el cual se asemeja a un diagrama de Voronoi (figura 1),
en su trabajo sobre vértices para identificar cimulos de estrellas
y cumulos de galaxias, mismas regiones que conceptualmente
son muy similares a las celdas de Voronoi.

Figura 1: Descomposicién del espacio en vortices por Descartes [19]



Una de las primeras aplicaciones importantes de las cuales se
tiene constancia ocurrié en 1854 cuando John Snow,un médico
quien hizo un estudio para lograr entender las causantes de la
epidemia de célera en Soho logrando en relacionarla con una
fuente de agua de Broad Street y determinando que las fuentes
de agua eran el medio de transmiscién del colera. Su trabajo de
investigacion tuvo como método principal la realizaciéon de un
mapa el cual indicaba la ubicacién de las personas que murieron
a causa del colera, posteriormente realizo una serie de lineas alre-
dedor de cada punto (lo que se puede interpretar como regiones
de Voronoi), eventualmente las rayas se superponian logrando
asi definir las areas del mapa en las que habia mayor concentra-
cion de decesos y asi conectando el origen de la enfermedad a
un area especifica. Si bien en su estudio no se menciona directa-
mente el diagrama en discusién, es una aplicacién de este.[16].

Figura 2: Mapa atribuido a John Snow
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Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) fue un matematico aleman
quien en su trabajo sobre formas cuadraticas logra definir for-
malmente este diagrama para dos y tres dimensiones. Luego en
1908 Voronoi formaliza la definicién para n-dimensiones.

Por otro lado, la triangulacién juega un papel importante en
muchas aplicaciones, especialmente en el modelado matematico.
En dos dimensiones con elementos finitos se basa en la trian-
gulacion de una serie de puntos en el plano y depende de la
triangulacion elegida, ya que mientas mas regulares los triangu-
los mejor, de esto nace la triangulacién de Delaunay.

Boris Nikolaievich Delone fue un matematico ruso de la etapa
soviética, quien crea el algoritmo de Delaunay utilizado en el
modelado de superficies definidas por puntos. Boris Delaunay
trabajé en el campo del algebra abstracta, teoria de los niimeros.
Utilizé los resultados Vorondi respecto a su diagrama, y otros
en su desarrollo de la cristalografia matematica moderna y en
la modelizacion matematica general de cristales.

Por su funcionalidad es facil notar que se pueden encontrar
la forma de generar un diagrama de Voronoi y a su vez una
triangulacion de Delaunay en cualquier campo de aplicacion, es
por eso que estas ideas geométricas tienen un nombre especifico
para cada area de estudio (region de influencia, celdas, poligonos,
etc.).

Los diagramas de Voronoi y las triangulaciones de Delaunay
son importantes desde el punto de vista tedrico y practico unico,
ya que desempenan un papel interdisciplinario significativo. Si
bien existen muchisimos campos de aplicacion aun desconocidos
este proyecto se centra en mostrar la base conceptual, propieda-
des y algoritmos fundamentales para aplicaciones simples.

Este proyecto estd destinado a explicar los conceptos de dos
estructuras geométricas importantes conocidas como el Diagra-
ma de Voronoi y la Triangulaciéon de Delaunay, ademés se van
a presentar aplicaciones de los mismos.
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Capitulo 1

Diagrama de Voronoi

El Diagrama de Voronoi se deriva del estudio de un grupo
finito de puntos y del analisis de los puntos mas cercanos a
aquellos pertenecientes al grupo inicial.

Dado un conjunto de n € N puntos distintos en el plano
euclidiano a los cuales se les asocia el conjunto de puntos mas
cercanos al punto repectos a los otros puntos en el conjunto. El
resultado es una teselacion de plano, un conjunto de las regiones
asociadas con los elementos del conjunto de puntos. Se llama a
esta teselacion el diagrama de Voronoi dado por el conjunto de
puntos, y las regiones que constituyen el diagrama de Voronoi
se llaman regiones de Voronoi. [4]

Figura 1.1: Diagrama de Voronoi (7 puntos)

14
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Para iniciar con la construccion del diagrama, es importan-
te tener en cuenta la siguiente notacion, se entendera a S co-
mo un conjunto de puntos {pi,po,...,pn} en el plano Eucli-
diano. Los puntos en S se podran representar como par ordenado
p = (piz, P1y), esto con el fin de definir la distancia a un punto
r = (4, x,) distinto de p:

d(p,z) = \/(plx —22)* + (p1y — y)?

Es decir que se utilizara la distancia euclidiana en este caso.

El segmento que conecta un punto p; con un punto py sera
denotado por pips. A partir de este segmento podemos definir el
bisector Bis(p, q) de p; y pa como la recta que pasa por el punto
medio de pipy v es perpendicular al mismo.

p1

p2
Figura 1.2: pipy y Bis(p1, pa)

Si se toman dos puntos p; y p2 de S distintos, se puede divi-
dir el plano en dos regiones utilizando la bisectriz entre ambos
puntos, a la regién creada por la bisectriz que contiene el punto



p1 se la va a notar como Hp, ),

lepz
p1®

p:®
Figura 1.3: Region H, ,,

Partiendo de esta idea se puede definir a H,, ,,, esta regién es
conocida como semiplano ya que divide al plano euclidiano en
dos partes y se define de la siguiente forma:

Hyp, = {2 € R¥|d(p1, ) < d(p2, )}

En contraste la region H,,, sera la que esta delimitada por
la bisectriz Bis(pi,p2) y contiene el punto ps.

Ahora con la idea previa podemos definir una regiéon de Vor-
noi V), asociada a un punto p € .S, esta regién es la interseccion
(la cual es finita) de todas las semiplanos H,,. De manera formal
podemos decir a V), como:

Vp = ﬂ Hy,
qeS\{p}

16
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Por ejemplo, en un conjunto de tres puntos pi, po y p3 las
regiones Hy, ,, y Hp,p, dividirian el plano de la siguiente forma:

( }
Ho: bt

s
p1® p

p:®
Hp:pa

Figura 1.4: Regiones Hy,,,, v Hp, ps

A partir de la inteseccion de estas regiones, podemos definir
la region de Voronoi del punto py.

Hp;pz

[ ]
p3

p:®

Hpip:

Figura 1.5: Regién V),

Ahora con la construccién de las regiones de Voronoi se puede
crear el diagrama de Voronoi en el cual se ilustran todas las re-
giones asociadas a los puntos en S, creando bordes delimitantes,
es decir, aristas y puntos en los que varias regiones convergen,
en otras palabras, vértices, como el diagrama que se muestra en
la figura 1.5.



Definicién 1. Dado un conjunto de dos o mds pero un niumero
finito de puntos distintos en el plano euclidiano, asociamos todas
las ubicaciones en ese espacio con los miembros mas cercanos del
conjunto de puntos con respecto a a la distancia euclidiana. El
resultado es una teselacion del plano en un conjunto de regio-
nes asociadas con miembros del conjunto de puntos. Llamamos
a esta teselacion el diagrama de Voronoi ordinario plano gene-
rado por el conjunto de puntos, y las regiones que constituyen el
diagrama de Voronoi poligonos ordinarios de Voronoi [4].

Con base en el método de construccion de la region se puede
concluir que la Regién de Voronoi de p es poligonal' debido a
que la region que se forma esta restringida por un ntimero fini-
to de segmentos, esto se puede deducir al recordar que a cada
punto del conjunto finito S \ {p} le corresponde una bisectriz,
y convexa’ ya que es la interseccién de semiplanos los cuales
son convexos y la interseccion de regiones convexas es convexa,
ademas esta puede o no ser no acotada.

Notese que cada Region de Voronoi se centra en un punto y
se delimita por los puntos restantes de .S, por este motivo cada
region tiene como méaximo n — 1 aristas [1].

Definicién 2. La parte limite comun de dos regiones de Voronoi
es llamada borde de Voronoi, si contiene mas de un punto.

El diagrama de Voronoi de S, para abreviar Vor(S), se define
como la union de todos los bordes de Voronoi.

IFigura geométrica compuesta por una secuencia finita de segmentos rectos consecuti-
vOos que encierran una regién en el plano

2Un poligono convexo tiene todos sus dngulos internos menores o iguales a 180 grados
por tanto todas sus diagonales se encuentran en el interior en la figura.

18
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Figura 1.6: Grafo asociado al diagrama de la figura 1.1

1.0.1. Algunas propiedades del Diagrama de Voronoi

1. Como se menciona antes las dos caracteristicas principales
de diagrama son la condicién de sus regiones como poligo-
nales y convexas.

2. Sea x un punto en el plano euclidiano y el circulo C, aquel
que se expande desde el punto x, si C', contiene exactamen-
te a un punto p de S, entonces x pertenece al interior de la
region V).

Figura 1.7: Circulo de punto interno

Si C,, contiene exactamente dos puntos, p y ¢ de .S, enton-
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ces x es un punto en un borde de Voronoi que separa las
regiones asociadas con py q.

Figura 1.8: Circulo de punto en arista

Si C, contiene tres o mas puntos en S simultaneamente,
entonces x es un vértice de Voronoi adyacente a las regiones
cuyos puntos asociados han sido tocados.

Figura 1.9: Circulo de vértice

Demostracion. Sisolo se alcanza el punto p de S, entonces p
es el inico elemento de S mas cercano a x. En consecuencia,
x € H,, se cumple para cada punto r € S\ {p}.

Si contiene exactamente p y ¢ de S, entonces x estd con-
tenido en cualquiera de los semiplanos H,,,, H,,, donde



r € {p,q}, y también en B(p,q), el limite comun de H,,
y H,py. Por la Definicién 1, z pertenece al borde de las re-
giones de tanto p como ¢, pero de ningun otro punto en

S.

En el tercer caso, si contiene tres o mas puntos, podemos
tomar de par en par los puntos con los que choca y decir
que x pertenece a la arista entre esos puntos, al pertenecer
a mas de una arista este punto debe ser un vértice.

. Si todos los puntos en S son colineales, se dice que S forma
un diagrama de Voronoi desconexo, y todas sus aristas son
lineas paralelas.

Figura 1.10: Diagrama de Voronoi Desconexo

Demostracion. Las aristas del diagrama de Voronoi son per-
pendiculares a segmentos que unen los puntos en S, si todos
los puntos son colineales, todos los segmentos que unen dos
puntos distintos estan en la misma recta y por tanto to-
das las aristas son perpendiculares a esta, lo que las hace
paralelas entre si.

Para lograr describir las siguientes propiedades es impor-
tante definir lo que entendemos por envolvente convexa.

21
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La envolvente convexa es la interseccién de todos los semi-
planos formados por las rectas que pasan por dos puntos
distintos de S que ademas contienen a todos los puntos de

S.

Figura 1.11: Envolvente convexa en conjunto de 10 puntos

4. Un punto p de S esta en el limite de la envolvente convexa
de S, siy solo si, su regiéon de Voronoi V), no esta acotada.

Figura 1.12: Envolvente convexa sobre diagrama

Demostracion. La region de Voronoi de p es ilimitada si y
solo si existe algin punto ¢ € S tal que Vor(S) contiene
una parte ilimitada de B(p, q) como un borde de Voronoi.
Sea © € B(p,q), y sea C, el circulo que pasa por p y ¢
centrado en z, como se muestra en la figura 1.13.



Figura 1.13: Circulo alejandose del segmento pq

El punto x pertenece a Vor(S) si y solo si C, no contie-
ne ningun otro punto. A medida que movemos x hacia la
derecha a lo largo de B(p,q), la parte de C, contenido en
el semiplano R sigue creciendo. Si hay otro sitio r en R,
eventualmente sera alcanzado por C), lo que hara que el
borde de Voronoi termine en z. De lo contrario, todos los
demds sitios de S deben estar contenidos en el cierre del
semiplano izquierdo L. Entonces p y ¢ se encuentran en el

casco convexo de S.
[ |

. Un punto p de S estd en el interior de la envolvente convexa
de .S, si y solo si, su regién de Voronoi V), es acotada.

Demostracion. Por definicién un punto p de S, es interior
o limite respecto a la envolvente convexa; ya que p no es un
punto limite de la envolvente su regién asociada esta acota-

da, esto sigue de la demostracién de la propiedad anterior.
|

. El borde de Voronoi de dos puntos p; y ps en S es una se-
mirrecta, si y solo si, p; y ps son puntos limite consecutivos
de la envolvente.

23



p1

Vp,nvpl

Figura 1.14: Semirrecta formada por p; y ps

Demostracion. Ya que p; v po son putnos limite de la en-
volvente, sus regiones asociadas son no acotadas, ademas,
comparten una arista, misma que es una recta que tiene un
inicio definido por algun punto interno de la envolvente y
continua al infinito ya que petenece a una regiéon no acota-

da, ya que p; y py son consecutivos.
[ |

. El borde de Voronoi de dos puntos p; y py en S es un
segmento, si y solo si, al menos uno de los puntos es un
punto interno de la envolvente.

2"

Figura 1.15: Semirrecta formada por p; y ps

24



Demostracion. Siuno de los puntos es interno respecto a la
envolvente, la regién asociada al mismo es acotada, por lo
tanto todas sus aristas son segmentos. |

. El grafo asociado al diagrama es planar, lo que esencialmen-
te significa que ninguna de sus aristas se cruza con otra.
Esto se cumple por la construccion del diagrama, ya que
las intersecciones se convierten en vértice.

Gracias a la propiedad descrita es posible aplicar la formula
de Euler al grafo asociado, siempre y cuando se agregué un
vértice en el infinito:

v+n=e+1

Ya que cada vértice incide en al menos 3 aristas, y cada
arista tiene exactamente 2 extremos, se tiene que

2¢ > 3(v+1)

De donde se obtiene que:

v<2n-—95 e<3n—06

En donde v es el nimero de vértices, n el nimero de puntos
en S y e el numero de aristas.

25



1.0.2. Diagramas de Voronoi presentes en nuestro en-
torno

En la naturaleza, existen muchos ejemplos de patrones que
pueden ser descritos mediante el uso de diagramas de Voronoi.
Por ejemplo, la distribucién de semillas en una planta, la distri-
bucién de células en un tejido vegetal, la distribucién de pozos
de petroleo en un campo petrolifero, la distribucién de estrellas
en una galaxia, entre otros.

A continuacién, se presentaran algunas imagenes de los ejem-
plos mencionados. Estas imagenes proporcionaran una represen-
tacion visual del concepto y ayudaran a reforzar los puntos clave
de este.

1. Pelaje de jirafa.

Figura 1.16: ; Algunos pelos mas gordotes que el resto? [10]

2. Grietas en el suelo de un desierto.

26



Figura 1.17: ;Los tltimos puntos con algo de humedad? [10]

3. Superficie del sol.

Figura 1.18: ;Los puntos mas calientes de la superficie del Sol?[10]

27
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4. Ultimos pedazos de hielo en una montana,

Figura 1.19: ;O el tltimo trozo de hielo?[10]

5. Superficie de hoja

Figura 1.20: Distribucién de células en un tejido vegetal [10]
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Capitulo 2

Triangulacion de Delaunay

Esta seccién pretende definir la triangulacion de Delaunay,
describir su construcciéon, mostrar las caracteristicas que nos
proporciona y de esta forma introducir algunos algoritmos que
pueden emplearse para la construcciéon de programas compu-
tacionales similares a los utilizados en este proyecto.

Figura 2.1: Aplicaciones de QGIS en la ordenacién de montes. [5]



Dos puntos de S son vecinos si comparten un borde en el
diagrama de Voronoi de S. Se obtiene un grafo de proximidad
conectando cada punto a sus vecinos de Voronoi.

Definicién 3. El grafo de proximidad que se obtiene de un dia-
grama de Voronoi se llama grafo de Delaunay o triangulacion
de Delaunay. El grafo de Delaunay es el dual rectilineo del grafo
o diagrama de Voronoi.

La dualidad del Diagrama de Voronoi y la Triangulacién de
Delaunay es una relacién matematica entre estos dos conceptos
geométricos, donde cada uno de ellos puede ser transformado en
el otro.

Los vértices de los triangulos en la triangulacion de Delaunay
corresponden a los puntos en S que construyen el diagrama de
Voronoi, y los centros de los circulos circunscritos a los tridngulos
en la triangulacion de Delaunay corresponden a los puntos de
corte en el diagrama de Voronoi.

La triangulacién de Delaunay o red triangular consiste en la
construccién de un grafo planar® que tenga como vértices los
puntos pertenecientes al conjunto S.

De forma independiente al diagrama de Vornoi se puede de-
finir a la triangulacion como:

Definicién 4. La triangulacion de Delaunay T D(S) se obtiene
conectando con un segmento de linea dos puntos distintos p y q
de S, tal que exista un circulo que pasa a través de p y q, pero
no contiene ningun otro punto de S en su interior o limite. Las
aristas de T D(S) se denominan aristas de Delaunay.

3Un grafo planar es aquel en el cual ninguna arista se cruza con otra.
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N\
N
O< -~
q [ pe—

Figura 2.2: Triangulacion de Delaunay en conjunto de 8 puntos

Estas dos definiciones son equivalentes, esto se puede com-
probar utilizando la segunda propiedad del diagrama de Voro-
noi descrita en el capitulo anterior, esta nos dice que de existir
un circulo que pasa por exactamente dos puntos de conjunto S
entre estos existird un borde de Voronoi, lo que es igual a decir
que estos dos puntos son vecinos.

2.0.1. Construccion de la red triangular

La red triangular inicia dibujando los Bordes de Delaunay,
esencialmente estos son lineas rectas que conectan dos puntos p
y q de S, siempre y cuando las Regiones de Voronoi asociadas a
estos puntos V, y V;, compartan una arista.

q

Figura 2.3: Borde de Delaunay pq
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Existen casos en los que el Borde de Delaunay intersecara
la arista que ambas regiones comparten como se muestra en la
figura 2.4, sin embargo, en los casos en los que esto no ocurre
se “endereza” la linea que une p y q como se muestra en las
siguientes figuras.

Para comenzar se tiene dos puntos distintos p y ¢ en .S, los
cuales comparten un borde de Voronoi.

Figura 2.4: Regiones de Voronoi adyacentes

Si trazamos una linea que una los puntos p y ¢ pasando por el
borde de Voronoi que comparten obtendriamos una curva como
muestra la siguiente grafica.

Figura 2.5: Curva que une a p y q

La curva que se ha generado no es util para poder construir
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la triangulacion es por eso que se la endereza, tomando directa-
mente el segmento pg sin importar que no interseque al borde
de Voronoi entre V), y V

Figura 2.6: Curva que une a p y q

En ninguin caso los bordes que se han construido van a inter-
secar entre si.

Teorema 2.0.1. Dado un Diagrama de Voronoi generado por
un conjunto S de puntos y dado un segmento de la bisectriz de
los puntos p y q de S denominado e. Se dice que e es un borde de
Voronoi (arista) si y solo si para todo x en e, el circulo centrado
en T que cruce p Yy q no contiene ningun otro punto de S en su
interior.

Figura 2.7: Circulo centrado en x



Demostracion. Por definicién cualquier punto x perteneciente a
la recta bisectriz de p y ¢ va a estar a la misma de p y de ¢g. Por
lo tanto, el circulo que se describe va a tener radio ||p — z||.

Ahora si asumimos que e es un borde de Voronoi y contiene
un x tal que en el circulo descrito existe un punto p; distinto
de p v ¢ que pertenece a S. Si esto ocurre se puede decir que la
distancia ||p; — z|| es menor al radio del circulo ||p — x|, pero
esto quiere decir que x pertenece por definicién a la region de
Voronoi respecto al punto p;.

Estos resultados generan una contradiccion, ya que un punto
interno de una regién de Voronoi no puede pertenecer a un borde
de Voronoi y por tanto e no es un borde de Voronoi. [ |

Lema 2.0.2. i A y B son dos circulos con cuerdas que se
cruzan. Entonces al menos un extremo de una de las cuerdas de
los circulos esta estrictamente en el interior del otro circulo.

B

Figura 2.8: Circulos con cuerdas que se intersecan

Demostracion. Dados de circulos C4 de radio r; y C5 de radio
ro con cuerdas [; y [y respectivamente, asumimos que [y y ls
se intersecan, pero ninguno de los extremos de [; es un punto
interno en Cy y que ninguno de los extremos de s es un punto
interno de C}.

Se sabe que la longitud méxima de una cuerda es dos veces
el radio del circulo que la contiene, por lo tanto, se sabe que
[1 <211y ly < 2r.
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Ya que existe una interseccion para que ningun extremo este
dentro de ningun circulo se deberia cumplir que: I; > 79 y que
[y > r1. Sin embargo esto provoca una contradiccién, ya que si
[y > ry entonces l; > ls y si lo > ry entonces [y > [;. Por lo tanto,
al menos un extremo de las cuerdas de un circulo debe ser un
punto interno del otro circulo. |

Mediante el teorema y el lema previos podemos hacer eviden-
te que este grafo es planar, con una demostracién sencilla.

Teorema 2.0.3. Ninguno de los bordes (aristas) pertenecientes
a una Triangulacion de Delaunay van a intersecarse.

Demostracion. Se asume que dos Bordes de Delaunay pips y p3pa
se intersecan, por el Teorema 2.1 se sabe que existe un punto x
en el Borde de Voronoi (arista) entre p; y ps tal que el circulo
C, centrado en x que pasa por p; y ps esta vacio.

De manera similar existe un circulo C, vacié centrado en y
basado en los putos p3 y ps. Sin embargo, el Lema 2.2 implica
que en alguno de los circulos C, o C}, no estd vacio. Esto es una
contradiccion. |

Figura 2.9: Prueba de los circulos
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Una vez que todos los Bordes de Delaunay se han construido
obtenemos el grafo planar de Delaunay, este grafo es la trian-
gulacion sobre el Diagrama de Voronoi como se muestra en la
figura 2.10.

— U
=1\

Figura 2.10: Triangulacién de Delaunay

La dualidad entre las celdas de Voronoi y los vértices de la
triangulacion es bastante clara: cada vértice de la triangulacién
de Delaunay es un punto en el diagrama de Voronoi que se asocia
con su celda de Voronoi [13].

2.0.2. Propiedades de la Triangulacion de Delaunay

En esta seccién se listan algunas de las propiedades que se
pueden encontrar en la Triangulacién de Delaunay en combina-
ciéon con el Diagrama de Voronoi.

1. Las aristas de la triangulaciéon obtenida no se intersecan en-
tre si. La demostracién de esta propiedad estd en conjunto
con el Teorema 2.0.3

2. La triangulacion es correcta si no hay 4 puntos co-circulares.
Esta propiedad en realidad es una forma alternativa de
construir y definir la Triangulaciéon de Voronoi [15].



3. El “contorno”del grafo es la envolvente convexa de del con-

junto de puntos S.

Este resultado esta directamente relacionado con la duali-
dad de conceptos geométricos, que existe en el Diagrama
de Voronoi y la Triangulacién de Delaunay.

Demostracion. En la seccion de propiedad del Diagrama de
Voronoi propiedad 3, se dice que un punto p de S pertenece
a la envolvente convexa cuando su regiéon V), no esta acota-
da, por la dualidad que se menciond, se sabe que el contorno
de la triangulacién esta formado por los segmentos pg que
intersecan bisectrices no acotadas. |

. Existe un circulo que pasa por los puntos p;, p; € S que no
contiene otros puntos de S, si y solo si, p;p; es una arista
de la triangulacion.

Esto es un resultado directo de la Propiedad 1 del Diagra-
ma de Voronoi en conjunto con la definicién de borde de
Delaunay.

. Si el punto p; € S es el més cercano al punto p; € S,
entonces, p;p; es una arista de la triangulacion.

Demostracion. Se conoce que p; es el punto en S mas cer-
cano a p;, si y solo si, el circulo centrado en p; con radio
d(pi, p;) no contiene otros puntos de S. Si esto ocurre el
circulo centrado en el punto medio del segmento p;p; con
radio d(p;, p;)/2 no contiene otros puntos de S, lo que sig-
nifica, por la Propiedad 1 del Diagrama de Voronoi, que el
punto medio del segmento p;p; pertenece a una arista de
Voronoi. Esto finalmente convierte, por definiciéon, al seg-
mento p;, p; en un borde de Delaunay.
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Figura 2.11: Circulos para Demostracion

6. La circunferencia circunscrita en los puntos p;, pj, pr € S
no contiene ninguin punto de S, si y solo si, Ap;p;pi es un
triangulo de Delaunay. Esta es la definicion de Triangulo
de Delaunay.

Si desea profundizar en el tema, hay varias fuentes de infor-
macion disponibles que se mencionan en las referencias [2], [6] o
8], mismas que tratan estos temas desde distintos putos de vista.

Ya habiendo descrito la triangulacion de Delaunay y la rela-
cion que guarda con la diagramacién de Voronoi, ademas, sus
propiedades y métodos de construccién, se puede continuar con
la explicaciéon de algunos algoritmos simples junto a su seu-
docddigo. Si bien este proyecto no trata directamente de la pro-
gramacion de estos, tener presentes las ideas fundamentales de
los algoritmos permitird que tengamos claro el funcionamiento
de los programas utilizados para la aplicacién de la triangulacion
y diagramacion expuestas.
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2.0.3. Algoritmos para la contruccion

Algoritmo Naive

El Algoritmo Naive esta disenado para identificar los tridngu-
los que resultan de la triangulacion de Delaunay en un conjunto
de puntos S.

Este consiste en analizar por separado cada combinacion de
tres puntos en S, primero definiendo si existe o no un circulo
circunscrito, luego verificando que no existen puntos dentro de
este; ya que de ser asi, el tridangulo, formado por los puntos
analizados, pertenece a la triangulacion de Delaunay.

Para esto se inicia tomando como parametro el conjunto de
puntos S. Se crea un primer loop en el cual se va a recorrer cada
punto del conjunto S, para cada punto que se tome se hace un
nuevo loop que va a atravesar los puntos anteriores al mismo y
se crea un ultimo loop con la misma definiciéon al segundo loop.
Esta serie de loops se entiende como el recorrido por todas las
combinaciones de tres puntos distintos en S.

Ahora para cada trio de puntos se hace una validacién deno-
minada circulo circunscrito, en esta parte del codigo se verifica
si existe un circulo que pase por los tres puntos que se escogio,
de ser ese el caso se asume que el tridngulo formado por estos
untos es un triangulo de Voronoi.

Sin embargo, el programa debe hacer una tltima validacion,
con un nuevo loop se toma los puntos distintos de los tres ini-
ciales y se verifica que la distancia desde el centro del circulo
circunscrito al punto sea mayor que el radio del circulo, de no ser
mayor el punto estaria dentro del circulo circunscrito el triangu-
lo formado por los tres puntos iniciales no es un tridngulo de
Voronoi.
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Delaunay ({p4, ---, Pn})
> fori € [1,n]

>>>for k € [1, /]
-(¢, ) « Circunscrito(p;, p;, Px)
_esTriangulo « true
_forl €[1,k]
if(Jlp; — c|| < r) esTriangulo « false
_ if(esTriangulo) Salida(p;, pj, px)

Figura 2.12: Pseudo Coédigo Algoritmo Naive

Algoritmo de Fortune

El algoritmo de Fortune tiene como fin la construccién del
Diagram de Voronoi. Esta basado en una linea que “barre” el
plano en el cual estan los puntos del conjunto S, cuando la linea
pasa por un punto, el limite de la region asociada a este punto,
el cual de momento serd una parabola, crece hasta chocar con
otro limite, generando asf las regiones del diagrama [9].

Para entender de donde nace la idea del funcionamiento de
este algoritmo se debe definir los conos asociados a los puntos
del conjunto S y explicar como partiendo de estos se puede vi-
sualizar el diagrama.

Conos y Diagrama de Voronoi En principio se puede pensar en
generar el Diagrama de Voronoi tomando circulos centrados en
los puntos de S e incrementando su radio hasta notar que regio-
nes se superponen.
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Figura 2.13: Superposicién de circulos

Para iniciar la construccion de los conos asociados a los pun-
tos p de S, se los define de manera formal como la superficie que
cumple con la siguiente ecuacion:

2 2
o _(@—p1)”  (z2—p2)

TET T T

Donde p es un punto en S igual a p = (p1, ps, 0).
Partiendo de esta definicon se obtiene un cono como el de la
figura 2.14.

X

Figura 2.14: Cono asociado a p
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Ahora para construir los conos, se puede decir que los circulos
de radio r centrados en p € S que se muestran en el plano como
la figura 2.13, son la proyeccion de la intersecciéon del plano z = r
con un cono centrado en p.

Notese que no es necesario tener los circulos para definir el
cono asociado a p.

Una vez “creados” los conos asociados a los puntos se puede
observar desde abajo en direccion al eje z como los conos han
logrado dividir en regiones al plano zy.

Figura 2.15: Conos-Vista Inferior

Método de contruccién de la triangulacién Se inicia definiendo
una recta y = yo en donde yy € R la cual va a recorrer el plano.
Para generar el diagrama se analiza cada punto detras de la
recta y la distancia respecto a la misma.

Luego, se define una regién asociada a p € S la cual, en
términos simples, debe cumplir con que sus puntos esten mas
cerca de p que de la linea y = y; siendo el limite de la region el
grupo de puntos que tienen la misma distancia al punto y a la
recta.
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Figura 2.16: Region punto-recta

Entonces la regiéon estaria definida por:
VR = {(z,y) € R*|(y — w)* > d(p, (z.9))*}
Por tanto, los puntos del limite cumplen con:
(y = w0)* = d(p. (z,y))’

Ahora para mostrar la conexién entre esta regién y los conos
asociados a los puntos definimos el plano P como z = y — .

Figura 2.17: Plano recorriendo conos

Esto permite que los puntos del limite (x,y) en conjunto con
la coordenada z del plano p definida antes, formen un elemento



de tres dimensiones, que pertenece al cono centrado en el punto
.

Tomando en cuenta lo anterior, se puede notar que el paso
de un plano P, que forma un angulo de 45° con el plano zy, por
los conos visto desde abajo (en direccion al eje z) es exactamen-
te lo que ocurre cuando la recta atraviesa el plano en donde se
encuentran los puntos, como se muestra en la figura 2.17.

En conclusion, el algoritmo toma las proyecciones de la inter-
secci6én de los conos asociados a los puntos con un plano (|| a
y 45° con el plano xy); a medida que este plano recorre los conos
las proyecciones cambian; este procedimiento termina cuando el
plano ha atravesado todos los conos.

i e
e
it

Figura 2.18: Triangulaciéon de Delaunay con 1000 puntos.

La triangularizacion de Delaunay es esencial para la geo-
metria computacional y la resolucion de ecuaciones diferenciales
parciales (PDE) debido a que proporciona una malla triangular
equilibrada y regular que divide el espacio en regiones simétri-
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cas. Esta malla triangular se utiliza como base para la discre-
tizacion del espacio en el contexto de la resoluciéon numérica
de PDE. La triangularizacion de Delaunay asegura que la ma-
lla triangular cumpla con ciertas propiedades de equilibrio, lo
que resulta en una soluciéon més precisa y estable. Ademas, las
caracteristicas de equilibrio y regularidad de la malla triangular
permiten una mayor eficiencia en la resolucién numérica de PDE
y una mayor robustez frente a errores numéricos. En resumen, la
triangularizacion de Delaunay es fundamental para la geometria
computacional y la resolucién de PDE debido a que proporciona
una malla de discretizacion precisa y estable para la resolucion
numérica de estas ecuaciones.

a)

7 (g
b)

T e
c) \WAVAY,

i
S
Ay
|

Figura 2.19: Generacion de malla adaptativa en el problema evolutivo de la
propagacién de grietas en un material cohesivo.[20]
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El dltimo caso se trata del desafio evolutivo de la propagacién
de grietas en un material cohesionado, especificamente los cuatro
experimentos de corte puntual propuestos por Bocca [3], que hoy
en dia es un punto de referencia en la mecanica de la fractura.
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Capitulo 3

Aplicaciéon

En este trabajo se tratéo de plasmar las formas en las que
los conceptos geométricos presentados pueden ser aplicados. Es
comun encontrar trabajos como “ Localized delaunay triangu-
lation with application in ad hoc wireless networks” [14] en los
que se relaciona la triangulacion con la localizacion geografica o
articulos como “A fast Voronoi-diagram algorithm with appli-
cations to geographical optimization problems” [12], entre otros
[18] en los que se aplica la diagramacién de Voronoi para analizar
casos de optimizacion.

Si bien estos métodos no son iguales guardan una relacién
grafica y de construccién como se explicoé previamente, esto per-
mite comparar la forma en la que estos se utilizaron. Por un
lado, se uso el diagrama de Voronoi para crear mapas de los
cuales se pueda hacer conjeturas sobre la distribucion de puntos
de interés en una regién (ej. Ciudad, superficie tridimensional);
a la vez se cred la triangulacion de Delaunay en este mapa con
el fin de mostrar la relacién gréafica con el diagrama, dejando
abierta la posibilidad de darle un uso en el area de geolocaliza-
cion.

Para ejemplificar el amplio campo de aplicacion y la funciona-
lidad del Diagrama de Voronoi y la Triangulacion de Delaunay
se realizaron tres aplicaciones especificas; la primera relacionada
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con localizacién geogréfica, la segunda con el analisis arqueologi-
co de una escultura antropomorfa y por ultimo el argoritmo de
K-means.

3.1. Unidades de Policia Comunitaria en
Quito

La motivacién principal de esta aplicacién fue, como se dijo
al inicio de la seccion, encontrar puntos de interés dentro de una
region, para esto se tomod en cuenta la accesibilidad a los datos
y opciones que dieran pie a futuras interpretaciones respecto a
optimizacién de recursos.

Por la enorme cantidad de puntos de interés como hospitales,
banco, escuelas, etc. dentro de una ciudad, era necesario escoger
un conjunto de puntos mas especifico para lograr crear una apli-
cacién funcional [17]. Es asi como se termina escogiendo a las
Unidades de Policia Comunitaria dentro de Quito debido a la
facilidad de ubicacion de las mismas y el caracter publico de la
informacion relacionada con estos espacios, ademas de la eviden-
te posibilidad de analisis en cuanto a optimizacién de recursos
publicos.

En este caso el estudio consistié en la colocacion de puntos de
interés dentro de Quito, las regiones de Voronoi de los mismos y
posteriormente la produccién de la triangulacién. Los puntos de
interés fueron todas las Unidades de Policia Comunitaria regis-
tradas dentro de Quito. Esta informacién se obtuvo de la pagina
web de la Defensoria Publica del Ecuador, en donde se puede
obtener un listado de todas las UPC junto con su direccion re-
gistradas en el 2022 [7]. Usando Google Maps, una herramienta
de busqueda de ubicaciones que permite geolocalizar un punto
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concreto, se cred un listado con las coordenadas de cada UPC.
e, oo Maonjas Alto

AO VotoNaciona Oyacachi

Lioa s

Amaguana

Figura 3.1: Poligono Aprox. Quito

Para delimitar el adrea en la que se trabajo, se aproximé el
perimetro de Quito con un poligono, el cual estaba definido por
vértices, que al igual que los UPC fueron ubicados por coorde-
nadas obtenidas en Maps.

3.1.1. Meétodo

Para la implementacién del programa se utilizé Jupyter No-
tebook usando Python como lenguaje. Usando el modulo Pan-
das se cargd en arreglos Numpy los datos de las coordenas del
poligono de la ciudad y de las UPC previamente cargados en
documentos de Excel.

Usando estos arreglos se crean dos objetos: usando el modulo
Shapely* se obtiene el poligono de la ciudad y con el médulo

4Shapely es un paquete de Python con licencia BSD para la manipulacién y el andlisis
de objetos geométricos planos.
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GeoPandas’ se cargan las coordenadas del arreglo de UPC a
un nuevo arreglo con especificaciones geograficas que posterior-
mente se adaptaran al poligono de Quito.

Figura 3.2: Poligono y UPC’s

Para confirmar visualmente que los UPC estan dentro de la
regiéon de estudio, se grafico6 ambos usando el modulo Mat-
plotlib. A fin de generar las regiones de Voronoi asociadas a los

5GeoPandas es un proyecto de cédigo abierto para facilitar el trabajo con datos geo-
espaciales en python. GeoPandas amplia los tipos de datos utilizados por pandas para
permitir operaciones espaciales en tipos geométricos. Las operaciones geométricas son rea-
lizadas por shapely.
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puntos UPC se utilizo la funcién “voronoi_regions_from_coords”
perteneciente al médulo GeoVoronoi®, la cual almacenard los
poligonos asociados a cada punto.

Para visualizar las regiones dentro del poligono de ciudad
se utilizé la funcién “plot_voronoi _polys_with_points_in_area”
perteneciente al mismo modulo. Obteniendo la siguiente salida:

4
'Y

“““/"'//\\
A
_ : /
4/—" \\
K H\ y
“ \—n,;,;,\\\
\\ \ \\\

Figura 3.3: Diagrama de Voronoi UPC-Quito

Para obtener la triangulacién correspondiente se utilizo el

6geovoronoi ayuda a generar regiones de Voronoi para datos geograficos, por ejemplo,
coordenadas de universidades publicas en un determinado pais.Este paquete le permite
generar regiones Voronoi finitas dentro de cualquier forma poligonal circundante valida.
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arreglo de coordenadas UPC en la funcién “Delaunay” pertene-

ciente al médulo Scipy.spatial”.

Nuevamente graficamos el resultado de las aristas generadas

por la funcion.
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Figura 3.4: Diagrama de Voronoi y Triangulaciéon Delaunay UPC-Quito

"Las herramientas ofrecidas en la sublibrerfa scipy.spatial son capaces de computar

triangulaciones, diagramas Voronoi y envolventes convexas de conjuntos de puntos



Como resultado se obtuvo un mapa de Quito que muestra
graficamente el area que le corresponde atender a cada Uni-
dad de Policia Comunitaria, ademas, se realizd6 una implemen-
tacion de un programa que puede diagramas y triangular punto
geograficos de cualquier cardcter dentro de cualquier region.

Se puede concluir, en esta aplicacién particular, que la apli-
cacion geografica de la triangulacion de Delaunay y el diagrama
de Voronoi en Quito respecto a sus Unidades de Policia facilitan
la representacion gréafica de areas de funcionamiento y generan
oportunidades en cuanto al analisis de distribucién de UPC’s y
optimizacion de recursos en la ciudad de Quito.

3.1.2. Utilidad

A partir del mapa generado por el Diagrama de Voronoi es
posible determinar las areas que se deben a cada UPC, es decir
que se puede segmentar de manera optima el area de responsa-
bilidad de cada departamento de policia.

Para lograr obtener conclusiones del mapa, se deberia traba-
jar en conjunto con profesionales en el area de administracion
publica, ya que a partir del mapa se puede analizar que tan favo-
rables son las ubicaciones de las UPC$ en términos de recursos
economicos publicos, peligrosidad por zonas, poblacién, etc.

En contraste la triangulacion nos podria permitir asignar a
una persona que requiera de los servicios policiales la mejor op-
cion de UPC en cuanto a distancia. Es decir que a partir de la
triangulacion, se puede decir, si un punto pertenece o no a la
region de Voronoi.

Partiendo de la triangulacion obtenida se puede determinar
en que triangulo de Delaunay se ubica la persona que contacta
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a la policia, esto quiere decir que existen tres unidades policiales
que podrian atender el llamado, la seleccién de la UPC que va a
actuar dependera de factores como la carga de trabajo y personal
disponible.

3.2. Escultura Antropomorfa

En esta secciéon no se realizé ninguna implementacién; sin
embargo, se analiz6 el funcionamiento de algunas herramientas
en el programa GigaMesh, el cual es un marco de software de
codigo abierto para mostrar, procesar y visualizar mallas gran-
des que representan superficies 2D generalmente adquiridas con
técnicas de escaneo 3D como Structure from Motion (SfM) o
escaneo de luz estructurada (SLS).

Las herramientas estudiadas tienen que ver con el estudio de
la simetria de una escultura; dentro del campo arqueoldgico este
es importante, ya que este permite que se identifiquen patrones y
caracteristicas anatémicas de ciertos grupos humanos en caso de
las esculturas mas realistas, asi mismo se puede identificar par-
ticularidades que permiten clasificar esculturas antropomorfas,
pero no apegadas a la realidad.

3.2.1. Descripciéon Grafica y Contexto de la Escultura

La escultura antropomorfa escogida para esta aplicacion se
describe como una obra artesanal prehispanica. Esta figura guar-
da relacién con el estilo Manteno-Hualcavilca, mas que nada co-
mo una pieza representativa y no ceremonial como los conocidos
tronos mantenos. En cuanto a material principal se reconoce cla-
ramente la piedra porosa.
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Figura 3.5: Escultura de U Mantena por Ruben Ramirez C

Aun cuando existen varias similitudes respecto al estilo, al
material y a la antigiiedad de las sillas mantenas no se puede
dar certeza del origen de esta escultura.

En la investigacion “La cultura litico manteno” de la Uni-
versidad Central del Ecuador [11] se pueden ver caracteristicas
que coinciden con la escultura estudiada, categorizandola como
pieza de arte mas que objeto ceremonial.

3.2.2. Meétodo

Para completar el andlisis de simetria de una escultura se
necesita la creacion de celdas de Voronoi en la superficie de la
escultura basadas en puntos de interés, por ejemplo, celdas ba-
sadas en puntos ubicados en ojos, orejas, comisuras de la boca.

Primero, se generé un modelo tridimensional de una escultura
de piedra, esta se obtuvo con ayuda del departamento de antro-
pologia especificamente el area de arqueologia, para la creacién



del modelo se utilizo PolyCam?.

Figura 3.6: Creacién Modelo 3D
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Ya con el modelo cargado en GigaMesh se utilizé la funcién
“PinPoint Multiple Vertices” para seleccionar los puntos de in-

terés

En la figura 3.7 se puede observar los puntos que se escogieron
como lugares de interés en la cara de la escultura.
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Mientas que en la figura 3.8 podemos ver los puntos que se
seleccionaron en el cuerpo de la escultura.
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Figura 3.8: Seleccién de Vértices

Con los vértices seleccionados se pueden obtener las celdas
de Voronoi asociadas a cada punto, este procedimiento se rea-
liza mediante el calculo de la distancia geodésica de los puntos
de la superficie respecto a los vértices seleccionados.

La distancia geodésica es el camino més corto entre dos pun-
tos en una superficie curva, son el andlogo de una linea recta en
una superficie plana. Es una forma de mostrar la distancia en un
elipsoide mientras esa distancia se proyecta sobre una superficie
plana.

Usando la misma definicién del diagrama de Voronoi pero
ahora usando la distancia geodésica se puede obtener la siguien-
te Imagen:
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Figura 3.9: Resultado de la Diagramacion

Como resultado se obtuvo un diagrama de color en la super-
ficie de la escultura, en este caso se realizé una aplicacion en el
campo antropolégico del diagrama de Voronoi; se puede concluir
que mediante la diagramacion tridimensional se puede generar
oportunidades de analisis en cuanto a la simetria de la escultura
y comparacion con trabajos artesanales similares.

3.2.3. Utilidad

Como se mencion6 antes la aplicacion del diagrama de Vo-
ronoi en modelados tridimensionales es importante en para el
analisis y clasificaciéon de piezas arqueoldgicas, ademds de ser
una herramienta que permite identificar caracteristicas anatomi-
cas de esculturas antropomorfas realistas.

Sin embargo, este no es su unico uso dentro del modelado
tridimensional, el mismo método puedo ser usando para anali-
zar simetria de estructuras arquitectonicas. Un ejemplo de esta
aplicacion es el articulo “ Hacia un diseno arquitecténico repen-
sado desde los diagramas de Voronoi” publicado en 2022; mismo
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que utiliza este concepto geométrico para analizar disenos arqui-
tectonicos.

Por ultimo, es importante que el software usado en este ca-
so usa triangulaciones para la reconstruccion de modelos 3D.
Basicamente, el programa toma un grupo de puntos aleatorios
sobre la superficie y genera una triangulacién de Delaunay, ya
que esta es la que provee de triangulos méas regulares, asi for-
ma una superficie tridimensional aproximada a la figura real.

44

Mientras mas puntos tome el programa mas “ suave” serd la
superficie que se muestra. Esto permite a los programas calcular

distancias aproximadas e incluso hacer impresiones 3D.

3.3. K-Means

En esta seccion, se desarrollé un programa en R-studio pa-
ra visualizar la agrupacion de datos realizada por el algoritmo
k-means utilizando un diagrama de Voronoi. El programa per-
mite ver graficamente como se asignan los puntos de datos a los
diferentes clusters y cémo estos clusters se relacionan entre si.

La implementacion del diagrama de Voronoi en este progra-
ma proporciona una representacion visual clara de la estructura
de los clusters y de la distribuciéon de los datos, lo que facili-
ta la interpretaciéon y analisis de los resultados del algoritmo
k-means. Programas como este son una herramienta valiosa pa-
ra la investigacion en aprendizaje automatico y agrupacién de
datos.

3.3.1. Relacién de k-means y el Diagrama de Voronoi

K-means y el diagrama de Voronoi son conceptos relacionados
con la creacién de conglomerados a partir de datos usados en
estadistica y ciencia de datos.
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K-means se refiere a un algoritmo para agrupar datos en k-
conglomerados basados en su similitud. El algoritmo divide un
conjunto de n puntos de datos en k-conglomerados, cada uno
representado por su centroide (media de los puntos en el con-
glomerado).

Un diagrama de Voronoi es una particion de un plano en
regiones basadas en la distancia a puntos en un subconjunto
especifico del plano. El diagrama de Voronoi de un conjunto de
n puntos divide el plano en n regiones, cada una asociada con
uno de los puntos.

En el contexto de k-means, el diagrama de Voronoi puede
utilizarse para visualizar la particion de los puntos de datos en
conglomerados basados en los centroides. El diagrama de Vo-
ronoi de los centroides define los limites de los conglomerados,
con cada region del diagrama correspondiendo a uno de los k
conglomerados.

3.3.2. Meétodo

Se inicio generando un conjunto de datos bidimensionales
aleatorios, y mostrandolos graficamente sin ningun tipo de divi-
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Figura 3.10: Conjunto de datos
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A partir de estos datos el algoritmo k-means utiliza un enfo-
que iterativo para seleccionar las medias. En la primera itera-
cion, se asignan medias aleatorias a cada uno de los k grupos.
Luego, cada punto de datos es asignado al grupo cuya media es
mas cercana. A continuacion, se calcula la nueva media de cada
grupo, tomando en cuenta todos los puntos asignados a ese gru-
po. Este proceso se repite hasta que las medias ya no cambian o
se alcanza un numero maximo de iteraciones. Las medias finales
son utilizadas como representacién de cada grupo y los puntos
de datos se agrupan en funcién de su cercania a ellas.

Cuando se han obtenido las medias de cada grupo se puede
hacer la representacion grafica de cada grupo con un diagrama
de Voronoi.
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Figura 3.11: Representacién grafica de K-means
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3.3.3. Utilidad

El algoritmo k-means es ampliamente utilizado en el anali-
sis de datos para agrupar puntos similares en conglomerados o
grupos. Esto es 1til para comprender mejor la estructura subya-
cente de los datos y para identificar patrones y relaciones entre
los puntos.

Ademas de agrupar puntos similares, k-means también se uti-
liza en la compresion de datos para reducir la dimensionalidad
de los datos. El algoritmo puede comprimir grandes conjuntos de
datos a una representacién mas compacta y facil de manipular.

K-means es ampliamente utilizado en diversas industrias, co-
mo la banca, la salud, la publicidad y el marketing, para resolver
problemas reales. Por ejemplo, en el sector bancario, puede uti-
lizarse para identificar grupos de clientes similares en funcion
de sus habitos de gasto, mientras que en la publicidad, se pue-
de utilizar para identificar patrones de comportamiento de los
usuarios y para personalizar anuncios en funcién de sus intereses.
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Capitulo 4

Conclusiones

El propdsito de este trabajo de investigacion fue descubrir y
analizar las aplicaciones computacionales de los diagramas de
Voronoi y las triangulaciones de Delaunay. Conceptos tedricos,
matematicos y geométricos de gran aplicacién en diversos cam-
pos.

Para cumplir con este objetivo se tomo en cuenta dos casos
de uso diferentes que demuestran lo versatil y adaptable de las
aplicaciones existentes.

En el primero de estos proyectos, un analisis geografico de la
Policia Comunitaria de Quito usando Anaconda Navigator una
poderosa herramienta computacional que trabaja con Python
generando un programa que devuelve un mapa con el diagrama
y la triangulacion requeridos.

El segundo, es el analisis de visualizaciones, modelos y repre-
sentaciones de obras arqueoldgicas escaneadas en 3D utilizando
el software Gigamesh.

El tercero, la combinaciéon de k-means y el diagrama de Vo-
ronoi; una técnica poderosa para la clasificacién de datos y la
segmentaciéon de imagenes. K-means permite agrupar datos si-
milares en clusters y asignar etiquetas a cada conglomerado,
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mientras que el diagrama de Voronoi utiliza estos conglomera-
dos para crear regiones que describen la relacién espacial entre
los datos. Juntos, estos métodos brindan una solucién efectiva
para muchos problemas de andlisis de datos, especialmente en
aplicaciones que requieren una comprensién visual de la distri-
buciéon de los datos. Por lo tanto, es una herramienta valiosa

para aquellos interesados en el analisis de datos y la visién arti-
ficial.

Luego de observar y estudiar las aplicaciones, se puede con-
cluir que los diagramas de Voronoi y las triangulaciones de De-
launay tienen diversas aplicaciones que van desde los campos
académico y cientifico hasta campos sociales, de seguridad y lo-
calizacién.

Como idea primordial se puede destacar como conceptos ma-
tematicos abstractos pueden ser tutiles en cualquier ambito que
sea necesario. Este proyecto nos permite ver que en estudios an-
tropologicos complejos la matematica puede ser una herramienta
muy util e incluso en tépicos como la administraciéon publica de
recursos.

El aporte matematico implicito dentro de este trabajo es
la explicacion que se entrega de los conceptos matematicos y
geométricos, ademas las posibles aplicaciones que estos tienen
dentro del campo de las matematicas aplicadas y la compu-
tacion.

Tras el analisis, se puede decir que este trabajo deja una puer-
ta abierta para futuros trabajos en colaboracién con areas como
la antropologia, arquitectura, administracion publica o investi-
gacién de operaciones. Se ha podido comprobar las variadas po-
sibilidades de futuros trabajos partiendo de conceptos geométri-
cos como los presentados previamente.
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