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Resumen

En este trabajo, se realiza una comparativa entre el oscilador arménico forzado
con amortiguamiento clasico y un oscilador fraccionario sin termino de amorti-
guamiento explicito. Para el planteamiento de la ecuacién dinamica fraccionaria
se emplea la derivada de Caputo, misma que aporta propiedades de no localidad
y memoria al sistema. Estas propiedades permiten que el sistema a pesar de no
poseer un amortiguamiento clasico presente caracteristicas similares. Las solucio-
nes encontradas al sistema en términos de la funcién de Mittag-Leffler, se analizan
de forma numérica con el fin de realizar la comparativa con el caso de derivada

clésica.

Palabras clave: Oscilador fraccionario; funcion de Mittag-Leffler;no locali-

dad.



Abstract

In this work, a comparison is made between the forced harmonic oscillator with
classical damping and a fractional oscillator without explicit damping term. For
the fractional dynamic equation, the Caputo derivative is used, which provides
properties of nonlocality and memory to the system. These properties allow the
system to present similar characteristics in spite of not having a classical damping.
The solutions found to the system in terms of the Mittag-Leffler function are
analyzed numerically in order to make a comparison with the classical derivative

case.

Keywords: Fractional Oscillator; Mittag-Leffler function; nonlocality



Indice general

(1. Introduccionl 11
[1.1. Oscilador armonico amortiguado clasico|f. . . . . . . . .. ... ... 15
[1.2. Oscilador armonico forzado con amortiguamiento clasico] . . . . . . 18
[L.3. Oscilador armonico fraccionariol . . . . . . . . . ... ... .. ... 20

(L3.1. Dimensionalidadl . . . ... ... ... ... .00, 21

2. Métodos| 23

2.1. Calculo fraccionariol . . . . . . . ... ... oo 23
2.1.1. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouvillel. . . . . . . . .. 23
[2.1.2. Derivada fraccionaria de Caputo|. . . . . . . . . ... .. .. 25

[2.1.3. Funcion de Mittag-Leffler] . . . . . ... .. ... ... ... 26




[2.2. Aproximacion en derivada de Caputol . . . . . . .. . ... ... .. 28
3. Resultados| 31
[3.1.  Solucion oscilador armonico amortiguado fraccionariof . . . . . . . . 31

[3.2. Solucion oscilador armonico fraccionario forzado con amortiguamiento| 36




Indice de figuras

[1.1. Oscilador sobre amortiguado con 6 = 0,3 v wg = 0,075 . . . . . .. 16
[1.2. Oscilador con amortiguamiento débil 6 =03y wo=04. . . . . .. 17
[1.3. Oscilador con amortiguamiento criticol . . . . . . . ... ... ... 17
[I.4. Amplitud |m| en relacién con la frecuencia w con Fy = 2[N|,m = |

10lkg|,wo = 1,6lrad/s|| . . . . . ... 20

pT.

Comportamiento de la tuncion de Mitage Leftler con parametro g = |

TV a=00.15.10]. . o o oo 27

BT Solicdn dol osclad 5 Traca — 5 = l

guamiento paraa = 13| . . . . . . ... 34

B2 Solicdn Aol osclad 5 Traca — 5 — l

guamiento paraa = L 1| . . . . . .. ... 35




B3 Solicdn dol osclad 5 Tracal — 5 — l

guamiento paraa =19 . . . . . ... ... 35

[3.4. Grafico de la amplitud en funcion de w para una frecuencia natural [

del sistemadew =5y Fo =10 . . . . . . . .. ... .. ... ... 38

[3.5. Solucion para el oscilador armonico forzado fraccionario con v = 1,1| 39

[3.6. Solucion para el oscilador armonico forzado fraccionario con av = 1,5 40

[3.7. Solucion para el oscilador armonico forzado fraccionario con a = 1,9 41




11

Capitulo 1

Introduccion

Durante toda la historia de la ciencia, la fisica se ha caracterizado por ser
interdisciplinaria. La necesidad de la fisica en apoyarse de otras ciencias como la
ingenieria o matematicas, es evidente. Se considera que al ser una ciencia exacta
no da lugar a especulaciéon pues todo aquello que se proponga tendra que ser

demostrado en posteridad por un experimento.

Sin embargo, toda teoria nace de la necesidad del ser humano de explicar un
fenomeno. Muchas veces este fenémeno puede ser algo muy cotidiano, es decir
problemas que vemos dia a dia y muchas veces son problematicas mucho mas pro-
fundas a las cuales la tecnologia humana todavia no ha podido crear experimentos
capaces de explorarlas. Es entonces cuando el intelecto y la creatividad de los
cientificos tiene que salir a flote, quienes en conjunto con herramientas matemati-
cas poderosas sean capaces de dar una descripcion de las propiedades que estos

fenémenos engloban.
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Es valido preguntarnos entonces, cémo la creatividad de los cientificos juega
con la fisica tedrica, y esta creatividad es la que permite el desarrollo, abriendo
la perspectiva a nuevos conceptos. Revisando la historia notamos que ideas re-
volucionarias como la relatividad general de Einstein se construye al darle una
interpretacién fisica a herramientas matematicas, en este caso el cdlculo tensorial
de Riemann. O la misma mecénica Newtoniana, nace a partir del ingenio de Isaac
Newton al construir el calculo diferencial e integral y darle a este una interpretacion

fisica.

La importancia de la derivada en la descripcion de fenémenos fisicos radica
en su capacidad para capturar las tasas de cambio o variaciéon en diversas magni-
tudes. Este concepto es fundamental para comprender fenémenos dinamicos. Sin
embargo, en muchas ocasiones, las ecuaciones basadas tinicamente en derivadas

clésicas pueden resultar limitadas para describir fenémenos complejos [I].

Las derivadas clasicas, como las que se encuentran en el calculo diferencial,
utilizan conceptos como continuidad y localidad, es decir, en la idea de que un
cambio en una variable en un punto particular solo depende de los valores cercanos
a ese punto en el espacio. Este enfoque de localidad ha sido utilizado para describir

la gran mayoria fenémenos fisicos.

Sin embargo, hay fenémenos en la naturaleza que muestran comportamientos
no locales, es decir, eventos en los cuales las interacciones o efectos no se limitan

a una region especifica o a valores cercanos en el espacio.

Debido a la importancia que las derivadas tienen dentro de la fisica, nos hemos



13

preguntado durante muchos anos si; ;Tiene algin sentido un valor no entero de
derivada?. Esta pregunta, planteada en en el siglo XVII [2], fue olvidada durante

mucho tiempo y no se busco darle aplicaciones practicas.

Durante los ultimos afios los fisicos se han enfocado en la buisqueda de teorias
de campos no locales, esto se debe a que se espera que puedan dar soluciones mas
elegantes y efectivas en fisica de altas energias de lo que las teorfas de campos

locales ha podido dar[3].

En un dominio temporal en el cual pasamos de localidad a no localidad se
evidencian efectos de memoria en el sistema, pues los eventos que afectan a un
determinado suceso no seran inicamente aquellos que se encuentren en su presente,

también seran aquellos que sucedieron en el pasado.

Una de las herramientas que nos permite encontrar efectos de no localidad o
memoria es el calculo fraccionario. Podemos analizar una derivada ordinaria cuyo
parametro es un entero. Pero, ;qué sucede si este es un valor fraccionario, complejo
o incluso una funcion a(z,t)?

v, @
dxn dze’

Necesitaremos asi de nuevas definiciones, conceptos y herramientas que nos
permitan trabajar bajo estos pardmetros y sera el objetivo fundamental de este
trabajo el no unicamente hallar soluciones matematicas a problemas del calcu-
lo fraccionario sino también darle una naturaleza fisica la cual pueda tener una

interpretacién en nuestra realidad.
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Aunque este tratamiento matematico se relativamente nuevo, los conceptos
del calculo fraccionario han encontrado aplicaciones practicas en una variedad de
campos, desde la ingenieria de control hasta la medicina. En el control de sistemas
dinamicos, la automatizacién y el diseno de sistemas mas eficientes y adaptables
[4]. En medicina, se estdn explorando las aplicaciones del célculo fraccionario en
la propagacién de enfermedades, la dinamica de los tejidos y la comprension de

fenémenos neuroldgicos complejos [5],[6].

En estas areas de estudio, las oscilaciones son un fenémeno recurrente, el estudio
de estas es de suma importancia ya que este movimiento oscilatorio se encuentran
en diversos fenémenos como los péndulos y sistemas de resortes [7], las vibraciones
estructurales en ingenieria mecanica, los circuitos oscilantes en electrénica [§], las
ondas en distintos medios, por lo que su estudio permite comprender la naturaleza
del sistema y posibles aplicaciones. El calculo fraccionario proporciona una herra-
mienta matematica poderosa para abordar oscilaciones no lineales y no locales que
se encuentran en diversos sistemas fisicos [3]. Su capacidad para describir fenéme-
nos con memoria es crucial para capturar con precision las oscilaciones en sistemas
dinamicos. Estudiar las oscilaciones desde la perspectiva del calculo fraccionario
no solo amplia nuestro conocimiento tedrico, sino que también ofrece oportunida-
des significativas para avanzar en la comprension y la aplicacion préactica de estos

fenémenos en multiples campos cientificos y tecnoldgicos.
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1.1. Oscilador arménico amortiguado clasico

Para plantear el problema fraccionario partiremos del bien estudiado oscilador
armoénico con amortiguamiento. Para este oscilador se tiene que la dinamica del
sistema es descrita por la ecuacion

d2

() +’V%x(t) +wya(t) = 0. (1.1)

La modificacién con el oscilador arménico libre se manifiesta en el termino
’y%x(zﬁ) el cual representa una fuerza de restauracion a velocidades bajas, donde ~

es una constante.

Al escribir la ecuacién [L1 se ha extraido el término de la masa. Cabe destacar
que wy es la frecuencia natural del sistema. Para dar solucién a esta ecuacion se

analiza el caso complejo de forma que podemos reescribir la ecuacién como

d> d
ﬁz(t) + vaz(t) +wiz(t) =0, (1.2)
se propone soluciones de la forma
2(t) = eM. (1.3)

Al remplazar esta solucion en la ecuacién [1.2] se obtiene

(A2 + 9\ +wd)eM = 0. (1.4)
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Debido a que la exponencial no puede ser 0 se obtiene que el término entre
paréntesis, también conocido como polinomio caracteristico de la ecuacién dife-

rencial, tiene que ser 0. Por tanto las soluciones son

= —— — —wj. (1.5)

A partir de esta solucion se obtienen los diferentes casos para oscilaciones amor-
tiguadas. Para 3 > wy se tiene oscilaciones sobre amortiguadas, 3 < wy amorti-

guamiento débil y finalmente 1 = wy se denomina amortiguamiento critico.

Se toma el caso en el cual el sistema tiene un sobre amortiguamiento. En la
figura se evidencia que el sistema al estar sobre amortiguado decae con rapidez

por lo cual no hay presencia de oscilaciones. Por otro lado, como se puede observar

s f
20

Figura 1.1: Oscilador sobre amortiguado con g = 0,3 y wy = 0,075

en la figura , si el sistema tiene un amortiguamiento débil 3 < wy presenta
oscilaciones en el decaimiento. Para el caso de amortiguamiento critico, figura
[1.3] el comportamiento es similar a un caso sobre amortiguado sin embargo, este

amortiguamiento se caracteriza por tener el decaimiento més rapido posible.



17

x(f)

Amortiguamiento Débil

Figura 1.2: Oscilador con amortiguamiento débil 5 = 0,3 y wg = 0,4

Amortiguamiento Critico
x(1)

2 4 6 8 10

Figura 1.3: Oscilador con amortiguamiento critico

Para realizar el cambio a un oscilador fraccionario se tiene que modificar el
parametro de derivacién a un valor « el cual estara definido en distintos intervalos

segun el caso que se esté evaluando.
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1.2. Oscilador armoénico forzado con amortigua-

miento clasico

Un fenémeno fisico de relevancia es el caso en cual tenemos oscilaciones genera-
das por una fuerza externa al sistema. La ecuacién que caracteriza este movimiento,

siempre y cuando tengamos un término de amortiguamiento en el sistema es

D 0(t) + 7 r(t) + () = g ), (16)

donde Fy es la magnitud de la fuerza que se aplica y g(wt) es la funcién que
determina el comportamiento de la frecuencia con la cual esta fuerza es aplicada.
Generalmente para esta funcién se emplea funciones trigonométricas o de forma

mas general una exponencial compleja.
Si se analiza el caso en el cual esta fuerza tiene el comportamiento de exponen-
cial compleja, se obtiene

d—2x(t) + Vix(t) +wiz(t) = o

iwt. 1
e dt m© (1.7)

Se propone una solucién de la forma

z(t) = Ae'@t+9), (1.8)
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reemplazando en la ecuacion [1.7] se obtiene

Fi )
—w? A+ iqwA 4+ wiA = e, (1.9)
m

Esta ecuacion se puede separar en parte compleja y parte real por lo cual se

tiene dos ecuaciones

A(w? — w?) = —cos(9) (1.10)

YwA = —%sm(@. (1.11)

A partir de estas ecuaciones podemos obtener relaciones para la amplitud A.

De forma que

Fo/m
N T

A= (1.12)

En la figura podemos ver que la amplitud inicialmente crece, llega un méximo
cerca de la frecuencia natural del sistema wy, denotada por una linea vertical, y
luego decae hasta llegar al 0 lo cual representaria que ya no hay movimiento del

sistema.

Similarmente se tiene que para la fase se debe cumplir

¢=um*(aﬁ¥ia). (1.13)
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Al
0.10|
0.08/
0.06|

0.04]

0.02
L l ' ' ' | L L ' | ' ' L l ' n w

2 4 6 8 10

Figura 1.4: Amplitud [m] en relacién con la frecuencia w con Fy = 2[N|,m =
10[kg],wo = 1,6[rad/s]

Estas relaciones permiten obtener valores en los cuales se tiene amortiguamien-
to critico, débil y un sistema sobre-amortiguado. Ahora bien lo que se busca es

hallar soluciones para un sistema fraccionario que permita describir el fenémeno.

1.3. Oscilador armodnico fraccionario

El paso de tener parametros cldsicos en la derivada a tener una caracteristica
fraccionaria engloba varios aspectos. Uno de los mas importantes a resaltar es que
la derivada fraccionaria no es unica, por lo cual este trabajo se enfoca tinicamente
en la derivada de Caputo misma que se definird en el capitulo 2] Otro aspecto
importante a destacar es la dimensién que poseen estas derivada ya que estan

caracterizadas por un parametro variable.
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1.3.1. Dimensionalidad

Una caracteristica fundamental a destacar cuando se emplean derivadas frac-
cionarias para problemas fisicos, es la dimensionalidad de las variables. Tradicio-
nalmente podemos definir una variable de posicién x(¢) y la primer derivada clasica

de esta en funcién del tiempo sera la velocidad, es decir

#(t) = Sa(t) = o(t). (1.14)

De forma similar podemos definir la aceleracién de un cuerpo como la segunda
derivada de su posiciéon. Ahora bien, si tomamos la definicién planteada para el

cambio a derivada fraccionaria como

d d”

a 1.15
at  dre (1.15)

! mientras que la derivada

se evidencia que la derivada clasica tiene unidades de s~
fraccionaria tendra unidades de s~ con 0 < oo < 1. Para ser consistentes se toma
una constante de correcciéon [9], de forma que la derivada fraccionaria toma la

forma

41

— .
dt ol-a dto

(1.16)

Por tanto este parametro representaria la denominada componente temporal frac-

cionaria del sistema.
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Otra alternativa que se puede utilizar para evitar el problema con las unidades
de la derivada es convertir nuestro problema a un caso adimensional [I0]. Por
ejemplo, partimos que la ecuacion clésica para el oscilador arménico amortiguado
y definimos un parametro adimensional 7 = wyt de forma que la ecuaciéon la
podemos escribir como:

d*x

dz
P—f—ﬁg-i-x:(), (1.17)

donde 8 = 7/wp. Finalmente, otra alternativa sera la definicién de una variable no
fisica adimensional cualquiera &, escribir esta ecuacién en términos de esta variable
adimensional, hallar las soluciones de esta ecuacién y en base al comportamiento
de solucién y la relacién con el fenémeno clasico interpretar la dimensionalidad de
estas variables propuestas [I1]. En este trabajo se definirdn variables adimensio-
nales con las cuales se hallaran soluciones a la ecuacion en derivadas fraccionarias

y se podra dar interpretacion en relaciéon a parametros fisicos.
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Capitulo 2

Métodos

2.1. Calculo fraccionario

En esta seccién se detallarda todas las herramientas y definiciones del calculo

fraccionario necesarias para el planteamiento y resolucién del problema:

2.1.1. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Para tener un entendimiento completo de las derivadas fraccionarias se intro-

duce en primer lugar el concepto de integral fraccionaria de Riemann Liouville.

Definicién 2.1.1. Para un « tal que, Re(a) > 0, la integral fraccionaria de
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Riemann-Liouville se encuentra definida como

I f () = ﬁ /0 FE)E — 1), (2.1)

donde I'(«) es la funcién Gamma. Esta integral también puede ser entendida como
una convolucién, de una funcién f y la funcién de Gel'fand-Shilov[I2]. Con el
concepto de integral fraccionaria se define la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville.

Definicién 2.1.2. Sea o un ntimero complejo y n el entero mas pequeno mayor
que Re(a), de forma n — 1 < Re(a) < n, la derivada fraccionaria de Riemman-
Liouville de una funcién f se define como

DS (1) = %I”“" ft) = o—— (nl_ 2 577; /0 = _fT ()Z)_anT. (2.2)

Una propiedad importante a destacar de la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville es el caso particular en el cual se tome f(t) = K, donde K es una
constante. Al realizar la derivacién se obtiene que el resultado es un valor diferente

de 0. De hecho, se obtiene que en el intervalo 0 < Re(a) < 1

K

R o
DK = ———
Il —«)

e, (2.3)
lo cual puede ser “solucionado” con otra definicién de constante, es decir definir

una constante tal que la derivada de Riemann-Liouville de la misma sea cero o por

otro lado, la implementacién de otra derivada fraccionaria.



25

2.1.2. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada de Caputo se entiende como una inversion en la aplicacién de los

operadores de la ecuacién 2.2] de forma que se define como

Definicién 2.1.3. Sea o € RT y n =min{k € N/k > a}, la derivada fraccionaria

de Caputo por la izquierda se encuentra definida como

1 ft @ g n—1l<a<n
n—o —_r)a—n 1 9
CDg f(t) = e e (2.4)

%(t) a=n

En la derivada de Caputo a diferencia de la derivada RL se cumple que al tomar

una funcién f(t) = K con K una constante se obtiene:

“DS K =0. (2.5)

Por otro lado, se puede observar que la derivada fraccionaria de Caputo tiene

la estructura de una convoluciéon, de forma

CDEF() = kelayt) « 7). (2.6)

donde ko (a,t) es el kernel de la derivada:

1 1
kc(a, t) = F(n — Ck) ra—nt1 (27)
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El hecho que la derivada fraccionaria de Caputo se pueda escribir de la forma

[2.6] permite definir su respectiva transformada de Laplace como

LD} = Llkelot) » FO0) (2.9
= Z{ke(o, )} 2{F (1)) (2.9
= s L U ) (2.10)
- 20}, (211)

Por lo discutido anteriormente, se evidencia que la transformada de Laplace pa-
ra la derivada fraccionaria de Caputo estd tnicamente relacionada con la derivada
ordinaria de la funcién f(t), cuyo orden dependera del rango en el cual se defina el
parametro fraccionario. Esta forma que toma la transformada de Laplace convierte
a la derivada de Caputo en una gran opcién para la resolucién de ecuaciones en

derivadas fraccionarias.

2.1.3. Funcién de Mittag-Leffler

Al rededor de 100 anos atras, el matematico sueco Gosta Mittag-Leffler introdu-
cirfa la funcién E, 3(z)[13],la cual en recientes anos seria estudiada a profundidad
ya que se encuentra constantemente como resultado en problemas de ecuaciones

diferenciales con parametro fraccionario. Esta funcion esta definida como

Definicién 2.1.4. Sea z € C, Re(a) > 0, la funcién de Mittag-Leffler estd definida
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COo1mo

Eap(2) =) m (2.12)

Algunos casos particulares que se pueden destacar son

Eia(z) = ;; ﬁ = % % — ¢ (2.13)
E'271(—Z2) — g % = cos(z) (2.14)

il
o

Por ejemplo, para ilustrar el comportamiento de esta funcién, en la figura [2.1

se establece el parametro f = 1 y se varia el parametro a = 0,9,1,5,1,9.

Ea,B(z)
Ep.9,1(2)
10 -
8 E151(2)
6
4 E19,1(2)
2
- —| ‘ L Re(z)
e -2 i 2 4

Figura 2.1: Comportamiento de la funcién de Mitagg Leffler con pardmetro § =1
ya=091,519.

En [14]-[13] se puede encontrar la transformada de Laplace para una funcién
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tipo Mittag-Leffler la cual serd ampliamente utilizada en este trabajo. Esta trans-

formada se construye de forma:

Definicién 2.1.5. Sea t € R y a una constante real, la transformacién inversa de

Laplace de una funcién del tipo Mittag-Leffler se define como

_ 1 s¢ _ o
4 ! {S—Bm} = tﬁ 1Ea75(:]:at ) (216)

Con las definiciones planteadas de funciones importantes, sus propiedades y
adicional las derivadas fraccionarias, se puede iniciar con el planteamiento del

problema a estudiar.

Para caracterizar el fenémeno de oscilacién amortiguada fraccionaria se traba-
jara en base a la ecuacién buscando darle un parametro fraccionario y cuyas
soluciones se encuentren con el método de Transformada de Laplace. De igual for-
ma se propondra una soluciéon para el caso en que exista una fuerza aplicada al

sistema.

2.2. Aproximacion en derivada de Caputo

El problema del oscilador con parametro fraccionario en este trabajo se ana-
lizara a través de la derivada de Caputo. Sin embargo, ya que la representacion
de oscilador arménico amortiguado, no es tnica en cuanto a derivadas fracciona-
rias. Se puede contemplar otras posibilidades para la ecuacion que describan este

movimiento [I5],[16], [17].
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Una primera aproximacion sera

CDIE(t) + 7 DGE(t) + w2E(t) = 0. (2.17)

Para esta aproximacion se toma los parametro 1 < f <2y 0 < a < 1 por lo

cual se puede escribir la ecuacién de forma integral como

1 g gl b 2000y _
F(Q—@)/o (t—T)aldT+F(1—a)/0 (t_T)adT—l—wof(t)—O. (2.18)

La ecuacion [2.18|representa un sistema con no localidad temporal. Para resolver
la ecuacién se utiliza el método de Transformada de Laplace mismo que debido

a la estructura que tienen las derivadas fraccionarias facilitan el calculo.

La solucion en términos de funciones generalizadas para la ecuacion [2.18] se
puede encontrar en [10]. Estas soluciones presentan un comportamiento similar al

esperado en el caso clédsico al utilizar la derivada de Caputo.

Sin embargo, se busca proponer un planteamiento distinto para la ecuacion
y se comparara las soluciones del caso planteado con el esperado dentro del

caso clésico.

Para realizar esta comparacion se propone una ecuacion de la forma
CDg&(7) + wH(r) = O, (2.19)

donde 1 < a < 2. Lo primero que se observa en [2.19| es el hecho que no posee un
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término cldsico de amortiguamiento y de igual forma los parametros &, 7, @ son

adimensionales.

Serd entonces la ecuacion [2.19con la que se trabajara y buscaremos la interpre-
tacion de los parametros que conforman la ecuacién en relacion a los pardametros

fisicos del oscilador armoénico amortiguado clasico.

Para hallar esta relacion se tiene que resolver la ecuacién que caracteriza el
fenémeno y en base al comportamiento de las soluciones buscar la relacion que

esta tiene con la solucién esperada clasicamente.
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Solucién oscilador arménico amortiguado frac-

cionario

Para hallar la solucién tomamos la ecuacion que caracteriza el sistema:

“D§LE() + wE(r) = 0,

con 1 < a < 2. A partir de esta ecuacién se puede aplicar una transformacién de

Laplace de forma

LA{Dg ()} + 2L {E(r)} = 0. (3.1)
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Definimos . {£(7)} = £(q). De forma que, tomando en cuenta se obtiene

¢“&(q) — q*7E(0) — ¢*%(0) + w*E(q) = 0. (3.2)

Se observa la necesidad de condiciones iniciales para £(0),£(0) .Reescribiendo

la ecuacién

= &0)g! £(0)g>
§la) = 5 gy + =

(3.3)

tomando el primer término del lado derecho de la ecuacion y al aplicar la

transformada inversa de Laplace [2.16] se obtiene

-1
_ q a
7 {—1 n qu_a} = B, 1(—@°7%). (3.4)

Similarmente para el segundo término
1 g’ 2
£ e =Bl 22)
De forma que la soluciéon para la ecuacion en derivadas fraccionarias sera

(1) = €(0) Ba1 (—@°7%) + £(0)T Eq o (—=*7°). (3.6)

A partir de podemos ver que este problema necesita de condiciones iniciales
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las cuales pueden ser tomadas de forma arbitraria dependiendo de cual sea el
sistema que se busque caracterizar. Por otro lado se observa que el parametro
libre «, el cual puede tomar valores 1 < a < 2, determina el comportamiento

caracteristico del sistema.

Recordamos que todas las variables que hemos utilizado son adimensionales.Sin
embargo, por simple inspeccion, se puede destacar similitudes de estas variables con
las esperadas en el caso cldsico. Las condiciones iniciales £(0) y £(0) cumplen un rol
similar a la posicion inicial y velocidad inicial del sistema clasico respectivamente.
De igual forma al parametro w lo podemos relacionar con la frecuencia natural

del sistema oscilante.

Ahora bien, para explorar de una mejor forma el comportamiento que este
sistema posee, se grafica numéricamente la soluciéon para este dando diferentes
valores al parametro . Ya que este parametro se encuentra definido en un intervalo
especifico un buen primer acercamiento sera tomar un valor que se encuentre cerca
del punto medio del intervalo de forma que la solucién que se obtiene sera de la

forma

£(1) = £(0) By 31 (—?m53) + £(0)T By g0 (—w?ThP). (3.7)

Las condicionales iniciales al ser arbitrarias, sin perdida de generalidad se pue-
den tomar £(0) = 1y £(0) = 1. Esto al relacionar con el caso clésico lo verfamos

como un sistema con una posicion inicial especifica y una velocidad inicial dada.

En la figura se asigna el valor de w = 2 y el parametro a = 1,3, esto
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permite caracterizar el sistema fraccionario mismo que presenta similitudes con un

oscilador armonico sobre amortiguado.

T n T T I 1

4 6 8 10

Figura 3.1: Solucién del oscilador arménico fraccionario sin termino de amortigua-
miento para o = 1,3

Se evidencia que el comportamiento que tiene la funcion es similar al caso en
el cual tenemos un oscilador sobre amortiguado. Sin embargo, para tener una idea
mas amplia del fenémeno tomaremos valores cercanos a los limites del intervalo

para entender el comportamiento de la solucién.

En la figura 3.2 se toma valores cercanos a a = 1 donde podemos notar que el
decaimiento de la funcion es rapido, de hecho la funcién decae segtin nos vayamos
acercando a 1. Esto permite entender que en valores cercanos a 1 el comportamiento

del sistema es similar a un caso con amortiguamiento critico, figura (3.2

Ahora se puede ver en la figura [3.3 que al tomar valores cercanos al limite
superior del intervalo, el comportamiento de la funcién simula el caso de un sistema

con amortiguamiento débil [3.3]
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0.8

0.4r

T T . ! T

2 4 6 8 10

Figura 3.2: Solucién del oscilador armoénico fraccionario sin termino de amortigua-
miento para o = 1,1

(1)

1.0

0.5

Figura 3.3: Solucién del oscilador armoénico fraccionario sin termino de amortigua-
miento para a = 1,9

Este caso es de particular atencién ya que si retomamos la ecuacion [2.17| nota-
mos que no existe un termino de amortiguamiento, es decir el sistema no deberia
disipar energfa. Sin embargo debido a la incorporacién de la derivada fraccionaria,
dentro del pardmetro de la misma se evidencia la presencia de la caracteristica
disipativa del sistema. Esto nos quiere decir que al tomar un sistema en el cual se
tiene una no localidad temporal la presencia de un termino de amortiguamiento

encargado de disipar la energia no es necesario. Puesto qué, al tomar este sistema
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no local es una caracteristica intrinseca del mismo.

Ahora sabiendo cual es el comportamiento para un oscilador fraccionario libre,
se puede analizar el caso en el cual hay presencia de una fuerza impulsora la cual

cause las oscilaciones del sistema.

3.2. Solucion oscilador armodnico fraccionario for-

zado con amortiguamiento

Para analizar el fenémeno de oscilaciones forzadas con amortiguamiento, parti-
mos de la ecuacién de la cual el lado derecho se encuentra igualada a cero.Sin
embargo, ya que ahora se tomara en cuenta una fuerza encargada de impulsar el

sistema la nueva ecuacion serd de la forma

“D§E(7) + (1) = Fog(wr), (3-8)

donde Fj serd un valor de fuerza inicial y g(wt) la funcién encargada de encapsular

la informacién de la frecuencia.

Debido al comportamiento caracteristico de la funciéon de Mittag-Leffler, te-
niendo en si misma funciones como la exponencial y funciones trigonométricas,
ademés de sus propiedades estudiadas en el capitulo [2] es la funcién que se tomard

para encapsular la informacion de la frecuencia de la fuerza aplicada.
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De forma que la ecuacién que describird el movimiento sera

ODSE(T) + @2 E(T) = FyEgp(—w?t®). (3.9)

A partir de la solucién encontrada para se puede plantear una posible

solucion para este sistema de la forma

£(7) = AE, g(—w?t), (3.10)
remplazando en [3.9] tenemos
DS (AE, s(—w*t))(1) + @2 AE, s(—w?T®) = FyEq (—w?t?). (3.11)

Es necesario entonces hallar la derivada de Caputo para la funcion de Mittag-

Leffler. En [14] se puede hallar que esta derivada serd de la forma

“Dg (Bas (Nt = a))(1) = AEas(\(T — a)®), (3.12)

de forma que la ecuacién sera:

A(w? — W) E, s(—wt®) = FyE, p(—w?T?). (3.13)
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Para satisfacer la ecuacién se debe cumplir que:

o
& =)

A= (3.14)

En la figura (3.4 podemos observar el comportamiento de la amplitud de oscila-
cion del sistema, se observa que en la valor w = w, correspondiente a la frecuencia

natural del sistema, la amplitud tiene una divergencia.

Al

_2:_

Figura 3.4: Grafico de la amplitud en funciéon de w para una frecuencia natural del
sistema de w =5y Fy = 10

Al tener el valor de A podemos reemplazar este en la solucién planteada de

forma que:

(1) = 55 Bap(—w?17). (3.15)

Se observa que en esta solucion se tiene dos parametros libres, o que se en-

cuentra definida en el intervalo 1 < a < 2y 5 el cual puede tomar cualquier valor
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real.

Para analizar el comportamiento de esta solucion al igual que en el caso en que
no hay presencia de una fuerza, se varia los parametros de la funcién de Mittag-
Leffler y en base al comportamiento que toma la solucién podemos extrapolar la

informacion correspondiente de esta y relacionarla con el caso clésico.

Tomando primero valores de « cercanos a su limite inferior y variando [ se

obtiene

— B=1.1 B=15 — p=2

0.05
0.04
0.03
0.02

0.01}

4 6 8 10

Figura 3.5: Solucién para el oscilador armonico forzado fraccionario con oo = 1,1

En la figura [3.5]se observa que al tener valores de « cercanos a uno, el com-
portamiento de la solucion es similar a un oscilador con amortiguamiento critico,
por otro lado evidenciamos que el modificar el parametro 8 provoca que el decai-
miento de la funcién sea mas lento. Es decir que al modificar ambos parametros el
amortiguamiento del sistema cambia, a pesar que no exista como tal un termino

de amortiguamiento en la ecuacion fraccionaria.
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En la figura se modifica ahora el valor de o para un valor mas cercano al

punto medio del intervalo de forma que se obtiene:

— B=1.1 B=15 — p=2

0.05
0.04 |
0.03F
0.02
0.01F .Y
L ™~ ~
B L L L 1 ! | T—— T - — L L ot
2 6 8 10

-0.01

Figura 3.6: Solucién para el oscilador arménico forzado fraccionario con a = 1,5

Al tomar el valor de & en un punto medio del intervalo pero modificando el
valor de 3 se puede observar una transicién del oscilador, entre un sistema sobre
amortiguado y segin como este parametro disminuye, el sistema se convierte en
un sistema con amortiguamiento débil. Es decir, al dejar ambos parametros libres,
la combinacion de estos pardmetros son los que determinan el amortiguamiento
que tiene el sistema.A diferencia del caso en el que no existe una fuerza en el cual
el inico parametro libre es a mismo que determina el amortiguamiento, en el caso
de la presencia de una fuerza de la forma de una funcién de Mittag-Leffler es la

combinaciéon de ambos.

Basado en las observaciones anteriores, se esperaria que al aumentar el parame-
tro o y tomar variaciones de  nos encontramos en el caso de un amortiguamiento

débil la modificacion del segundo pardmetro determinara que tan fuerte es el amor-
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tiguamiento. En la figura tomamos valores de a cercanos a 2 donde se tiene

que

— B=1.1 B=15 — p=2

0.04 [\

0.02]

~0.02|

004/

Figura 3.7: Solucién para el oscilador arménico forzado fraccionario con o = 1,9

En la figura se observa que al aumentar el parametro « a valores cercanos
a su limite superior se obtiene una caracterizacién de un oscilador con amorti-
guamiento débil. Cabe recalcar una vez mas que la ecuacién planteada para el
movimiento de este sistema carece de un término de amortiguamiento y son los
pardametros intrinsecos a la funcion de Mittag-Leffler aquellos que le dan el amor-
tiguamiento. Si el pardmetro « se encuentra lo suficientemente cerca de su cota

superior este oscilador se comportara como un oscilador clasico libre.
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Capitulo 4

Conclusiones

El propdsito de este trabajo consistié en explorar y contrastar el comporta-
miento caracteristico entre un oscilador armoénico clasico con amortiguamiento|1.1
y el oscilador fraccionario sin un término de amortiguamiento explicito El
enfoque principal fue examinar de qué manera la derivada de Caputo [2.4] en el
oscilador fraccionario, genera amortiguamiento en el sistema debido a efectos de

no localidad y memoria.

La comparacion demostro que la naturaleza no local introducida por la derivada
de Caputo en el oscilador fraccionario, junto con los efectos de memoria, conlleva
a la aparicion de caracteristicas de amortiguamiento. Esta comparativa representa
un resultado significativo al contraponerse a las ecuaciones clasicas que requieren
la presencia evidente de un término amortiguador para inducir dicho efecto en

sistemas oscilatorios.
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Se observé que la caracterizacion del amortiguamiento en el sistema estd ligada
al parametro o y su valor dentro de un intervalo especifico. Valores aproximados a
uno denotan amortiguamiento critico, el punto medio del intervalo muestra sobre-
amortiguamiento, mientras que valores cercanos a dos exhiben un amortiguamien-
to mas débil. Esta correlaciéon directa entre o y el amortiguamiento del sistema,
proporciona una comprension de como los parametros fraccionarios influyen en la

dindmica del sistema.

La presencia de la funcién de Mittag-Leffler en la solucién del oscilador frac-
cionario la hace el componente que almacena informacién sobre el movimiento y el
nivel de amortiguamiento del sistema. Esta funcion, cominmente empleada en el
calculo fraccionario, desempena un rol significativo en la descripciéon matematica
de fenémenos complejos, brindando una herramienta poderosa para comprender

sistemas fraccionarios.

La interpretacién fisica precisa del parametro alpha sigue siendo algo por ex-
plorar a profundidad. Sin embargo, su prominente influencia en la dinamica del
amortiguamiento plantea la necesidad de investigaciones futuras, especialmente en
areas como la relajaciéon de materiales y sistemas con memoria. La exploraciéon
mas detallada de este parametro podria aportar con informacién para interpretar

y modelar fenémenos fisicos relevantes.

La propuesta de solucion para oscilaciones forzadas en el contexto del oscila-
dor fraccionario puede ser generalizada para diversas fuerzas caracteristicas. Esta

ampliacion permitiria un andlisis mas diverso de sistemas oscilatorios.
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Los resultados obtenidos a partir de esta comparacion entre el oscilador armoni-
co clasico con amortiguamiento y su version fraccionaria resaltan la significativa
influencia de la no localidad y los efectos de memoria en la dinamica de sistemas
fisicos. Esto no solo presenta una alternativa a las ecuaciones clasicas de caracteri-
zacion del amortiguamiento y disipacién de un sistema, sino que también ofrecen
un camino para un analisis mas profundo de sistemas complejos, abriendo asi in-
vestigaciones futuras en el campo del calculo fraccionario y la dindmica de sistemas

oscilatorios.
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