UNIVERSIDAD SAN FRANCISCO DE QUITO USFQ

Colegio de Posgrados

Acrecion esférica estacionaria de agujeros negros con pelo

Proyecto de investigacion

Luis Emilio Cobos Mite

Ernesto José Contreras Herrada, Ph.D

Director de Trabajo de Titulacion

Trabajo de titulacion de posgrado presentado como requisito para la obtencion
del titulo de Magister en Fisica

Quito, Mayo de 2024



UNIVERSIDAD SAN FRANCISCO DE QUITO USFQ

Colegio de Posgrados

Hoja de calificacién de trabajo de titulacion

Acrecion esférica estacionaria de agujeros negros con pelo

Luis Emilio Cobos Mite

Nombre del director de tesis, Titulo académico: Ernesto José Contreras Herrada, Ph.D.

Quito, Mayo de 2024



© DERECHOS DE AUTOR

Por medio del presente documento certifico que he leido todas las Politicas y Manuales de
la Universidad San Francisco de Quito USFQ, incluyendo la Politica de Propiedad Intelectual
USFQ, y estoy de acuerdo con su contenido, por lo que los derechos de propiedad intelectual
del presente trabajo quedan sujetos a lo dispuesto en esas Politicas.

Asimismo, autorizo a la USFQ para que realice la digitalizacién y publicacion de este tra-
bajo en el repositorio virtual, de conformidad a lo dispuesto en el Art. 144 de la Ley Orgénica

de Educacién Superior del Ecuador.

Nombre del estudiante: Luis Emilio Cobos Mite
Cédigo del estudiante: 329389
Cl.: 0917584930

Lugar y fecha: Quito, Mayo de 2024



ACLARACION PARA PUBLICACION

Nota: El presente trabajo, en su totalidad o cualquiera de sus partes, no debe ser con-
siderado como una publicacidn, incluso a pesar de estar disponible sin restricciones a través
de un repositorio institucional. Esta declaracién se alinea con las précticas y recomenda-
ciones presentadas por el Committee on Publication Ethics COPE descritas por Barbour et al.
(2017) Discussion document on best practice for issues around theses publishing, disponible en

http://bit.ly/COPETheses.

UNPUBLISHED DOCUMENT

Note: The following graduation project is available through Universidad San Francisco de
Quito USFQ institutional repository. Nonetheless, this project — in whole or in part — should
not be considered a publication. This statement follows the recommendations presented by the
Committee on Publication Ethics COPE described by Barbour et al. (2017) Discussion docu-

ment on best practice for issues around theses publishing available on http://bit.ly/COPETheses.



AGRADECIMIENTOS

A Dios, a mi familia, a mis compaieros y profesores.



Resumen

Estudiar el proceso de acrecion permite determinar ciertas propiedades de los objetos grav-
itantes y las condiciones fisicas de su entorno circundante, de una forma en la que por medios
directos es complicado. Por esta razon analizar el proceso de acrecion es una herramienta vital
en el estudio de los agujeros negros.

El presente trabajo de investigacion estudia la acrecion esférica estacionaria de agujeros
negros. Partiendo de las leyes de conservacion de niimero de particulas y conservacion de la
energia, establece un formalismo generalizado de analisis. Utilizando un enfoque Hamiltoniano
se obtienen las ecuaciones dindmicas del sistema en funcidn de las componentes de la métrica.
Posteriormente se particulariza el formalismo general al caso de un agujero negro de Reissner-
Nordstrom analizado en el marco del desacople gravitacional.

Se demuestra que es posible incorporar al formalismo Hamiltoniano generalizado el pardmetro
k de la ecuacion de estado para fluidos isotérmicos, lo que permite determinar el compor-
tamiento dindmico para distintos tipos de fluidos (ultra-rigidos, ultra-relativistas, sub-relativistas
y de radiacion). Se encuentran los puntos criticos y se grafica las soluciones en diagramas de
velocidades. Se evidencia el comportamiento subsdnico, transénico y supersonico similar para
cada fluido. También se determina las tasas de acrecion en dos casos encontrdndose una fuerte
correspondencia con la componente radial de la métrica.

Palabras clave: agujeros negros, acrecion esférica, andlisis Hamiltoniano, fluidos isotérmi-

cos, Relatividad.



Abstract

Studying the accretion process allows for determining certain properties of gravitating ob-
jects and the physical conditions of their surrounding environment in a way that is challenging
through direct means. For this reason, analyzing the accretion process is a vital tool in the study
of black holes.

This research work focuses on the study of the stationary spherical accretion of black holes.
Building upon the conservation laws of particle number and energy, it establishes a generalized
formalism for analysis. By employing a Hamiltonian approach, the dynamic equations of the
system are derived in terms of the metric components. Subsequently, the general formalism is
specialized to the case of a Reissner-Nordstrom black hole analyzed within the framework of
gravitational decoupling.

It is demonstrated that it is feasible to incorporate the parameter k from the equation of
state for isothermal fluids into the generalized Hamiltonian formalism, allowing for determining
the dynamic behavior for different types of fluids (ultra-stiff, ultra-relativistic, sub-relativistic,
and radiation). Critical points are identified, and solutions are graphed on velocity diagrams.
Subsonic, transonic, and supersonic behavior similar for each fluid is evidenced. Additionally,
accretion rates are determined in two cases, showing a strong correspondence with the radial
component of the metric.

Keywords: black holes, spherical accretion, Hamiltonian analysis, isothermal fluids, Rela-

tivity.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion de la investigacion

Explicar la presencia de agujeros negros supermasivos es un desafio actual. Los métodos
para estudiar la presencia y caracteristicas de los agujeros negros son varios, entre los mas im-
portantes tenemos: ondas gravitacionales detectadas por primera vez en 2015 por el Proyecto
LIGO [1]] , fotografias obtenidas por primera vez en 2019 por el Telescopio de Horizonte de

Eventos EHT [2] , y el estudio de los procesos de acrecion.

Solamente en la ultima década fue tecnoldgicamente posible detectar agujeros negros de
forma directa. Debido a esto, el andlisis del proceso de acrecion es una herramienta vital en el
estudio de las propiedades de los agujeros negros y las condiciones fisicas en su entorno circun-

dante, de una forma en la que por medios directos es atin muy complicado.

En base a esto, la motivacion principal de la presente investigacion es entender el proceso
de acrecion esférica estacionaria en agujeros negros con pelo desde un punto de vista tedrico,

partiendo de las ecuaciones que gobiernan la conservacién del nimero de particulas y la con-
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servacion de la energia.

1.2 Acrecion. Generalidades

La acrecion de agujeros negros fue estudiada inicialmente desde el punto de vista newtoni-
ano, por Bondi en 1952 [3]] . Posteriormente Michel en 1972 [4] investigé la acrecion desde el
punto de vista relativista y Babichev [3] estudio el efecto de la energia oscura en la acrecion de
los agujeros negros. Recientemente Azreg et al [6] examinaron como la accién de la energia
oscura podria disminuir la masa de los agujeros negros. Karkowsky y Malec [7] determinaron
que la tasa de acrecion de masa disminuye con el aumento del valor absoluto de la constante
cosmoldgica. Mach et al [8]] concluyeron que la acumulacién de materia puede detenerse por

completo cuando la constante cosmoldgica tiene valores suficientemente altos.

La acrecién es el proceso por el cual un objeto gravitante (agujero negro o estrella masiva)
captura particulas de su entorno y acumula materia, cambiando sus propiedades fisicas [9]. Este
es uno de los principales procesos astrofisicos que existen en el universo, involucrado en la for-

macién de objetos como estrellas jovenes, planetas, nicleos galédcticos, entre otros.

En funcién de la relacion entre el objeto gravitante y la materia que lo rodea existen tres
tipos principales de acrecion: acrecion esférica, acrecion por disco [[10]], y acreciéon de régimen
mixto [[11] [12]. En este trabajo se estudia la acrecion esférica, en régimen estacionario, con-

siderando el objeto gravitante un agujero negro no rotante.

La acrecion con simetria esférica ocurre cuando la materia que rodea al agujero negro no
tiene momento angular, es decir el agujero negro estd estdtico con relacion al medio circundante

y la materia cae de forma radial [[13]. Por lo tanto los parametros fisicos, densidad de particu-
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las, densidad de energia, presion, cuadrivelocidad, serdan funciones solamente de la coordenada

radial [9]].

Uno de los primeros articulos y mas completos que analizé la forma mds simple de acrecion

debido a un objeto gravitante fue realizado por Bondi [3]]. Posteriormente Michel [4] aplicé la

solucion de Bondi a los agujeros negros realizando una extension al marco relativista.

1.3

Acrecion de Bondi

El trabajo realizado por Bondi [3] es una andlisis desde el punto de vista puramente newto-

niano. Su trabajo analiza la acrecién mds simple, y parte de las siguientes premisas:

El objeto gravitante es una estrella de masa M en reposo ubicada en una nube infinita de

gas.
El gas en el infinito se encuentra en reposo, con una densidad p. y presion p.. uniforme.

El movimiento del gas es esféricamente simétrico y constante, es decir cae con una ve-

locidad radial v hacia el objeto gravitante.

El aumento de la masa de la estrella es despreciable, por lo que el campo de fuerza no

cambia.

Existe una relacion presion vs densidad en todas partes, dado por:

p/pe=(p/p=)", (1.1)

donde 7 es el indice adiabatico.
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* Con un valor de y adecuado la ecuacion (1.1) equivale a la condicion fisica de que no
se irradia ni se conduce calor. Es decir el gas obedece a una ecuacion de estado en

condiciones adiabaticas.

El anélisis de Bondi parte de los principios de conservaciéon de masa (ecuaciéon de con-

tinuidad) y conservacion de energia (ecuacion de Bernoulli):

dp

=4V (pv) =0,
5, TV (V) -
v (Pdp GM '
— — — —— = constante .
2 Peo P r
Considerando la simetria esférica, la ecuacion de continuidad resulta:
47rr2pv = constante = A, (1.3)

donde A es la tasa de acrecion.
Aplicando las condiciones de contorno (en el infinito v — 0 y P , po son uniformes) la

ecuacion de Bernoulli resulta:

+ [ =-—=o. (1.4)

= —. (1.5)

Considerando que en esta ecuacion se tiene p y v en términos de r, y el factor del segundo

término asi como la expresion contenida entre corchetes es adimensional, se define la velocidad
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del sonido como:

2=yl (1.6)

Con el fin de obtener ecuaciones que incluyan relaciones entre la velocidad del gas y del

sonido, se introduce las siguientes variables adimensionales:

C; C;
==
GTM potencial’
y= % = velocidad normalizada , (1.7)
S
z= pﬂ = densidad normalizada .

Se define la relacion entre las variables adimensionales como un unico pardmetro adimen-

sional que determine la tasa de acrecion:

xX2yz=2>0. (1.8)

Reemplazando en la ecuacion (1.5) se obtiene:

1)

SR =) =) = 1/x (1.9)

Con lo que la tasa de acrecion mostrada en la ecuacién (1.3) queda como:

A =47 (GM)*c3p... (1.10)
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Se define u a la relacion entre la velocidad local del gas versus la velocidad local del sonido:

Y= Viocal :yZ—(y—l)/Z_ (1.11)
Cslocal

La cantidad u se utilizara para resolver las ecuaciones (1.8) y (1.9), de tal forma que todos
los pardmetros estén en funcidn de la relacion entre velocidad del gas y velocidad del sonido, y
el pardmetro x que es proporcional al radio. Sustituyendo la ecuacién (1.11) en (1.8) se obtiene:

o= (Afa2u)? Y (1.12)

y sustituyendo (1.12) en (1.11) se obtiene:

y =) (3 2) DD, (1.13)

Reemplazando y y z de las ecuaciones (1.12) y (1.13) en (1.9):

X2 X2y 1

2(y=1)/(r+1) 2(y=1)/(r+1)
1u4(?’+1) (i) 4_# (i) = 1+L (1.14)
2 Y Y—

Despejando todos los términos que dependen de u al lado izquierdo y los términos que

dependen de x al lado derecho, se obtiene:

2 y—1 y—1 (1.15)
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donde hemos llamado f'y g a las funciones correspondientes de u y x, es decir:

_ Ly L ooy _ yeny (L1
f(u)—zu +}/—1u =u 2+y—1u2 , (1.16)
r=1/(r+1) 1 1
T A6/ ) A/ () D
g(x) - +x x (x + = 1) . (1.17)

Analizando la ecuacion (1.15) se observa que siempre el valor de f es menor que g (o a lo

sumo igual). Si despejamos A de la ecuacién (1.15) obtenemos:

(r+1)/2(y—1)
r=(% (x)> . 1.18
(f(u) (19

Ya que f siempre es menor o igual que g, el valor maximo que puede alcanzar A es cuando
se tenga el valor minimo de f con respecto a g. Para determinar los valores minimos se deriva

las ecuaciones (1.16) y (1.17) y se iguala a cero, se obtiene:

f=fn= %(}q—l)/(y— 1), cuando u=uy =1, (1.19)
o 537+ |
_g trHLIL , = = (5 37). 1.2
g i1 {4(5 33/)] cuando x = x. 4(5 37) (1.20)

Usando las ecuaciones (1.19) y (1.20) en (1.18), se define el valor critico (valor mdximo) A,

CcOomo:
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(y+1) (y+1) —(5-3y)

(&) (1Y (5 -3\
== ()= )T a2

4
Ya que A < A, de la ecuacion (1.10) se obtiene que la tasa de acrecién puede tener un valor

[}
=
T

_

maximo de:

A =47A(GM)*C;3p... (1.22)

Este es uno de los resultados mds importantes del trabajo de Bondi, ya que la ecuacién
(1.22) maximiza la tasa de acrecion hacia el objeto gravitante, donde A, relaciona la velocidad
del sonido, el potencial gravitacional, la densidad y la relacion entre la velocidad del gas versus
la velocidad del sonido.

En el andlisis de Bondi, x varia entre infinito y el valor correspondiente a la superficie de
la estrella (este valor es realmente muy pequefio). Como ejemplo se calcul6 el valor de x para
el sol, para una una gigante roja promedio y para la Hipergigante UY Sct, obteniéndose en
todos los casos valores de x menores que 10~2; por lo tanto se puede considerar que x debe ser
estrictamente mayor o igual a cero. Con esta condicion aplicada a x,, de la ecuacion (1.20), se
obtiene que el valor de 7y para la solucién de Bondi debe ser menor o igual que 5/3.

Ahora analicemos la solucién de la ecuacién (1.15), donde se tiene u como funcion de x de
forma implicita. Utilizando un valor especifico de y=7/5, y variando los valores de A se obtiene
la gréfica de la Figura 1.1. Considerando las condiciones de contorno (x — o entonces v — 0,
por lo tanto # — 0) la curva de color amarillo no satisface las condiciones de contorno ya que
u crece cuando x crece, por lo tanto no es parte de la soluciéon. De manera similar las curvas

en lineas punteadas, no cumplen con las condiciones de contorno y tampoco cumplen con la
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condicidn del valor critico de A < A.. Por lo tanto las soluciones que cumplen las condiciones
de contorno son las curvas de color verde, rojo y la parte inferior de la curva naranja. Recor-
dando que u es la relacion que existe entre la velocidad local del gas versus la velocidad del
sonido, cuando u < 1 estaremos en un régimen subsonico (curva verde y parte inferior de la
curva naranja) y cuando u > 1 estaremos en un régimen supersonico (parte superior de la curva

roja). En base a este andlisis se identifican dos tipos de movimiento:

* Movimiento tipo I que ocurre cuando A < A, siendo subsénico en todas partes, corre-
sponde a la familia de curvas de color verde. En estas cuando x — oo entonces u — 0y

consecuentemente v — 0, teniendo # un tinico maximo.

* Movimiento tipo II que ocurre cuando A = A.. Tiene dos segmentos, uno subsénico
cuando u < 1 (parte inferior de la curva naranja), y otro supersonico cuando u > 1 (parte

superior de la curva roja). En este caso u y v son funciones monétonas del radio.

Los resultados de este andlisis genera zonas de regimenes subsOnicos y supersonicos con-

sistentes con las condiciones de contorno y que son compilados en la Figura 1.2.

Abhora variando 7y para determinar el comportamiento de las soluciones posibles, se analiz6
valores alrededor de A = A.. Se encontr6 que u (y consecuentemente v) tiene un maximo
siempre y cuando ¥ < 3/2 (ver Figura 1.3).

Existen casos especiales cuyas soluciones deben ser analizados: Cuando A=0 entonces u —
0, consecuentemente v — 0 al igual que y. También se debe analizar cuando y adquiere sus
valores extremos, esto es Y=1 y y=5/3. Reemplazando estos valores en las ecuaciones (1.9),
(1.12) y (1.13) se obtiene las Figuras 1.4, 1.5y 1.6, donde se evidencia que u, yy z, consideradas

como funciones de x y ¥ son continuas en 1< y <5/3.
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0.5F

0.01 005  0.10 0.50 1
X

Figura 1.1: u como funcién de x usando la ecuacién (1.15), con y=7/5. Las soluciones que
cumplen las condiciones de contorno (si x — oo entonces v — 0 y u — 0) son las curvas de
color verde, rojo y la parte inferior de la curva naranja. La curva amarilla y las curvas de lineas
punteadas no satisface las condiciones de contorno por lo tanto no son parte de la solucién.
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5+ 4
. A=1/4 A,
u 1 \ 1 A=1/4 A,
' ' A=1A,
075: (,’ \ \\ | —_ A:1AC
’ % ‘1 emaa- A=4A,
%_ ----- A=4A,
Subsénico %
01F \ ]
061 I I O.OSI I OI10 I I O,éﬂl - I‘l
X

Figura 1.2: Identificacion de regimenes de movimiento para la solucién de Bondi, en base a la
la ecuacion (1.15), u como funcién de x. Cuando u < 1 se tiene un régimen subsénico y cuando
u > 1 se tiene un régimen supersonico.
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0.05

0.10

0.50

N . P T . A
0.01 0.05 0.10 0.50 1
X

Figura 1.3: u como funcién de x para distintos valores de y. Las soluciones posibles ocurren
siempre y cuando ¥ < 3/2, en estos casos u (y consecuentemente v) tiene un maximo.
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Figura 1.4: Continuidad de las funciones z y y en funcién x, para y=7/5. Note los regimenes de
movimientos tipo 1 (puramente subsénico) y tipo 2 (subsénico/supersénico).
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100 -
z
10
[ (A=0)
1 B ()-0.983, Tipo 1)
W= Tipo 2)
y
0.10¢ W (- Tipo 2)
B ()-0.98), Tipo 1)
WO-1/42,)
001 1 1 1 I |
0.01 0.050.10 050 1 5 10
X

Figura 1.5: Continuidad de las funciones z y y como funcién de x, para y=1. Note los regimenes
de movimientos tipo 1 (puramente subsonico) y tipo 2 (subsénico/supersonico).
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100 ¢

10}

(A=)
W (=1/42,)
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X

Figura 1.6: Continuidad de las funciones z y y como funcién de x, para y=5/3. Note los
regimenes de movimientos tipo 1 (puramente subsénico) y tipo 2 (subsénico/supersonico).
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Segin Bondi, parece probable que el orden de magnitud de la tasa de acrecién en el caso en
el que una estrella de masa M se mueve con velocidad relativa V en una nube uniforme de gas,
en la que la densidad no perturbada y la velocidad del sonido tienen los mismos valores de p

y C, . La férmula intuitivamente seria:

A =21(GM)*(Cy) > pos. (1.23)

A 2m(GM)? (V2 +C2) P p., (1.24)

Esta formula sugiere que si C; excede a V, la temperatura (presion) impone la principal
limitacion en la tasa de acumulacion; mientras que si V excede a Cs, las limitaciones dindmicas

son de mayor importancia [3]].

1.4 Acrecion de Michel

El trabajo realizado por Michel [4] investigé la acrecidn desde el punto de vista relativista
cuando el objeto gravitante es un agujero negro de Schwarzschild, es decir no rotante y estatico.

Las premisas utilizadas en este trabajo son:

* Un objeto colapsado rodeado de un fino plasma interestelar, produciéndose flujo de plasma

hacia el objeto.
* Se tiene la presencia de un plasma continuo.

» Se desprecian las correcciones a la métrica del propio plasma externo.

El andlisis de Michel parte de las ecuaciones bésicas de flujo de masa y flujo de energia
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utilizando derivadas covariantes:
J;‘f, =0, (1.25)

donde J es el flujo de particulas, 0 =0, 1,2, 3 corresponden a las componentes espacio-temporales

Yy . indica derivada covariante. También se cumple que:
Ts =0, (1.26)

donde T es el tensor energia momento.

Considerando simetria esférica y estado estacionario, estas ecuaciones quedan de la forma:

d
S (vEg) =, (1.27)

d

Realizando la integracién y para un fluido perfecto se obtiene:

pU'/=g =0, (1.29)

(P+p)UpU' /=g =G, (1.30)

Donde C; y G, son constantes de integracion, asi como p y P son la densidad y la presion

propia, U es la densidad de energia propia total definida como:

,u:pc2+£. (1.31)
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donde € es la energia interna térmica.

La métrica de Schwarzschild tiene la forma:

ds? = %" dr* —e* dr® —r? ( d6* +sin® 0de?) (1.32)
donde se tiene que:
2 GM
¢’ = =1- donde m = —-. (1.33)
r C

En términos de la métrica de Schwarzschild las componentes de la cuadrivelocidad U son:
U' = dr/ds,Uy=¢" dt/ds,y —g= c2r*sin? 9V, (1.34)
Con lo anterior las ecuaciones de conservacion toman la forma:

pur’ = Cy, (1.35)

2
(ﬂ) (1—27m+u2) — (G/C1)* =G, (1.36)

Diferenciando (1.35) y (1.36) , se obtiene la relacién que define el punto critico:



m dr
— |2v? - — |V -
u [ r(1—27m+u2) r [ (1
donde:
V2= din(P+pu)
~ dlnp ’

1
yaque u = UT, Ul =4 70 = ¢V entonces: u =

1dr
— ds’ ds’ c2dt

29

(1.37)

(1.38)

En las ecuaciones (1.35) y (1.36) si un solo término desaparece se tiene un punto de inflex-

i6n, por lo tanto solo las soluciones que pasan por un punto critico representarian el material

que cae al objeto gravitante con una velocidad que aumenta monétonamente. Para esto ambos

términos deben anularse, por lo tanto:

2_ M
MC_ZrC’
V2 — i
C -

Utilizando la ecuacion de estado:

P=Kp’,

(1.39)

(1.40)

(1.41)
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y definiendo:
P
T=—, (1.42)
P
se encuentra que:
T"ur® = Cy, (1.43)
2 2m
M+(1+n)T)" |1 ——+4u" ) =Cs, (1.44)
r
) (1+n)T
= ) 1.45
a1+ (1+)T] (1.45)
donde:
! (1.46)
n=— .
y-1

es la relacion usual entre el indice politrépico n y el indice adiabético 7.
En el siguiente capitulo se desarrolla un formalismo general utilizando un enfoque Hamilto-
niano para el andlisis de la acrecion esférica estacionaria, debido a que el método convencional

enmascara propiedades del flujo de fluidos.
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Capitulo 2

Acrecion esférica generalizada y

enfoque Hamiltoniano

2.1 Desarrollo de formalismo general

Con el fin de obtener un formalismo general para el estudio de la acrecion esférica, Ahmed
et al [9] realizaron una primera aproximacion utilizando una métrica que dependia de un coefi-
ciente métrico f(r). Posteriormente Azreg et al [14]], [6], ampliaron este formalismo para una
métrica mds general. En base a esta métrica generalizada obtiene las expresiones para construir
un sistema Hamiltoniano. El enfoque Hamiltoniano es utilizado para mostrar que el método
estandar de andlisis de la acrecién enmascara algunas propiedades del flujo de fluidos, por lo
tanto se usa algunos conceptos de hidrodindmica de fluidos.

Para el desarrollo formal generalizado se utiliza unidades estdndar ¢ = G = 1 con signatura
para la métrica igual a (4, —,—, —). La métrica generalizada tiene la forma:

2

ds* = A(r)dt* — % —C(r) (d6* +sin* 0d¢?) (2.1)
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con determinante g = —AC?/B.

Se define la cuadrivelocidad de las particulas del fluido como:

= =0,1,2,3. 2.2
u Jo con p=0,12, (2.2)

Si n es la densidad de particulas, entonces el flujo de particulas (o densidad de corriente)

estd dado por:

JH = nut. (2.3)

Para encontrar las ecuaciones de la acrecion esférica utilizaremos las leyes de conservacion
de particulas y la conservacion de energia. La conservacion de particulas considera que no hay
cambios en el nimero de particulas. Por lo tanto se conserva la divergencia de la densidad de

corrientes, es decir:

VIt =V, () =0, 2.4)

donde V L €S la derivada covariante.

La ley de conservacion de la energia considera que no hay cambio en la energia total del
sistema. Para esto utilizaremos el tensor energia-momento para un fluido perfecto dado por:
T = (e+ p)uu’ — pg"”, (2.5)

donde e es la densidad de energia y p es la presién. Usando este concepto la ley de conservacion

de la energia queda expresada como:



33

V,TH =0. (2.6)

Como el sistema tiene simetria esférica podemos considerar el movimiento en el plano ecu-

atorial (6 = 7 /2), por lo tanto d6 = d¢ = 0. La métrica generalizada queda:

ds® — (x/Zdt)z _ <\/gdr>2. 2.7)

Se define la trivelocidad, vista por un observador local estdtico, como:

1 dr
=4/ ——. 2.
Y AB dt (2:8)

Si se define ' = dt/dt y u" = u = dr/dt como las componentes temporal y radial respec-

tivamente, obtenemos:

2oL (1)2. (2.9)

Usando la condicién de normalizacién g,,u"u” = 1y despejando, se obtiene:

1 Bfl 2
uf:i\/¥. (2.10)

Utilizando la métrica para bajar indices se obtiene:
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= guu' = £1/A(14+B1u?) = +/A+ Du?. @2.11)

donde D=

-1l

En base a (2.8), (2.9) y (2.10) se obtiene [14] :

BV?
u? = T (2.12)
A
Du?
= DR (2.14)

A continuacion se establecerdn relaciones entre los pardmetros termodindmicos del fluido,
que servirdn para determinar las constantes de movimiento y las ecuaciones dindmicas del sis-

tema Hamiltoniano.

2.2 Termodinamica
Ahora procedemos a analizar la termodindmica del fluido. Partiendo de las relaciones ter-
modindmicas de Maxwell:
dH =TdS+VdP, (2.15)

donde H,T,V,P,S son la entalpia, temperatura, volumen, presion total y entropia del sistema.

Partiendo de esta relacion, despejando y reemplazando la densidad de particulas n, se obtiene:
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dp = n(dh—Tds), (2.16)
donde 4 es la entalpia por particula. De la relacion termodindmica para la entalpia del sistema
se tiene que:

H=U+PV, (2.17)

donde U, P,V son la energia, presion y volumen de todo el fluido. De esta relacion dividiendo
para el nimero de particulas, considerando la densidad de particulas » y la densidad de energia

e, la entalpia por particula % es:

he TP (2.18)

derivando, utilizando la ecuacién (2.16) y despejando se obtiene la relacion:

de = hdn+nTds. (2.19)

Los fluidos perfectos son adiabéticos, es decir se cumple que [9]:

u'V,S =0, (2.20)

esto significa que la entropia especifica S se conserva a lo largo de las lineas de fluido siempre
y cuando el flujo sea continuo. Ademads un fluido perfecto es isoentrépico (adiabdtico y la

entropia especifica s es constante en todo el liquido) si se cumple que:

V,S =0. 2.21)
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Bajo las condiciones de movimiento de fluido radial, estacionario (no dependencia del

tiempo) y conservacion de simetria esférica, se cumple que:

2,5 =0, (2.22)

es decir el movimiento del fluido es isoentrépico (S constante). Con esto las ecuaciones (2.16)

y (2.19) quedan:

dp=ndh, de= hdn, (2.23)

con estas relaciones se define la velocidad del sonido (adiabatica) como:

2_dp _dlnh
de dlnn’

(2.24)

A continuacién esta velocidad del sonido serd incorporada en las ecuaciones dindmicas
del sistema Hamiltoniano, y su relacién con la velocidad del fluido determinara los regimenes

subsonico, transénico y supersonico.

2.3 Determinacion del Sistema Hamiltoniano

Para establecer el sistema Hamiltoniano obtendremos primero constantes de movimiento.
En las condiciones de estado estacionario y simetria esférica, todos los pardmetros fisicos como
densidad de particulas, densidad de energia, presion, cuadrivelocidad, etc, son funciones sola-

mente de la coordenada radial [9]].

De la ley de conservacion de particulas V, (nu*) = 0 se tiene que:
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2
o, (J'v/=g) =0 <nu1 \/ %) =0, (2.25)

de lo que se obtiene una primera constante de movimiento:

CvVDnu = Cy, (2.26)

que indica que el flujo de particulas C/Dnu permanece constante a través de una esfera de radio
r. Reemplazando u? de la ecuacién (2.12) se obtiene la constante C; como:
A(Cnv)?

=" 2.27
! 1—2 (2-27)

Esta expresion se utilizard para determinar las ecuaciones dindmicas del sistema. También
se observa que el comportamiento del fluido cerca del horizonte es independiente de la forma
de B(r) [14]], alcanzando el horizonte con una velocidad v — 0 o v — 1 [9]. Otra constante de
movimiento puede ser obtenida a través de la hidrodindmica relativista [15]]. Sea &# cualquier
vector Killing del espacio-tiempo. Las ecuaciones que determinan las isometrias del espacio

tiempo vienen dadas por:

VuéH =0. (2.28)

Si se considera que el fluido también es invariante bajo el mismo grupo de simetrias del
espacio tiempo se cumple que:

Lg(B) =0, (2.29)

donde B es cualquier cantidad asociada al fluido y L es la derivada de Lie . Considerando

también la ecuacidn relativista de Euler:
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1
WtV oy + Ehﬂvvu p=0. (2.30)

Aplicando la condicién (2.28) se demuestra que:

Le (huy&*) =V, (huy&*) = 0. (2.31)

Lo que significa que si & es un generador de simetrias del espacio tiempo y si el fluido
comparte la misma simetrfa, entonces la cantidad escalar huy, * se conserva a lo largo de las
lineas de fluido [15]].

Si tomamos E* = (1,0,0,0) se obtiene:

o, (huy) =0, (2.32)

lo que significa que hu; es constante. Reemplazando u; usando la ecuacién (2.11) se obtiene la

constante de movimiento Cy:

hvV A+ Du? = C,. (2.33)

Note que C; es una constante de movimiento invariante frente a traslaciones temporales, por
lo que estd asociada con la energia.

Las ecuaciones (2.26) y (2.33) corresponden a dos constantes de movimiento del sistema,
por lo que una de ellas, o una combinaciéon de ambas, puede proveer un Hamiltoniano del
sistema. Una primera aproximacion en la determinacién al Hamiltoniano .7’ es la combinacion
de Cy y Cy:

i

A = h(n)? {A(r) + W} : (2.34)

pero esta expresion depende de h(n),A(r),C(r),n(r,v). Si consideramos solo la constante C, de



39

la ecuacion (2.26), y reemplazando u con la ecuacion (2.12), se obtiene que:

W2 (r,v)A(r) '

= 1—v2

(2.35)

Ya que C; es una constante de movimiento, invariante frente a traslaciones temporales, es
proporcional a la energia. Con esta consideracion el Hamiltoniano se define como:
W (r,v)A(r)

%(V,V) = 1_—‘}2 (236)

Noétese que este Hamiltoniano solo depende de A(r),h(r,v) y v, por lo que serd este el que
utilizaremos para los andlisis posteriores. Con este Hamiltoniano las ecuaciones dindmicas

quedan establecidas como:

i= 2=, (2.37)
v ’
) 0
v= L=, (2.38)
or '

donde la derivada parcial se denota d f/dx = f. Derivando .7 (r,v), utilizando la definicion
para la velocidad del sonido a dada en la ecuacion (2.24), y la expresion para C; dada en la

ecuacion (2.27), se obtiene que [14]:

2h%A 5 o
f=————|(V —a’), (2.39)
W |dA _ , dIn(v/AC)
j— — —2aPA———| . 2.4
Y 1—v2 [dr a dr (2.40)

Estas son las ecuaciones dinamicas del fluido. A continuacion resolviendo este sistema de
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ecuaciones, se determinan los puntos criticos.

2.4 Puntos Criticos

Los puntos criticos del sistema dindmico son los puntos (r.,v.) que son solucién de 7 =0y

v = 0 simultdneamente. Utilizando la ecuacion (2.39) para i- = 0O se obtiene que:

=a’. (2.41)

Donde a, es la velocidad del sonido evaluado en el el punto critico y v, es la tri-velocidad

del fluido. Utilizando la ecuacidén (2.40) para v = 0 se obtiene que:

2 CCACJL‘

= . 242
= Gy 12AC, (242

Similar a lo establecido por Bondi [3] y Michel [4], los puntos criticos son aquellos puntos
en los que la tri-velocidad del fluido es igual a la velocidad del sonido, y delimitan regimenes

subsénicos, transénicos o supersonicos.

2.5 Tasa de Acrecion

La tasa de acrecion mide la variacion de la masa de un agujero negro por unidad de tiempo.
Se define como el flujo de fluido a través del area del horizonte de sucesos. Se relaciona con el
tensor energia-momento a través de la relacion:

M = 4xC(r)T) (1) (2.43)

r=ry?

donde T/ (r) es el tensor energia-momento en la direccion radial. Recordando que el tensor

energia momento puede ser expresado como:
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T, = (e+p)uyu” — pgy, (2.44)

por lo tanto ;" = (e + p)u,u”. Utilizando las ecuaciones (2.11), (2.18), (2.26) y (2.33) se ob-

tiene:

T" = (e+p)VA+ Dulu. (2.45)

Reemplazando en la ecuacion (2.43), y considerando que la ecuacion de estado para fluidos

isotérmicos tiene la forma p = ke tenemos finalmente:

M = 47C(r)e(k+1)\/ A+ Du?u. (2.46)

La ecuacion (2.46) es la que se usard cuando determinemos la tasa de acrecién para un

agujero negro con pelo.
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Capitulo 3

Acrecion esférica aplicada a un
agujero negro de

Reissner-Nordstrom modificado

3.1 Ecuaciones generales

El formalismo generalizado determinado en el capitulo 3, para analizar la acrecion esférica
estacionaria de un agujero negro, puede ser aplicado a distintos modelos de agujeros negros.
En el presente capitulo se aplicard dicho formalismo a una familia de agujeros negros cargados
tipo Reissner-Nordstrom (RN).

Si bien es cierto que los agujeros negros suelen ser eléctricamente neutros, debido a pro-
cesos de descarga cudntica, produccion de pares electron-positrén y la neutralizacion de carga
por plasmas astrofisicos, estos proporcionan modelos simplificados para fenémenos complejos
como efectos rotacionales y agujeros negros extremos [16]. En la presente seccidn se utilizara

como base las soluciones de agujero negro de Reissner-Nordstrom analizado en el marco de
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desacoplamiento gravitacional (GD) presentados en el trabajo de Tello-Ortiz et al [16]].

El elemento de linea de la solucién de un agujero negro de Reissner-Nordstrom es:

ds* = hdt*> — h~'dr* — r?dQ?, (3.1
donde
oM Q?
h—egzu—l——Jera
r I

en la que M es lamasa y Q es la carga eléctrica del agujero negro.
La investigacion de Tello-Ortiz et al [[16] parte de la métrica espacio-temporal de un espacio-

tiempo estatico y esféricamente simétrico en coordenadas candnicas dada por:

ds* = e¥dt* — erdrt — rrdQ2.

Con esta métrica se resuelve las ecuaciones de campo de Einstein:

1
GMV = R‘uv - Eg'uvR - _SET‘uv,

llegando a las ecuaciones:

L 1w
np=——e"|—=——
P I’2 ¢ |:I"2 I"} ’
1 1 Vv
87p,=——+e* [—2+—] , (32)
r r r
1 vi—A
87Tp, = Ze"l [2v”—|—v’2—/l’v’+2 } ,
;

donde {p, p;,p } se refiere a la densidad y a las presiones radial y transversal.
El desacoplamiento gravitacional parte de que el tensor de energia-momento se puede es-

cribir como una combinacion lineal de diferentes fluidos:
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Tuv = Tuv + aeuv,

donde Tuv = diag{p,—pr,—P.,—pP.} es la fuente conocida llamada tensor energia momento
semilla, 9“1’ = diag{@é’, 911, 922, 933’} es un fluido genérico desconocido llamado fluido de de-
sacoplamiento, y & es un pardmetro de acoplamiento.

Se realiza una division de los potenciales métricos de la forma:

v=_¢+ag,

et =u+taf, (3.3)

con esto el sistema de ecuaciones (3.2) se desacopla en dos conjuntos: uno para las métricas &
y U obtenido por Tuv y otro para f'y g obtenido por 6y .

Reemplazando las transformaciones (3.3) se obtiene:

< 1 ouopu

87'L'p—r2 2 r’
1 1 !

8nﬁr:——2+u[—2+5—], (34
r r r

/ /

Snﬁlzw |:2§”+§’2_|_£:| _|_u_ {§’+z},

4 r 4 r

: o o dpy  Era a1 20s =1
junto con la ecuacion de conservacion: —: % O+p]—5[pL—pPr]=0.
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y para el fluido de desacoplamiento se obtiene:

Cergo_ S
87r90—r2+r,
— 870! = f {%—F%] : (3.5)
2_]_c " 2 é’_/ L/ / g
—8n92_4[2§ +& +2r:|+4 [5 +r],

junto con la ecuacién de conservacion: [OH/ — %/ (60 —06]l]—2[07—06]] =0.

Como el componente g;; de la métrica es el mismo para cada sector, el conjunto de ecua-
ciones (3.5) corresponde a tres ecuaciones diferenciales con cuatro incognitas: { f, 68 , 911 , 922},
por lo que se requiere informacién adicional para cerrar el sistema. Se puede demostrar que

ambos sectores de materia se conservan por separado, es decir:

V“TIJV - O,

V08V =0, (3.6)
El sistema de ecuaciones (3.5) es completado con una ecuacién de estado no local dada por:

A r
ol =6+ /0 260 (x)dx, 3.7)

donde A es una constante con unidades de [longitud ]~ y n un entero positivo. El resultado

general para la funcion de desacoplamiento f|(r) que proviene de la ecuacién (3.7) es:

M 2 3—n
O L

lo que conduce a:
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om0\ !
ds* = (1 -4 Q—2> dr’ — ! 3; dr* — r*dQ?, (3.9)
roor (1+Exp (5554) 1)
con ¢ una constante de integracion adimensional y /; = ac;. Se observa que el caso limite

n = 3 no es permitido.

Analizando bajo que condiciones los pardmetros {A,n}, la solucién de (3.9) mantienen el
comportamiento asintéticamente plano del espacio-tiempo original ecuacién (3.1). Se tienen

tres casos:

. . . L. . 3—n
1. Paran <3yA >0, el espacio-tiempo (3.9) es asintdticamente plano, ya que since Exp (hA) —
0 cuando r — +-oce.

. . . 3—n
2. Paran <3yA <0, el espacio-tiempo (3.9) no es asintéticamente plano porque Exp (’ 3A> —

n—

~+oo cuando r — +oo.

3. Paran>3yA >00A <0, el espacio-tiempo (3.9) no es asintéticamente plano, ya que

Exp <%A) — 1 cuando r — +-oo.

El comportamiento del caso 1 es lo que se espera para una buena solucién y es el que
se analizard de aqui en adelante. En este caso, la solucion mantiene la misma estructura de
horizonte y singularidad en » = 0 que su contra parte RN. Para ser mds precisos, la métrica g’"
se hace cero si r = M 4 +/M? — Q?, donde r y r_ son el horizonte de eventos y el horizonte

de Cauchy o si:

3on _ 1/G-n)
1 + Exp <’:_3A) L=0=r= [mlq—@log (—lﬂ . (3.10)

Abhora si tomamos un conjunto n = 3, la condicién (3.7) resulta:
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2 r
0, = 98+r—3/0 X267 (x)dx. (3.11)
Con esto la solucién f>(r) es
2M 0%\ o
=(l-——4+= )5 A2
A =(1-20+ 2% 6.12)

con ¢, una constante de integracién con unidades de [longitud]? y I, = oicy, La métrica RN

resulta:

-1

oM Q? (1—27M+%2)
ds = (1 — _+—2) dr* — l dr* — r*dQ?. (3.13)
o (1+3)

Note que un nuevo horizonte aparece cuando:

[
1+2=0=7r=/h, (3.14)

por lo que si /; > 0 tenemos una condicién no fisica.

3.2 Sistema Hamiltoniano

Para particularizar el enfoque Hamiltoniano generalizado que se establecid en el capitulo 2,
en las métricas de las ecuaciones (3.9) y (3.13) se identifican las funciones de la métrica general

de la ecuacién (2.1), reconociendo las funciones A(r),C(r) iguales para ambas métricas:

A =1-==+, (3.15)

C(r)=r>. (3.16)
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Las funciones B(r) y D = % si son diferentes para cada métrica. Para la métrica 1 ecuacion

(3.9) se tiene que:

2 3—n
B(r) = (1—2—M+%) (1+Exp(r 3A> ll), (3.17)

3—n -1
D(r):(l—i-Exp(r 3A)11) . (3.18)

n—

Y para la métrica 2, ecuacién (3.13) las funciones B(r) y D = % son:

2
B(r) = (1—2TM+%) (H%), (3.19)
~1
D(r) = <1+%) . (3.20)

Dado que A(r) y C(r) para ambas métricas tienen la misma forma, las siguientes ecuaciones
son aplicables para ambos casos, debido a que no involucran a las funciones B(r) y D(r).
Aplicando la ecuacién (2.36) y reemplazando las respectivas funciones, se obtiene que el

Hamiltoniano viene dado por:

r r2

2 2
H(r,v) = hv <1—2—M+Q ) (3.21)

Aplicando la ecuacién (2.39) y reemplazando las funciones se obtiene la ecuacion dindmica:

202 2 2
f:M(l_zﬂ+Q_>, (3.22)

v(1 —v2)2

Para determinar la segunda ecuacién dindmica del sistema aplicando la ecuacién (2.40),

es necesario realizar unos cdalculos intermedios. La ecuacion (2.40) puede escribirse también



49

como:

W [dA AdC
= —(1-d®)-2=—= 3.23
il bl Ut A e (3-23)
donde se obtiene que:
dA 2M 207
ar_/4m K 3.24
dr r2 r3’ ( )
A 1 2M Q?
(1= =), 2
cC ( r + r2> (3.23)

Reemplazando (3.22) (3.23) en (3.21) se obtiene que la segunda ecuacién dindmica del

sistema es:

h2

RNy [2Mr(1+3a*) —20°(1 +a*) —4a*r?] . (3.26)

Y=

A continuacidn se encuentran los puntos criticos resolviendo el sistema de ecuaciones (3.23)

y (3.26).

3.3 Puntos criticos

Dado que el Hamiltoniano y las ecuaciones dindmicas para ambas métricas tienen la misma

forma, los puntos criticos se establecerdan de forma similar para ambas métricas.

Recordemos que los puntos criticos son los puntos (7, v.) que son soluciénde F =0y v =0
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simultineamente. De la ecuacion (3.22) para i- = O se obtiene que:

de donde se obtiene que:

[\

2 =d, (3.27)
oM Q?
l-—+=5=0. (3.28)
r r
De esta dltima ecuacién se obtiene que:
r=M%x~\/M?*— Q2 (3.29)
como consecuencia, para tener condiciones fisicas debe cumplirse que M? > Q2.
Utilizando la ecuacién (3.26) para v = 0, se obtiene que:
2 Q2 —Mr,
a (3.30)

C - *
3Mr, — Q% —2r?
A continuacién se incorpora el pardmetro k de la funcién de estado a las ecuaciones dindmi-

cas del fluido, con el fin de aplicarlas a distintos tipos de fluidos isotérmicos.
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3.4 Hamiltoniano en funcion del parametro de la ecuacion de
estado

En esta seccion se encontrard el Hamiltoniano y las ecuaciones dindmicas en funcién del
pardmetro k de la ecuacion de estado para fluidos isotérmicos, con el fin de determinar el com-
portamiento para fluidos ultra-rigidos, ultra-relativistas, de radiacion y sub-relativistas [8]] [17]]
9] .

Partiendo de C; de la ecuacién (2.27) y reemplazando las expresiones de A(r) y C(r) se

obtiene que:

2,42 2
o _ V(oM QP
Ci = .2 (1 p + r2>' (3.31)
Considerando (3.27) y (3.30) y reemplazando el valor de v> se obtiene que:
2.2(0)2
-M
2= 7 (© re) (r? —2Mr+ Q). (3.32)

2(r: —2Mr.+ Q?)
Recordando que n es vdlida para cualquier punto, entonces para el punto critico tendriamos,

simplificando:

1
Cc? = —Engrg(QZ —Mr.). (3.33)

Reemplazando esto en (3.31) y despejando se obtiene:

2 2 1 2(N2 -M :
n_ — (V )rC(Q r ) . (334)
nz  2r2v2(r?2 —2Mr+ Q?)

De la parte termodindmica del formalismo general, usando las ecuaciones (2.18) y (2.23) se

llega a:
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h:—:

dn n

(3.35)

Integrando desde el punto sonico a cualquier punto al interior del fluido se tiene que [18] :

¢ de
n = neexp (/e m) . (336)

Considerando la ecuacién de estado isotérmica p = ke, reemplazando e integrando se ob-

tiene:
1
e k+1
n=ne (—) . (3.37)
€c
Despejando e y reemplazando en la ecuacion de la entalpia (2.18) se llega a:
k+1 ¢
h= m (i) ) (3.38)
ne ne

Elevando al cuadrado y reemplazando (3.34) en (3.38) se obtiene:

2 Nk
1—
h2:( ,‘31) (e 12— vz)k . (3.39)
ne <1_27M+%> 2k Ak

Nétese que en la primera parte se han agrupado constantes que se pueden integrar en la
definicién de tiempo del Hamiltoniano [19]. Considerando que 4* es proporcional a (3.39) y

reemplazando en la expresion (3.21), el Hamiltoniano queda determinado como:

o\ 1—k
H(r,v) = <1_¥ %) (3.40)

(1—v2) 7k y2kpak

donde ya queda incorporado el pardmetro k de la ecuacién de estado para fluidos isotérmicos. A
continuacion se utiliza este Hamiltoniano para hallar las ecuaciones dindmicas, puntos criticos

y tasas de acrecion para distintos fluidos isotérmicos.
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3.5 Comportamiento de fluidos isotérmicos

A partir de soluciones analiticas exactas para fluidos isotérmicos obtenidas por Mach et al
[8] y del analisis respectivo de la estabilidad de la acrecién para estas soluciones [17], Ahmed
et al [9] clasificaron los fluidos isotérmicos en ultra-rigidos, ultra-relativistas, de radiacién y
sub-relativistas, dependiendo del valor que tome el pardmetro k de la ecuacién de estado p =
ke. Comparando esta ecuacién de estado con la velocidad del sonido adiabitica a®> = dp/de
definida en la ecuacién (2.24), se encuentra que a> = k. A continuacién se aplican los resultados
obtenidos en la secciones anteriores, con el fin de determinar el comportamiento de los distintos
fluidos isotérmicos alrededor de un agujero negro estético, esféricamente simétrico y analizado

en el marco de Desacople Gravitacional.

3.5.1 Fluido ultra-rigido (k = 1)

En el caso de un fluido ultra-rigido la ecuacién de estado se obtiene cuando el pardmetro
k =1, por lo que p = ke indica que la densidad de energia y la presion isotrdpica es la misma.

El Hamiltoniano de la ecuacién (3.40) queda:

(3.41)

4
2
=g (3.43)

Este sistema indica que no existen puntos criticos. El valor minimo de JZ es:
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fluido ultra-rigido (k=1)
— H=H,in=0.38

I - — H=Hmnin+0.1

1 - H=H,in+0.2

i . — H=Hpin-0.1

~ o ~ — H=Hpin-0.2

2L -

3+ -
L 1 I L I I | I I L I 1 L I I L 1 I L I I I_

1.0 1.5 20 25 3.0

r

Figura 3.1: Perfil de H (r versus v) para un fluido ultra-rigido. La curva magenta corresponde
a = Hpyin ~ 0.38. Las curvas verde y negra corresponden a .5¢ > #;,;,. Las curvas roja y
azul corresponden a S < Hip.

1
%min - W (344)

Graficamente se puede apreciar el comportamiento del fluido ultra-rigido en la Figura 3.1.
Las curvas de la parte superior (v > 0) corresponden a salida de fluido o emision de particulas,
mientras que las curvas de la parte inferior (v < 0) corresponden a acumulacién de fluido o

acrecion.

3.5.2 Fluido ultra-relativista (k = 1/2)

Los fluidos ultra-relativistas son aquellos cuya presion isotropica es menor que la densi-

dad de energia [9]. La ecuacién de estado para un fluido ultra-relativista se obtiene cuando el
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parametro k = %, resultando la ecuacién p = e/2. El Hamiltoniano de la ecuacién (3.40) queda:

J1-2 4 g
H(r,v) = NN (3.45)

Las ecuaciones dinamicas del sistema se obtienen diferenciando (3.45), como resultado:

S

r.__(—2V2+1)(r2—2M”+QZ)i (3.46)
a P2 (1—12)2 ’ '

—2r* 4+ 5Mr—30?
rv (1 —vz)% (r2 —2Mr+ Qz)%

(3.47)

p=—

Estas dos ecuaciones se resuelven para 7 = 0 y v = 0 simultdneamente, obteniéndose que
los puntos criticos (r¢,v.) son (2.026209,+0.707107). Reemplazando estos valores en (3.45)

se obtiene el Hamiltoniano critico .77 = 0.20016.

Graficamente se puede apreciar el comportamiento del fluido ultra-relativista en la Figura
3.2. Para facilidad de célculo y en base a la ecuacién (3.29), que establece la relacién M? > Q>
para tener soluciones fisicas, se eligen los valores de M = 1y Q = 0.8. En esta figura las curvas
de la parte superior (v > 0) corresponden a salida de fluido o emisién de particulas, mientras
que las curvas de la parte inferior (v < 0) corresponden a acumulacion de fluido o acrecién. Los
puntos criticos se ubican en el cruce de las curvas color rojo. Las curvas verde y negra ocurren
cuando 7 > J#,. Las del extremo superior ocurren cuando v > v, y corresponden a emision
supersonica. Las del extremo inferior ocurren cuando v < —v. y corresponden a acrecion su-
personica. Las curvas intermedias, cuando —v. < v < v., corresponden a emisién/acrecion sub-
sonica con una velocidad que tiende a cero cerca del horizonte. Las curvas rojas ocurren cuando
JC = 7. Las curvas en las que se pasa de un comportamiento supersonico a subsonico corre-

sponden a la acrecién de Bondi no relativista estdndar y reflejan un comportamiento transénico
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1.0 —
: fluido ultra-relativista (k=1/2)
- — H=Hc=0.200160
051 ~ — H=Hc+0.02
- —— H=Hc+0.08
|  — H=Hc-0.02
-~ 00 — H=Hc-0.08
-05- -
-1.0 _
| I S W (T R SO N TN SN SN S N S SO S S AN T S S AN S TN SR N SN SR S S
1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

r

Figura 3.2: Perfil de H (r versus v) para un fluido ultra-relativista, con valoresde M =1y Q =
0.8. Los puntos criticos (r¢,v.) son (2.026209,£0.707107). La curva magenta corresponde a
JC = 7, = 0.20016. Las curvas verde y negra corresponden a ¢ > ;. Las curvas roja y
azul corresponden a 7 < J7Z.

hacia el horizonte del agujero negro. Las curvas que pasan de un comportamiento subsénico a
supersonico violan las condiciones de contorno ya que indican que cuando r — 40 vy — oo, y
por lo tanto son inestables. Las curvas magenta y azul ocurren cuando .77 < 77, lo que indica
que son flujos subcriticos que no alcanzan el punto critico, y que violan las condiciones de con-
torno ya que indican que cuando r — +oo0 v — oo, por lo tanto reflejan un comportamiento no

fisico.

3.5.3 Fluido de radiacion (k = 1/3)

La ecuacién de estado para un fluido de radiacién se obtiene cuando el pardmetro k = %,

resultando p = ¢/3 [8]],[9]. El Hamiltoniano de la ecuacién (3.40) queda:
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Wit

oM, 0
r + r2
H(rv) = TR (3.48)
(1—v2)3v3r3

Las ecuaciones dinamicas del sistema se obtienen diferenciando (3.48), como resultado:

(3.49)

—4r% + 12Mr — 80?
b= r+ 12Mr— 80 . (3.50)

1
1 %(1_‘}2) ( 2—2Mr—|—Q2)§

3r3v
Para encontrar los puntos criticos estas dos ecuaciones se resuelven para ¥ =0y v = 0 si-
multaneamente. Se encontré que los puntos criticos (7., v.) son (2.484886,+0.577350). Reem-

plazando estos valores en (3.48) se obtiene el Hamiltoniano critico .77, = 0.250956.

En la Figura 3.3 se visualiza el comportamiento del fluido de radiacién. Se eligen los valores
de M =1y Q = 0.8 para facilidad de célculo y para cumplir la relacién M? > Q? para tener
soluciones fisicas. Las curvas de la parte superior (v > 0) corresponden a salida de fluido
o emision de particulas, mientras que las curvas de la parte inferior (v < 0) corresponden a
acumulacion de fluido o acrecién. Los puntos criticos se ubican en el cruce de las curvas
color rojo. Las curvas verde y negra ocurren cuando 7 > JZ;. Las del extremo superior
ocurren cuando v > v, y corresponden a emision supersonica. Las del extremo inferior ocurren
cuando v < —v, y corresponden a acrecion supersonica. Las curvas intermedias, cuando —v, <
v < v¢, corresponden a emision/acrecion subsonica con una velocidad que disminuye cerca del
horizonte. Las curvas rojas ocurren cuando .7° = 7. Las curvas en las que se pasa de un
comportamiento supersonico a subsénico corresponden a la acrecién de Bondi no relativista
estandar y reflejan un comportamiento transénico hacia el horizonte del agujero negro. Las

curvas que pasan de un comportamiento subsonico a supersénico violan las condiciones de
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08l -
[ - fluido de radiacion (k=1/3)
061 <i — H=Hc=0.250956
04f - — H=Hc+0.02
i . —— H=Hc+0.08
02 -
[ — H=Hc-0.02
= 008 - — H=Hc-0.08

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Figura 3.3: Perfil de H (r versus v) para un fluido de radiacion, con valoresde M =1y Q =
0.8. Los puntos criticos (r.,v.) son (2.484886,+0.577350). La curva magenta corresponde a
HC = . = 0.250956. Las curvas verde y negra corresponden a ¢ > 7. Las curvas roja 'y
azul corresponden a 7 < J7Z.

contorno ya que indican que cuando r — +o0 v — oo, y por lo tanto son inestables. Las curvas
magenta y azul ocurren cuando 7 < JZ;, lo que indican que son flujos subcriticos que no
alcanzan el punto critico, y que violan las condiciones de contorno ya que indican que cuando

r — 400 v — oo, por lo tanto reflejan un comportamiento no fisico.

3.5.4 Fluido sub-relativista (k = 1/4)

1

La ecuacion de estado para un fluido sub-relativista se obtiene cuando el parametro k =

[9]]. El Hamiltoniano de la ecuacion (3.40) resulta:
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(3.51)

H(rv) = <1 _

3
(1—12)3 vy

Las ecuaciones dinamicas del sistema se obtienen diferenciando (3.45), como resultado:

, (3.52)

F=—

(—4? 4+ 1) (P —2Mr+Q?)*
21303 (1 —12)3

3 I
02 (382 w0
V= — - - T . (3.53)
2r2v 7(1—\/ ) (r2 —2Mr+ Q?)*

Estas dos ecuaciones se resuelven para i = 0 y v = 0 simultdneamente, obteniéndose que los
puntos criticos (r¢,v.) son (2.959339,40.5). Reemplazando estos valores en (3.51) se obtiene

el Hamiltoniano critico .77, = 0.296704.

El comportamiento del fluido sub-relativista se muestra en la Figura 3.4. Para tener solu-
ciones fisicas y para facilidad de célculo se eligen los valores de M =1y Q = 0.8. En esta
figura las curvas de la parte superior (v > 0) corresponden a salida de fluido o emisiéon de
particulas, mientras que las curvas de la parte inferior (v < 0) corresponden a acumulacién de
fluido o acrecion. Los puntos criticos se ubican en el cruce de las curvas color rojo. Las curvas
verde y negra ocurren cuando 7 > JZ;. Las del extremo superior ocurren cuando v > v,y
corresponden a emision supersonica. Las del extremo inferior ocurren cuando v < —v, y cor-
responden a acrecion supersonica. Las curvas intermedias, cuando —v, < v < v, corresponden
a emision/acrecion subsonica con una velocidad que disminuye a cero cerca del horizonte. Las
curvas rojas ocurren cuando ¢ = J#.. Las curvas en las que se pasa de un comportamiento
supersonico a subsénico corresponden a la acreciéon de Bondi no relativista estdndar y reflejan
un comportamiento transénico hacia el horizonte del agujero negro. Las curvas que pasan de

un comportamiento subsénico a supersénico violan las condiciones de contorno ya que indican
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10} -
0.8k -

L - fluido sub-relativista (k=1/4)
0.6:— — H=Hc=0.296704
0.4 . — H=Hc+0.02

I o —— H=Hc+0.08
0.2 -

I . —— H=Hc-0.02
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Figura 3.4: Perfil de H (r versus v) para un fluido sub-relativista, con valores de M =1y
QO = 0.8. Los puntos criticos (r,v.) son (2.959339,+0.5). La curva magenta corresponde a
= 7. = 0.296704. Las curvas verde y negra corresponden a .77 > J7,. Las curvas roja y
azul corresponden a 7 < /..

que cuando r — +o0 v — oo, y por lo tanto son inestables. Las curvas magenta y azul ocurren
cuando 7 < ¢, lo que indican que son flujos subcriticos que no alcanzan el punto critico, y
que violan las condiciones de contorno ya que indican que cuando » — 4-c0 v — oo, por lo tanto

reflejan un comportamiento no fisico.

3.6 Tasa de Acrecion

La tasa de acrecidon mide la variacion de la masa de un agujero negro por unidad de tiempo.
En la ecuacién (2.46) se determino la forma generalizada para determinarla.

La ecuacién relativista de flujo de energia es dada por:



61

d du” 2
¢ LY L ca—o. (3.54)
e+p u r

Integrando esta ecuacion se obtiene que:
2.r ¢ de’
reu’ ex — | =A1. 3.55
p[/eme”rp(e’)] 1 (359

Ya que la ecuacién de estado de un fluido isotérmico estd dada por p = ke, por lo tanto

(e+p) = e(1+k). Reemplazando en la ecuacién (3.55) e integrando se tiene que:

Ay 1+k
e:{rzur] . (3.56)

Utilizando las constantes de movimiento C; y C, dadas por las ecuaciones (2,26) y (2.33),

se puede definir una nueva constante Ay = C1C,, que resultara:

rzur(e—}—p)\/A(r)—}—D(r) (ur)z\/BZAo =C1C. (3.57)

Reemplazando (3.56) en (3.57) y despejando se encontrard una expresion general que rela-

ciona la velocidad radial con las componentes de la métrica y las constantes Ag y A1 que es:

D = =iy

P (" +AD = 0. (3.58)

Recordando que D = % y reemplazando la ecuacién (3.57) en (2.46) se encuentra que:

. Ao
M=4n-%. 3.59
) (3.59)

Tomando la condicién de frontera al infinito se puede encontrar la relacién [[18]:

Ag = (e+p)u,urr2 =Aj (et plew)). (3.60)
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Reemplazando en la ecuacion (3.9) se llega a que la tasa de acrecion para un fluido isotér-
mico estd dada por:
. 4r

M= %Ale(k—kl). (3.61)

Con estos resultados, para calcular la tasa de acrecion para un valor de k en particular se

utiliza la ecuacién (3.58) para determinar u”, cuyo resultado se reemplaza en la ecuacién (3.56)

para determinar e y finalmente determinar M utilizando la ecuacién (3.61).

Para un fluido ultra-rigido, valor k = 1 y utilizando las expresiones A(r),B(r),C(r) y D(r)
determinadas en las ecuaciones (3.15) a (3.20), se obtiene:

Para la métrica 1 dada por (3.9):

(1 —27M+§—j> /(1+Exp (;f%A) I)
U = 4243 - , (3.62)
A2r4 — (4% /(1 + Exp (jHA) 0)?)
_ (434(1+ Bxp (554) 1) — 441)
M= 2 — . (3.63)
A (1= 2048 (14 Bxp (5754 1)'/2
Para la métrica 2 dada por (3.13) se obtiene:
(1-2+Z)/0+5)
u" = 4243 . . —, (3.64)
AGrt— (4A1/(1+3)%)
| (434(1+ )2 1)
M=2r (3.65)

| |
(1= &) (14 )
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100~ -

H - Acrecion fluido ultra-rigido

80 -
Métrica 1

— =02
60 - ] — [1=0.4
[1=0.6
I : — =08
o - — =10

20+ -

Figura 3.5: Acrecion para fluido ultra-rigido utilizando la métrica 1 (3.9), utilizando valores de
M=1,0=0.8,A0=2.5,A; =1.5,A =0.1y valores variables de /;.

Las tasas de acrecién obtenidas por las ecuaciones (3.63) y (3.65) se presentan el las Figuras
3.5 y 3.6 respectivamente. Ambas figuras muestran que la tasa de acrecion aumenta asintotica-
mente a medida que nos acercamos a la superficie del agujero negro. Esto es consistente con el
hecho de que para una particula que cae y se acerca a la superficie del agujero negro su veloci-
dad aumenta constantemente. Es decir un observador estatico local en r = rg observara que la
particula se aproxima al horizonte de eventos a lo largo de una geodésica radial a una velocidad
cercana a la de la luz, pero a una velocidad estrictamente menor [20]. En cambio a medida que
aumenta r la tasa de acrecion disminuye, debido a que la materia circundante se aleja de la zona
de atraccion gravitacional. En el caso de la métrica 1 la tasa de acrecion disminuye a medida
que aumenta el pardmetro /;. En el caso de la métrica 2 ocurre lo contrario, la tasa de acrecion

aumenta cuando /, aumenta.
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Figura 3.6: Acrecion para fluido ultra-rigido utilizando la métrica 2 (3.13), utilizando valores
deM=1,0=0.8,Ag =2.5,A; = 1.5 y valores variables de /;.
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De igual forma para un fluido ultra-relativista, valor k = 1/2 y utilizando las expresiones

A(r),B(r),C(r) y D(r) determinadas en las ecuaciones (3.15) a (3.20), se obtiene:

Para la métrica 1 dada por (3.9):

2
i Jieadrt 034
3 6 3—n
947 814] (H—Exp(’n_3 A)11)3

oy — — , (3.66)
2/(1+Exp (;_3A> )2

A5/2
M=12V2n 1 . (3.67)

( 2M Q2) 3/2
- 2.2 ]6A4I’4 1-=24%5

3(1+E (r% A)l sj2 | Mo g 107 4 EE
r(1+Exp(5=A)h) 943 81A° (1+Exp(’3_‘§A)11)3

n

Para la métrica 2 dada por (3.13) se obtiene:

943 81A% (1+33
u = ; 4 , (3.68)
2/(1+3)?

oM, 02
44272 i\/16Agr4 _4(1—7+%)

A2

s 3/2
2 4 7 Cad
P14 5)52 4A0;2 n 16Aog4 44 rl+ )

r 947 81A] (l+r%)3

Las tasas de acrecion obtenidas por las ecuaciones (3.67) y (3.69) se presentan en las Figuras

M =12\2x

(3.69)

3.7 y 3.8 respectivamente. En este caso las figuras muestran que, a medida que nos acercamos
a la superficie del agujero negro la tasa de acrecidon aumenta constantemente, de forma similar
como ocurre en el caso del fluido ultra-rigido. En el caso de la métrica 1 la tasa de acrecién
aumenta a medida que aumenta el pardmetro /. En el caso de la métrica 2 ocurre lo contrario,

la tasa de acrecion disminuye cuando /; aumenta.
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Figura 3.7: Acrecidn para fluido ultra-relativista utilizando la métrica 1 (3.9), utilizando valores
deM=1,0=0.8,A0=2.5,A; = 1.5,A =0.1 y valores variables de /;.



67

501 -
| ~Acrecion fluido ultra-relativista
or - Métrica 2
— [r=1
301 - — [»=2
IV S — =3
I ’ — =4
20¢ - — =5
1ol )
oc, s, ——
05 1.0 1.5 2.0 25 3.0
r

Figura 3.8: Acrecion para fluido ultra-relativista utilizando la métrica 2 (3.13), utilizando val-
oresde M =1,0=0.8,A9 =2.5,A; = 1.5 y valores variables de /,.



68

Capitulo 4

CONCLUSIONES

Utilizando los principios de conservacion de la energia y conservacion de particulas fue
posible determinar un formalismo general para el andlisis de la acrecion esférica estacionaria,
en base a la forma genérica de la métrica utilizada para la solucién de un agujero negro: ds”> =
A(r)de® — g5 — C(r) (d6? + sin 0d9?)

Se determiné el Hamiltoniano y las ecuaciones dindmicas del sistema en funcién unicamente
de las componentes A(r) y C(r) de la métrica.

Se pudo construir un Hamiltoniano y sus ecuaciones dindmicas incorporando el pardmetro
k de la ecuacidn de estado para fluidos isotérmicos.

Se establecié una metodologia generalizada para determinar los puntos criticos para fluidos
isotérmicos, y fue posible aplicar las expresiones para determinar el comportamiento de fluidos
ultra-rigidos, ultra-relativistas, sub-relativistas y de radiacion.

Se evidenci6é que cuando 7 > 7, se pueden tener acrecion (o emisién) supersénica si
v < —ve (0v>v.). Cuando —v. < v < v, se produce acrecién/emision subsonica con una
velocidad que disminuye cerca del horizonte.

Cuando 7 = JZ se tiene la acrecién de Bondi no relativista estdndard siempre y cuando el

sistema pase de un régimen supersonico a subsonico a medida que aumenta r. Si se pasa de un
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régimen subsonico a supersonico se viola las condiciones de contorno (cuando r — +oco debe
cumplirse que v — 0), por lo tanto en este tltimo caso se tienen comportamientos inestables y
poco probables.

Si se tiene que .77 < . es indicativo de flujos subcriticos que no alcanzan el punto critico,
ademds violan las condiciones de contorno ya que indican que cuando r — +oco también v —
+o0, por lo tanto constituyen un comportamiento no fisico.

El comportamiento dindmico de los fluidos isotérmicos es relativamente similar. Esto se
establece comparando las Figuras 3.2 a 3.4 donde las tendencias generales son las mismas.

La componente B(r) de la métrica fue el principal factor determinante en el comportamiento
de la acrecion. Los pardmetros [ y [ de las métricas respectivas afectan de manera significativa
la tasa de acrecion.

La tasa de acrecién aumenta asintéticamente a medida que nos acercamos a la superficie
del agujero negro, consistente con el hecho de que para una particula que cae y se acerca a la
superficie del agujero negro su velocidad aumenta constantemente.

La tasa de acrecion disminuye a medida que aumenta r, debido a que la materia circundante

se aleja de la zona de atraccion gravitacional.
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