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RESUMEN

En el presente trabajo se implementan redes neuronales informadas por fisica (PINNs) para la
resolucion de ecuaciones diferenciales obtenidas de la aplicacion del método de conjuntos de nivel en
problemas de evolucién de interfaces. Estos problemas son la rotacion del circulo, rectangulo y disco
de Zalesak a través de un punto en el plano y la deformacién de un circulo en un vortice. Se realizan
comparaciones con distintas configuraciones de los parametros de las PINNs variando la cantidad de
capas, neuronas, funcién de activacion de cada neurona, puntos de colocacién y nimero de iteraciones
de entrenamiento. Para estas comparaciones se utilizan las métricas L;, IoU y porcentaje de pérdida
de area. Se concluyd que para estos problemas, la resoluciéon mediante PINNs con redes neuronales
completamente conectadas de 5 capas y 200 neuronas, donde se utilizan 10000 puntos de colocacién,
generalmente obtienen métricas robustas después de 500000 iteraciones de entrenamiento; ademas, la

funcion de activacion sigmoide tiene un comportamiento mas estable que la funcién tangente
hiperbdlica. Esta configuracién puede servir como punto de partida para investigaciones futuras sobre
problemas del método de conjuntos de nivel.

Palabras clave: Método de Conjuntos de Nivel, Curvas de Nivel, Redes Neuronales, Redes
Neuronales Informadas por Fisica, PINN, Funciones de Distancia con Signo, Ecuaciones Diferenciales



ABSTRACT

In the present work, physics informed neural networks (PINNs) are implemented to solve differential
equations obtained from the application of the level set method in interface evolution problems.
These problems are the rotation of the circle, rectangle and Zalesak disk about a point in the plane
and the deformation of a circle into a vortex. Comparisons are made with different configurations of
the PINNs parameters by varying the number of layers, neurons, activation function of each neuron,
collocation points and number of training iterations. For these comparisons, the metrics L;, IoU and
area loss percentage are used. It was concluded that for these problems, the resolution by PINNs
with fully connected neural networks of 5 layers and 200 neurons, where 10000 collocation points are
used, generally obtain robust metrics after 500000 training iterations; in addition, the sigmoid
activation function has a more stable behavior than the hyperbolic tangent function. This setup can
serve as a starting point for future research on level set method problems.

Key words: Level Set Method, Level Curves, Neural Networks, Physics Informed Neural Networks,
PINN, Signed Distance Functions, Differential Equations
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Aplicacién de Redes Neuronales Informadas por
Fisica (PINNs) en el Método de Conjuntos de Nivel

Diego Heredia, Israel Pineda

Resumen—En el presente trabajo se implementan redes
neuronales informadas por fisica (PINNs) para la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales obtenidas de la aplica-
cién del método de conjuntos de nivel en problemas de
evolucién de interfaces. Estos problemas son la rotacién
del circulo, rectangulo y disco de Zalesak a través de
un punto en el plano y la deformaciéon de un circulo
en un voértice. Se realizan comparaciones con distintas
configuraciones de los parametros de las PINNs variando
la cantidad de capas, neuronas, funciéon de activacién
de cada neurona, puntos de colocacién y nimero de
iteraciones de entrenamiento. Para estas comparaciones
se utilizan las métricas L1, IoU y porcentaje de pérdida
de area. Se reportan los resultados y se presentan
conclusiones.

Palabras Clave—Método de Conjuntos de Nivel, Curvas
de Nivel, Redes Neuronales, Redes Neuronales Infor-
madas por Fisica, PINN, Funciones de Distancia con
Signo, Ecuaciones Diferenciales

I. INTRODUCCION

L método de conjuntos de nivel es un algoritmo

matematico que permite describir la evolucién de
una interfaz a través del tiempo mediante la resolucién de
una ecuacion diferencial. La solucién de esta ecuacion es
un campo escalar cuyos conjuntos de nivel 0 en diferentes
instantes de tiempo representan los cambios de la interfaz.
La principal ventaja de esta representacion es la capacidad
de abordar los cambios en la topologia de forma natural
[1]. El método de conjuntos de nivel ha sido ampliamente
utilizado en varios campos como el procesamiento de
imdgenes [2], dindmica de fluidos [3] y el modelado de
superficies y gréaficos por computadora, por ejemplo, Pineda
y Gwun [4] implementaron este método para la simulacién
del crecimiento de hojas representandolas como interfaces
en dos dimensiones.

Una ecuacién diferencial puede resolverse por métodos
analiticos o numéricos. En aplicaciones del mundo real,
pocas veces se puede encontrar una solucién exacta me-
diante métodos analiticos y por esta razén se buscan
mayormente aproximaciones numéricas de las soluciones.
Estas aproximaciones pueden llegar a ser complejas debido
a la generacion de grillas y en problemas con alta dimensién.
Para este objetivo también se han desarrollado modelos
de aprendizaje de méquina, sin embargo su entrenamiento
requiere de grandes cantidades de datos y por lo general,

D. Heredia e I. Pineda forman parte de la Universidad San Francisco
de Quito USFQ

estos no estdn disponibles para problemas cientificos [5].
Bajo este contexto, es necesario implementar modelos que
permitan abordar estos problemas y uno de ellos se basa en
la incorporacién de informacién de leyes fisicas al modelo
de redes neuronales, lo que se conoce como Red Neuronal
Informada por Fisica (PINN), con el fin de reducir el
tiempo de entrenamiento de los modelos y la cantidad
de datos necesarios. En el caso de la ecuacion del método
de conjuntos de nivel, la informacién anadida se refiere a
la inclusién de la misma ecuacién diferencial en la funcién
de pérdida de la PINN, con el objetivo de que su solucién
sea aproximada mientras se minimiza la pérdida en el
entrenamiento de la red.

Se han desarrollado modelos y aplicaciones sobre PINNs en
distintos campos. Chacalo et al. [6] implementaron PINNs
para la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
de los modelos Lotka Volterra, Fitzhugh Nagumo y el
modelo epidemioldgico de poblacién susceptible, infectada
y recuperada (SIR). También, Zubov et al. [7] presentan
algunos ejemplos de aplicaciones de PINNs siendo uno de
ellos el estudio de la propagaciéon de incendios forestales
mediante una PINN que resuelve una ecuaciéon de conjunto
de nivel. Dabrowski et al. [8] presentan este problema con
mayor detalle y muestran que el uso de PINNs para el
método de conjuntos de nivel puede producir predicciones
precisas incluso con la incertidumbre de los datos del mundo
real.

En el presente proyecto se implementaron modelos de
PINNSs para resolver ecuaciones diferenciales del método
de conjuntos de nivel relacionadas con la rotacion y la
deformacion de interfaces. Especificamente, se model6 la
rotaciéon de un circulo, rectangulo y disco de Zalesak y la
deformacion de un circulo en un vortice. El objetivo fue
comparar el desempeno de las PINNs en estos problemas
y para esto se disefiaron varios modelos con diferentes
configuraciones de las PINNs completamente conectadas,
modificando la cantidad de capas y neuronas de la red
neuronal y las funciones de activaciéon de las neuronas.
También se entrenaron las PINNs con distintas cantidades
de puntos de datos, que son conocidos como puntos de
colocacién. Para la comparacién se utilizaron las métricas
L1, IoU y el porcentaje de pérdida de area de las interfaces
en el tiempo final de la simulacién, con respecto a las
interfaces tedricas. Estos experimentos y comparaciones se
realizaron con el objetivo de encontrar una configuracion
que presente resultados adecuados para todos los problemas
presentados que puede servir como punto de inicio para



futuras investigaciones en cuanto a problemas relacionados
con el método de conjuntos de nivel.

En las siguientes secciones se presenta la metodologia
del proyecto, donde se expone una explicacién tedrica
del método de conjuntos de nivel y las funciones de
distancia con signo, las PINNs, los pardmetros de los
experimentos implementados y las métricas de comparacién
que se utilizaron. Luego se presentan los resultados de cada
experimento. Finalmente, se presentan las conclusiones y
recomendaciones del proyecto.

II. METODOLOGIA
1I-A.  Método de Conjuntos de Nivel

El conjunto de nivel £ de un campo escalar f : A —
R, donde A es un conjunto y k € R; se define como el
subconjunto de puntos = € A tales que f(x) = k. Estos
conjuntos se denominan curvas de nivel cuando A = R?, y
superficies de nivel cuando A = R3.

El método de conjuntos de nivel es un algoritmo matema-
tico que permite describir el movimiento de una interfaz
en el tiempo. Sea D C R™ el dominio de estudio, dada
una region cerrada 2 C D, se simboliza la region interior
como 2~ C Q, la region exterior como Qt = D\ Q~
y la interfaz como I' = 9. El objetivo del método es
calcular el movimiento de esta interfaz I' bajo un campo de
velocidad 7; este puede depender de la posicién, tiempo,
geometria de la interfaz o fenémenos fisicos externos. La
idea propuesta por Osher y Sethian [3], consiste en definir
una funcién suave o al menos Lipschitz continua ¢(z,t),
con x = (x1,...,x,) € R™ que represente la interfaz como el
conjunto donde ¢(z,t) = 0; es decir, el conjunto de nivel 0
de ¢. La funcion de nivel ¢ debe cumplir con las siguientes
propiedades:

d(x,t) >0 si xeQF
d(z,t) =0 sixedQ=T(t)
d(z,t) <0 sixeQ”

De esta forma, la interfaz puede ser identificada en to-
do momento, localizando el conjunto I'(t) para el cual
¢(z,t) = 0. El movimiento es analizado utilizando el campo
de velocidad 7; en este caso U es la velocidad deseada
en la interfaz y es arbitraria en cualquier otro lado. La
ecuacién que describe este movimiento es:

9¢

T U -Vo=0
Mediante la resolucién de la ecuacién diferencial anterior,
se puede encontrar la funcién cuyos conjuntos de nivel 0
modelen el movimiento de la interfaz a través del tiempo.

En aplicaciones practicas del método de conjuntos de nivel,
se busca que la funcién ¢ sea una funciéon de distancia con
signo relativa a I'. Para « € R™, una funcién de distancia
d(x) relativa a T', se define como [9]:

d(x) = min d(x,xr)
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donde d(z, 1) representa la distancia entre z y ;. Para
este proyecto se consideré la distancia euclidiana. Esta
funcién cumple que d(z) = 0 en la frontera de la interfaz
00 =TI'. Luego, una funcién de distancia con signo relativa
a I' es aquella que cumple con la siguientes propiedades:

d(z) =d(z) sizeQt
¢(x) =0 sized="T
¢(x) = —d(x) si zeQ”

Este tipo de funciones permiten que ¢ no se vuelva
demasiado plana ni demasiado empinada cerca de I'(t), lo
que ayuda a evitar problemas con el cdlculo de gradientes
con algoritmos numéricos [3]. Ademds, se cumple que
|[V¢| =1 casi en todas partes, a excepcién de ciertos puntos
que son equidistantes de al menos dos puntos en la interfaz;
sin embargo, esto no implica un deterioro en el desempeno
de los algoritmos numéricos [9]. De esta forma, se utilizaron
funciones de distancia con signo como funciones iniciales
de los problemas del método de conjuntos de nivel.

En este proyecto se considerd el dominio D = {(z,y) €
R? |0 <2 <1,0<y <1}y se utilizaron funciones de
distancia con signo como funciones iniciales del método,
cuando la interfaz es un circulo, rectangulo y disco de
Zalesak. La funcién para el circulo es:

bo.c(z,y) =/ (x—05)2+(y—05)2-0,15 (1)

La funcién para el rectangulo es:

¢o.r(2,y) = min(0, max(ry,r))+
\/maX(O, r1)? + max (0, r2)?

donde r; y 79 se calcula de la siguiente manera:

(2)

r1=max(P, , —z,x — Ps,)

ro = max (P, —y,y — Pay)

donde P ., P1 , son las coordenadas z,y del punto de la
esquina inferior izquierda del rectangulo y P ., P» , son las
coordenadas del punto de la esquina superior derecha del
rectangulo. Asi, para este caso se consideré que P; , = 0,4,
Piy=02 P, =06, P, =08 Finalmente, la funcién
inicial del disco de Zalesak se obtiene combinando la funcién
del circulo y del rectangulo de la siguiente forma:

d)O,Z (37, y) = max((/)o,c(ac, y)7 _¢0,T (.’[7, y)) (3)

con la diferencia de que los puntos para el calculo de
¢o.r(z,y) fueron P, = (0,45,0,50) y P> = (0,55,0,80). En
la Figura 1 se presentan las curvas de nivel de las funciones
de distancia con signo para el circulo, rectangulo y el disco
de Zalesak.

En este proyecto se analizaron dos problemas del método
de conjuntos de nivel, que son la rotacién y la deformacién
de interfaces. Se parametrizaron las ecuaciones para que
la interfaz regrese a la posicion inicial en el tiempo t = 1.
De esta forma, el campo vectorial para la rotacion de una
interfaz sobre el punto (0,5,0,5) que se utilizé fue:

7= ()



Figura 1. Curvas de nivel de las funciones de distancia con signo
para el circulo, rectdngulo y el Disco de Zalesak. La interfaz de color
negro representa la curva de nivel 0.

y el campo vectorial que se utilizé para la deformacién de
la interfaz en un vértice es:

8sin?(wx)sin(2my)cos(mt)

7 - . . 9
—8sin(2mwx)sin®(my)cos(mt)

De esta forma, la ecuacion diferencial para la rotacién sobre

el punto (0,5,0,5) es:

9 _
ot

27 (y — 0,5)% + 2m(x —0,5)

9¢
Ay

y la ecuacién diferencial para la deformacion de una interfaz
en un vortice es:

0 (4

o¢ =— 83in2(77x)8in(27ry)cos(7rt)a—
ot Oz (5)
+ 8sin(2mx)sin? (ry)cos(mt) g—j

II-B.  Redes Neuronales Informadas por Fisica (PINNs)

Una red neuronal informada por fisica (PINN) es un tipo
de red neuronal en la que el aprendizaje no se enfoca
tunicamente en el procesado de datos como inputs de la red,
sino que también utiliza la informacién fisica disponible

del problema para mejorar la velocidad del entrenamiento.

Una ventaja de esta metodologia es que la incorporacién
de este tipo de informacién también permite reducir la
cantidad de datos necesarios para el entrenamiento [10].

Hornik et al. [11] plantean que una red neuronal puede
aproximar cualquier funcién con la suficiente informacion y
entrenamiento. Con este razonamiento, estos modelos han

sido utilizados con el fin de resolver ecuaciones diferenciales.

La incorporacién de informacién fisica en la red estd
relacionada con la resolucién de una ecuacién; y se la
realiza en la funcién de pérdida de la red neuronal, la cual
debe ser minimizada. De esta forma, cuando el algoritmo
converge también se resuelve la ecuacién diferencial.
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Raissi et al. [12] presentan el método de resolucién de
ecuaciones diferenciales mediante PINNs. Especificamente,
se desarrollan soluciones basadas en datos para ecuaciones
diferenciales parciales de la forma general:

u +Nu =0, zeQ,tel0,T) (6)

donde u(t, x) es la solucién oculta de la ecuaciéon, N'[-] es un
operador diferencial no lineal y © es un subconjunto de R”.
Los autores desarrollan algoritmos tanto para problemas
continuos con respecto al tiempo y problemas discretos. En
este caso, el objeto de estudio son los problemas continuos.
Se define f(t,z) como el lado izquierdo de la ecuacién (6),
es decir,

fo=u + NTul (7)

y se procede a aproximar u(t, z) mediante una red neuronal
profunda (DNN). Esta suposicién junto con la ecuacién
(7) dan como resultado la PINN f(¢,z). De esta forma,
se pueden aprender los parametros compartidos entre las
redes neuronales u(t,z) y f(¢,2) minimizando la pérdida
de error cuadratico medio (MSE):

MSE =MSE, + MSE; (8)
donde:

N
1 - S )
MSE, = N E lu(tl, ) — u'[?
Uoi=1

1 Y o
MSE; = 531t 5)P
i=1

En esta definicién, el conjunto {t%,z%, u’}N* representa
los datos de entrenamiento de las condiciones iniciales y de
frontera en u(t, z); y el conjunto {t ,:clj}}f\;fl especifica los
puntos de colocacién para f(t,z). De esta forma, la pérdida
MSE, corresponde a los datos de las condiciones iniciales
y de frontera de la ecuacién, mientras que M SEy refuerza
la estructura impuesta por la ecuacién (6) en un conjunto
finito de puntos de colocacién [12]. Cabe mencionar que
el calculo del operador diferencial, que es incluido en
la funcién de pérdida, se realiza mediante diferenciaciéon
automatica, tomando las derivadas con respecto a las
coordenadas de entrada de la red (espacio y tiempo). En
general, los autores indican que a pesar de que no existe
garantia tedrica de que el procedimiento converja a un
minimo global, la evidencia empirica indica que, si la
ecuacién diferencial parcial dada esta bien planteada y
su solucién es tnica, entonces el método es capaz de lograr
una buena precisiéon de prediccién dada una arquitectura
de red neuronal suficientemente expresiva y un ntmero
suficiente de puntos de colocacién Ny [12].

La funcién de pérdida en una PINN puede incluir pesos
para cada uno de los términos de ecuacién (8), es decir, la
funcién de pérdida de la PINN es:

MSE = w,MSE, +w;MSE;

donde w, y w¢ son los pesos utilizados para balancear la
interaccion de los términos.



En los problemas del método de conjuntos de nivel de
este trabajo, para la funcién de pérdida proveniente de
los datos M SE, se consideré las condiciones iniciales de
cada problema. Es decir, que la funcién de nivel en el
tiempo t = 0 ¢g, sea la propuesta en cada modelo. Ademas,
se considera la misma incidencia para esta pérdida y la
relacionada con la ecuacion diferencial, es decir, se considerd
que:
wy, =wy =1

Esta consideracion se plantea debido a que el objetivo del
proyecto es comparar modelos de PINNs que no tengan
alteraciones ni consideraciones especiales diferentes de un
modelo de redes neuronales normal.

En la Figura 2 se presenta el diagrama utilizado para la
implementacion de la PINN en la resolucién de la ecuacion
del método de conjuntos de nivel.

II-C.  Experimentos

En este proyecto, se implementaron PINNs para resolver
los siguientes problemas:

= Rotacién del circulo, utilizando la ecuacién diferencial
(4) con la funcién inicial de la ecuacién (1)

= Rotacién del rectangulo, utilizando la ecuacién dife-
rencial (4) con la funcién inicial de la ecuacién (2)

= Rotacion del disco de Zalesak, utilizando la ecuacién
diferencial (4) con la funcién inicial de la ecuacién (3)

s Deformacién del circulo en un vértice, utilizando la
ecuacién diferencial (5) con la funcién inicial de la
ecuacién (1)

Para cada uno de los problemas, se consideraron las
siguientes configuraciones de la PINN completamente
conectadas:

= 3 capas con 100 neuronas cada una
= 5 capas con 200 neuronas cada una

Ademéds, para las neuronas de cada configuraciéon anterior,
se consideraron las siguientes funciones de activacion:

= Sigmoide
= Tangente Hiperbdlica

Los puntos de colocacién de las PINNs fueron seleccionados
de forma aleatoria en cada iteracion del algoritmo. El
procedimiento fue seleccionar aleatoriamente una cantidad
n de ntmeros entre 0 y 1 para cada eje x e y y luego
formar una malla con estos niimeros de tal forma que se
tengan n x n coordenadas de puntos (z,y). Se emparej6
a cada una de estas coordenadas con un tiempo aleatorio
entre 0 y 1, que es la ventana de simulacién con la cual
se parametrizaron los experimentos. Asi, la cantidad de
puntos de colocacién por cada configuracion de la PINN
fue:

= 80 x 80 = 6400 puntos de colocacién
= 100 x 100 = 10000 puntos de colocacién
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Finalmente, todos los casos se entrenaron con 2000000
de iteraciones y se tabularon los resultados cada 50000
iteraciones. Los entrenamientos fueron realizados utilizando
una GPU NVIDIA RTX 4070 de 12 GB de VRAM.

1I-D. Métricas de Comparacion

Con el objetivo de comparar las interfaces predichas por
el modelo con las interfaces tedricas, se utilizaron las
siguientes métricas:

II-D1. Meétrica L,: Esta métrica representa la precision
de la ubicacién de la interfaz. Se calcula el drea donde las
interfaces no se solapan y se divide este resultado para el
perimetro de la interfaz teérica L. La férmula, propuesta
por Sussman y Fatemi [13], es:

1
Z / |H(¢teérico) - H(¢predicho)|dxdy

donde H(¢) es la funcién de Heaviside evaluada en la
funcién de nivel. En este caso, la funciéon de Heaviside se

define como:
H(z)= 1
=0

Se utiliza la funcién de Heaviside para capturar las areas
de cada interfaz ya que, por la naturaleza de las funciones
de nivel en esta aplicacion, todos los valores de ¢ menores
a 0 proyectados perpendicularmente en el plano xy se
encuentran en el interior de la interfaz.

1I-D2.  Intersection Over Union: La métrica Intersection
Over Union (IoU), también conocida como indice de
Jaccard, es la relacién entre el area de interseccién y el
area de union entre dos figuras. Asi, esta métrica cuantifica
qué tan bien se alinean dos interfaces. Sean dos figuras
A,B C S € R", entonces [14]:

|AN B
|AU B|

siz <0

caso contrario

IoU =

En este caso, A y B representan las interfaces teéricas
y predichas por el modelo. Una puntuacién de IoU mas
alta implica una prediccién mas precisa y sus valores se
encuentran en el rango de 0 a 1.

1I-D3.  Porcentaje de pérdida de drea: Se calcula el porcen-
taje de pérdida del area de la interfaz predicha, en relacién
con el area de la interfaz tedrica para cada problema. La
féormula es:

Ate()rica - Apredicha % 100
Atcérica

Si el valor es positivo, el drea predicha es menor que la
tedrica; mientras que si es negativo, entonces el area inferida
es mayor.

Para cada uno de los escenarios propuestos para el proyecto,
es decir, para cada PINN, se calculan las métricas Ly, IoU
y el porcentaje de pérdida de area de la interfaz predicha
por la PINN en comparacién con la interfaz tedrica en el
tiempo t = 1.
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Figura 2.

Los cédigos para la implementacion de los experimentos
del proyecto se encuentran disponibles en GitHub en
https://github.com/dherediad /PINNs-LSM.

III.

En esta seccion se presentan los resultados de la implemen-
tacién de los experimentos. Primero se grafica la evolucion
de las métricas Ly, IoU y porcentaje de pérdida de area
en el tiempo ¢t = 1 de cada modelo implementado para
cada experimento (circulo, rectdngulo, disco de Zalesak
y voértice) cada 50000 iteraciones de entrenamiento. Para
diferenciar los modelos en la leyenda de cada grafico, se
utiliza la notacién: “nimero de capas + ¢ + numero de
neuronas + n + funcién de activacién”. De cada problema
se obtiene el mejor modelo comparando los valores de las
métricas. Para determinar el mejor modelo, se selecciona
la configuracién de la red neuronal que alcance el maximo
valor de IoU, minimo de L; y minimo del valor absoluto
del porcentaje de pérdida de area; o aquel que cumpla con
2 de los 3 criterios.

RESULTADOS

Después, de los mejores modelos se presenta la evolucién
a través del tiempo de la funciéon de nivel junto con la
curva de nivel 0, se realiza una comparacién grafica de
las interfaces tedricas y predichas en el tiempo ¢t =1 y se
grafica la pérdida de area con respecto a la interfaz tedrica
en varios instantes de tiempo.

III-A.  Rotacion del circulo

En la Figura 3 se presenta la evolucion de las métricas
para el problema de la rotacién del circulo de los modelos
cuyos entrenamientos incluyeron 100 x 100 = 10000
puntos de colocaciéon. Se puede ver que casi todas las

Pérdida de condidén inicial

Pérdida de
EDP

Pérdida Total

Diagrama esquematico de la PINN para resolver la ecuacién del método de conjuntos de nivel.

configuraciones obtienen buenos resultados a partir de las
200000 iteraciones, con valores de IoU mayores a 0,8. En
general, los modelos con 5 capas y 200 neuronas tienen
un mejor desempeno en comparaciéon con los de 3 capas y
100 neuronas. Sin embargo, cuando se utiliza la funcién de
activacion tangente hiperbolica existe mayores oscilaciones
en las métricas, lo que implica que en ciertas iteraciones el
error L sea menor con esta funcién de activacion.

Es interesante notar que para los modelos con redes de 3
capas, las configuraciones con funcién sigmoide o tangente
hiperbodlica no se diferencian en estabilidad a través de las
iteraciones. El problema con estos modelos es que pueden
empezar con métricas muy deficientes; como es el caso de
la funcién sigmoide que en 50000 iteraciones tiene IoU de
0 y pérdida de drea del 100 %. Por lo tanto, para utilizar
estos modelos en diferentes aplicaciones se debe tomar en
cuenta que requieren una mayor cantidad de iteraciones
para alcanzar buenos resultados.

El mejor modelo para este problema, que obtuvo el mayor
valor de IoU y menor valor de L fue el de 5 capas con 200
neuronas cada una, con funcién de activacién sigmoide
utilizando 100 x 100 = 10000 puntos de colocacién y
con 1700000 iteraciones de entrenamiento. El tiempo de
ejecucion del entrenamiento fue 4 horas y 31 minutos.

En la Figura 4 se presenta la comparaciéon de la interfaz
tedrica y predicha por el mejor modelo mencionado ante-
riormente, en el tiempo ¢ = 1. Visualmente no existe una
diferencia entre ambas interfaces, por lo que el modelo es
aceptable en este aspecto. Sin embargo, existe una pérdida
de drea del 0,12% con respecto al area tedrica. Cabe
destacar que si el objetivo practico de la implementacién
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Figura 3. Valores de las métricas L1, IoU y porcentaje de pérdida
de area de la interfaz tedrica en el tiempo ¢t = 1, en comparacién con
la interfaz predicha por cada modelo en t = 1 segun el nimero de
iteraciones utilizadas en el entrenamiento de cada modelo. Se utilizan
100 x 100 = 10000 puntos de colocacién. El problema evaluado es la
rotacién del circulo.

del modelo es de caracter visual, entonces el modelo cumple
con las expectativas.

Finalmente, en la Figura 5 se presentan los porcentajes
de pérdida de area de la interfaz predicha con respecto a
la interfaz tedrica a través del tiempo, utilizando el mejor
modelo. En este grafico se evidencia que durante toda la
trayectoria de la interfaz, existen pequefios porcentajes
de pérdida de area, siendo el mayor porcentaje en valor
absoluto de 0,13% aproximadamente. Los porcentajes
negativos indican aumento de area con respecto a la interfaz
tedrica y los positivos disminucién del area. En el tiempo
t = 0,43 el modelo alcanza el minimo porcentaje en valor
absoluto. Antes de este tiempo, la interfaz predicha era
mas grande que la tedrica y después de este instante de
tiempo, fue perdiendo area progresivamente. En general,
el comportamiento no fue completamente mondtono sino
que constantemente fue perdiendo y ganando &rea.

III-B. Rotacion del rectangulo

En la Figura 6 se presenta la evolucion de las métricas
para el problema de la rotacién del rectangulo de los
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Figura 4. Comparacién de la interfaz teérica en t = 1 con la interfaz
predicha por el mejor modelo para el problema de la rotacién del
circulo. La linea punteada de color negro corresponde a la interfaz
tedrica y la linea sélida de color azul a la interfaz predicha.
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Figura 5. Porcentaje de pérdida de area de la interfaz teérica a
través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la
rotacién del circulo.

modelos cuyos entrenamientos incluyeron 100x 100 = 10000
puntos de colocacién. Se evidencia un comportamiento
inestable del modelo con 5 capas y 200 neuronas con la
funcién tangente hiperbdlica. Existen ciertas iteraciones
donde este modelo es mejor que el que utiliza la funcién
sigmoide; sin embargo, el de la funcién sigmoide no presenta
cambios drasticos. En este problema se puede evidenciar
con mayor facilidad la diferencia entre los modelos con
funcién sigmoide y tangente hiperbélica en las primeras
iteraciones. Para el modelo de 5 capas se puede ver que la
funcién sigmoide alcanza IoU mayor a 0,9 a partir de las
400000 iteraciones; mientras que los modelos con tangente
hiperbdlica alcanzan valores cercanos a 0,95 inicamente
con 100000 iteraciones.

El mejor modelo para este problema, que obtuvo el mayor
valor de IoU y menor valor de L; fue el de 5 capas con 200
neuronas cada una, con funcién de activacién sigmoide
utilizando 100 x 100 = 10000 puntos de colocacién y
con 1900000 iteraciones de entrenamiento. El tiempo de
ejecucion del entrenamiento fue 5 horas y 4 minutos.

En la Figura 7 se presenta la comparaciéon de la inter-
faz tedrica y predicha por el mejor modelo mencionado
anteriormente, en el tiempo ¢ = 1. Se puede ver que las
lineas verticales del rectangulo predicho son maés rectas
que las lineas horizontales. La interfaz se deforma en las
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Figura 6. Valores de las métricas L1, IoU y porcentaje de pérdida
de area de la interfaz tedrica en el tiempo ¢t = 1, en comparacién con
la interfaz predicha por cada modelo en ¢t = 1 segtn el ntimero de
iteraciones utilizadas en el entrenamiento de cada modelo. Se utilizan
100 x 100 = 10000 puntos de colocacién. El problema evaluado es la
rotacién del rectangulo.

esquinas y no es completamente igual al rectangulo teérico.

Aqui se empieza a notar la dificultad propia del método de

conjuntos de nivel para capturar esquinas en las interfaces.

Finalmente, en la Figura 8 se presentan los porcentajes
de pérdida de area de la interfaz predicha con respecto a
la interfaz tedrica a través del tiempo, utilizando el mejor
modelo. Dado que todos los valores del grafico son negativos,
entonces el rectangulo predicho siempre tuvo mayor area en
comparaciéon con el teérico; con un maximo porcentaje de
crecimiento de 0,26 %, en ¢t = 0. En los tiempos siguientes,
este porcentaje disminuye, por lo que la interfaz se corrige
al pasar el tiempo. A pesar de que en ningin momento la
interfaz predicha es idéntica a la tedrica se debe considerar
que los porcentajes en los que ambos no son iguales son
pequenos.

III-C. Rotacion del disco de Zalesak

En la Figura 9 se presenta la evolucion de las métricas
para el problema de la rotacién del Disco de Zalesak de los
modelos cuyos entrenamientos incluyeron 80 x 80 = 6400
puntos de colocacién. De forma similar que los problemas
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Figura 7. Comparacién de la interfaz tedrica en ¢t = 1 con la interfaz
predicha por el mejor modelo para el problema de la rotacién del
rectangulo. La linea punteada de color negro corresponde a la interfaz
tedrica y la linea sélida de color azul a la interfaz predicha.
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Figura 8. Porcentaje de pérdida de area de la interfaz tedrica a
través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la
rotacién del rectangulo.

anteriores, se evidencia un comportamiento inestable del
modelo con 5 capas y 200 neuronas con la funcién tangente
hiperbdlica. A pesar de tener este comportamiento, este
modelo se mantiene en valores de IoU mayores a 0,8,
aproximadamente. Se observa una mayor diferencia entre
los modelos con 5 y 3 capas, ya que los de 3 capas no logran
superar valores de IoU de 0,9 y presentan valores menores
a 0,6 hasta 1250000 iteraciones. Cuando se utilizan 10000
puntos de colocacién el modelo con tangente hiperbélica
supera un IoU de 0,8 en 850000 iteraciones; sin embargo
no alcanza valores mayores a los modelos con 5 capas.

El mejor modelo para este problema, que obtuvo el mayor
valor de IoU y menor valor de Ly fue el de 5 capas con
200 neuronas cada una, con funcién de activacion tangente
hiperbdlica utilizando 80 x 80 = 6400 puntos de colocacién
y con 1750000 iteraciones de entrenamiento. El tiempo de
ejecucion del entrenamiento fue 3 horas y 44 minutos.

En la Figura 10 se presenta la comparacion de la interfaz
tedrica y predicha por el mejor modelo mencionado ante-
riormente, en el tiempo ¢t = 1. La parte circular del disco
es idéntica visualmente, mientras que la parte rectangular
tiene problemas similares a la rotacién del rectdngulo; es
decir, no se logra capturar de manera idéntica las esquinas.

Finalmente, en la Figura 11 se presentan los porcentajes



Error L; en t=1 vs Nimero de Iteraciones

—— 5c200n_sigmoid
—— 5c200n_tanh

~——— 3¢100n_sigmoid
—— 3c100n_tanh

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 1.2 13 14 15 16 17 18 19 20
Niémero de Iteraciones le6

loU en t=1 vs Nimero de Iteraciones

1.0

0.8

0.6

loU

0.4
—— 5c200n_sigmoid
0.2 —— 5c200n_tanh
—— 3c100n_sigmoid

0.0 —— 3c100n_tanh

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Nimero de Iteraciones le6

Pérdida de Area (%) en t=1 vs Nimero de Iteraciones

100

—— 5c200n_sigmoid
—— 5c200n_tanh
—— 3c100n_sigmoid
60 —— 3c100n_tanh

80

Pérdida de area (%)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Niémero de Iteraciones le6

Figura 9. Valores de las métricas L1, IoU y porcentaje de pérdida
de area de la interfaz tedrica en el tiempo ¢t = 1, en comparacién con
la interfaz predicha por cada modelo en ¢t = 1 segtn el ntimero de
iteraciones utilizadas en el entrenamiento de cada modelo. Se utilizan
80 x 80 = 6400 puntos de colocacién. El problema evaluado es la
rotacion del Disco de Zalesak.

de pérdida de area de la interfaz predicha con respecto
a la interfaz teodrica a través del tiempo, utilizando el
mejor modelo. De forma similar que en la rotacién del
rectangulo, el disco predicho siempre tuvo mayor drea en
comparacion con el tedrico pues sus valores de porcentaje de
pérdida siempre son menores a 0. El maximo porcentaje de
crecimiento es de 0,24 % aproximadamente y se mantiene
entre 0,15% y 0,20 % a partir de ¢ = 0,65. A pesar de
que estos porcentajes no decrecen en el tiempo, se debe
considerar que sus valores son pequefios y que visualmente
la diferencia se encuentra inicamente en las esquinas de la
interfaz.

III-D. Deformacion del circulo en vdrtice

En la Figura 12 se presenta la evolucién de las métricas
para el problema de la deformacién del circulo en un vértice
de los modelos cuyos entrenamientos incluyeron 80 x 80 =
6400 puntos de colocacién. En este problema también se
observa, un comportamiento inestable del modelo con 5
capas y 200 neuronas con la funcién tangente hiperbélica,
especialmente a partir de 1400000 iteraciones, puesto que se
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Figura 10. Comparacién de la interfaz teérica en ¢t = 1 con la interfaz
predicha por el mejor modelo para el problema de la rotacién del
Disco de Zalesak. La linea punteada de color negro corresponde a la
interfaz tedrica y la linea sélida de color azul a la interfaz predicha.

-0.05

-0.10

Porcentaje de pérdida de rea (%)
)

-0.20

-02

5
000 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 080 085 090 095 100
Tiempo

Figura 11. Porcentaje de pérdida de area de la interfaz teérica a
través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la
rotacion del Disco de Zalesak.

obtienen valores de IoU menores a 0,8, que fueron superados
anteriormente en 200000 iteraciones. Se puede ver que para
este problema, los modelos con 3 capas no obtienen buenas
métricas en las primeras iteraciones; por ejemplo, con la
funcién de activacion sigmoide, la métrica IoU es igual a 0
hasta 650000 iteraciones.

El mejor modelo para este problema, que obtuvo el mayor
valor de IoU y menor valor de L; fue el de 5 capas
con 200 neuronas cada una, con funcién de activacién
sigmoide utilizando 80 x 80 = 6400 puntos de colocacién
y con 2000000 iteraciones de entrenamiento. El tiempo de
ejecucion del entrenamiento fue 4 horas y 59 minutos.

En la Figura 13 se presenta la comparacién de la interfaz
teodrica y predicha por el mejor modelo mencionado anterior-
mente, en el tiempo ¢ = 1. Visualmente se pueden encontrar
diferencias entre las dos interfaces, especialmente en la
parte inferior del circulo. Sin embargo, estas diferencias
no representan un cambio dréstico en la figura; ademéas en
t = 1 el valor de la métrica IoU fue 0,976 y gand tinicamente
0,45 % de drea aproximadamente.

Finalmente, en la Figura 14 se presentan los porcentajes
de pérdida de area de la interfaz predicha con respecto
a la interfaz teodrica a través del tiempo, utilizando el
mejor modelo. Durante el proceso de deformacién, el
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Figura 12. Valores de las métricas L1, IoU y porcentaje de pérdida
de area de la interfaz tedrica en el tiempo ¢t = 1, en comparacién con
la interfaz predicha por cada modelo en t = 1 segun el nimero de
iteraciones utilizadas en el entrenamiento de cada modelo. Se utilizan
80 x 80 = 6400 puntos de colocacién. El problema evaluado es la
deformacién del circulo en un vértice.

Figura 13. Comparacién de la interfaz teérica en ¢t = 1 con la interfaz
predicha por el mejor modelo para el problema de la deformacién del
circulo en un vortice. La linea punteada de color negro corresponde a

la interfaz tedrica y la linea sélida de color azul a la interfaz predicha.

adrea de la interfaz siempre fue mayor al del circulo
tedrico siendo el porcentaje méximo de crecimiento de
1% aproximadamente; y por lo general, esta disparidad

estuvo entre el 0,8 % y 1% durante el tiempo de simulacién.

En t =1 el porcentaje se redujo a 0,45 %.
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Figura 14. Porcentaje de pérdida de area de la interfaz teérica a
través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la
deformacién del circulo en un vértice.

III-E.  Mejores modelos

En la Tabla I se resumen las configuraciones de las redes
neuronales de los mejores modelos por problema y se
presentan los valores de sus métricas. La caracteristica
en comun de los mejores modelos es que sus redes estan
formadas por 5 capas con 200 neuronas cada una. Las
redes con funciones de activacion sigmoide resultaron ser
mejores en 3 de los 4 problemas y la cantidad de iteraciones
minima fue 1700000. A pesar de que con mayor cantidad de
puntos de colocacién se obtienen mejores resultados, para
dos problemas el mejor modelo se obtuvo con 6400 puntos.
En estos modelos, se puede observar que el problema que
alcanz6 menor valor de Ly y mayor de IoU fue el de la
rotacién del circulo; sin embargo, el menor porcentaje de
pérdida de area en valor absoluto se alcanzé en la rotacién
del rectangulo.

En las Figuras 15, 16, 17 y 18 se presenta la evolucién de la
funcién de nivel predicha junto con las curvas de nivel en
diferentes tiempos utilizando los mejores modelos para cada
problema. En los problemas de rotacién se puede observar
que durante toda la trayectoria, la curva de nivel 0 y las
curvas cercanas a esta no se deforman, mientras que las
curvas mas alejadas tienden a perder forma, especialmente
aquellas cerca de los extremos del dominio. Sin embargo,
estas diferencias no afectan directamente a la curva de
nivel 0.

IV. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se implementaron modelos de redes neu-
ronales informadas por fisica (PINNs) para la resolucién
de ecuaciones diferenciales obtenidas de la aplicacién del
método de conjuntos de nivel en problemas de evoluciéon
de interfaces. Especificamente, los problemas fueron la
rotacién del circulo, rectangulo y disco de Zalesak a través
de un punto en el plano y la deformacién de un circulo
en un vortice. Se realizaron experimentos variando la
cantidad de capas y neuronas de las PINNs (3 capas con
100 neuronas cada una y 5 capas con 200 neuronas cada
una), la funcién de activacién de las neuronas (sigmoide y
tangente hiperbdlica), la cantidad de puntos de colocacién
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Tabla I
CONFIGURACIONES DE LOS MEJORES MODELOS DE CADA PROBLEMA Y METRICAS L1, IoU Y PORCENTAJE DE PERDIDA DE AREA
Problema Configuracién de la PINN Métricas
# Capas | # Neu | Funcién Activacién | Iteraciones | Pts. Colocacién L1 IoU % P.A.

Circulo 5 200 sigmoide 1700000 10000 0,000099 | 0,998701 0,119033
Rectangulo 5 200 sigmoide 1900000 10000 0,000270 | 0,996454 | —0,072918

Zalesak 5 200 tangente hiperbdlica 1750000 6400 0,000291 | 0,992540 | —0,172103

Voértice 5 200 sigmoide 2000000 6400 0,001850 | 0,975693 | —0,448991

t=0.00 t=025 t=0.50 t=0.75 t=1.00

Figura 15. Evolucién de la funcién de nivel y curvas de nivel a través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la rotacién
del circulo. La linea sélida de color negro representa la curva de nivel 0.

t=0.00 t=0.25 t=0.50 t=0.75 t=1.00

Figura 16. Evolucién de la funcién de nivel y curvas de nivel a través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la rotaciéon
del rectangulo. La linea sélida de color negro representa la curva de nivel 0.

t=0.00 t=0.25 t=0.50 t=0.75 t=1.00

Figura 17. Evolucién de la funcién de nivel y curvas de nivel a través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la rotacién
del Disco de Zalesak. La linea sélida de color negro representa la curva de nivel 0.



t=0.00 t=0.17 t=0.33 t=0.50
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Figura 18. Evolucién de la funciéon de nivel y curvas de nivel a través del tiempo, utilizando el mejor modelo para el problema de la
deformacién del circulo en un vértice. La linea sélida de color negro representa la curva de nivel 0.

(6400 y 10000); y para cada experimento se obtuvieron los
valores de las métricas Lq, IoU y porcentaje de pérdida
de area cada 50000 iteraciones de entrenamiento hasta
2000000 de iteraciones. De los resultados obtenidos de las
implementaciones de los modelos de PINNs, se obtienen
las siguientes conclusiones:

= Las ecuaciones diferenciales obtenidas de la aplicacién
del método de conjuntos de niveles al problema de
evolucion de interfaces pueden resolverse utilizando
PINNSs, en un intervalo de tiempo determinado.

= Para el problema de evolucién de interfaces utilizando
el método de conjuntos de nivel, su resolucién me-
diante PINNs con redes neuronales completamente
conectadas de 5 capas y 200 neuronas, donde se
utilizan 10000 puntos de colocacién, generalmente
obtienen métricas robustas después de 500000 itera-
ciones de entrenamiento. En estos modelos, la funcién
de activacion sigmoide tiene un comportamiento mas
estable que la funcién tangente hiperbdlica, ya que
los modelos donde se utiliz6 esta ultima funcién
presentaron mejoramiento y empeoramiento de las
métricas constantemente.

= Los modelos de PINNs implementados resolvieron con
mayor exactitud los problemas de rotacién de interfa-
ces en comparacion con el problema de deformacién.
Visualmente, las diferencias con las interfaces teéricas
fueron pequenas y se evidencié la dificultad propia
del método de conjuntos de nivel para capturar las
esquinas de las figuras. Numéricamente, los mejores
modelos de los problemas de rotacién tuvieron valores
de la métrica IoU mayores a 0,99, mientras que el
problema de deformacién alcanzo el valor de 0,97.

= Los modelos de PINNs permiten realizar predicciones
de la evolucién de la interfaz en cualquier instante
de tiempo debido a la naturaleza de la inferencia
en las redes neuronales. En las simulaciones con los
mejores modelos se demostré que dentro del intervalo
de tiempo, se obtiene porcentajes de pérdida de area
en valor absoluto de maximo 1% aproximadamente.
Esto asegura una buena precisién de las inferencias
dentro del intervalo.

Con el objetivo de profundizar en el conocimiento sobre
la resolucién de ecuaciones diferenciales mediante PINNs

y como trabajo a futuro, se consideran las siguientes
recomendaciones:

= En el presente trabajo se implementaron 32 modelos

[1]

2]

de PINNSs, los cuales alcanzaron diferentes niveles
de precisién. Factores importantes a considerar al
momento de desarrollar estos modelos son la infraes-
tructura tecnolégica para el entrenamiento y el tiempo
de ejecucién. Se debe escoger una configuraciéon de
parametros de las PINNs adecuada de acuerdo con
la disponibilidad de estos dos factores y el nivel de
precisién que se quiere alcanzar segun el propdsito de
la investigacién.

El resultado de esta investigacién indica que una
PINN con 5 capas y 200 neuronas con funcién de
activacién sigmoide y 10000 puntos de colocacion
es un punto de partida adecuado para empezar a
investigar otros problemas del método de conjuntos
de nivel que requieran de una mayor complejidad.
Ejemplos de estos problemas pueden ser deformaciones
de interfaces distintas al problema del vértice, o
evolucién de volumenes; es decir, que el conjunto de
nivel tenga 3 dimensiones.

Un problema que se podria investigar a partir de este
proyecto es la segmentacién de imagenes. Chan y Vese
[15] desarrollaron un método para segmentacién de
imagenes mediante un problema de minimizacién y
Getreuer [16] presento la adaptacion de este problema
a la resoluciéon de una ecuacién del método de con-
juntos de nivel. Sin embargo, la dificultad de aplicar
PINNs directamente en este problema se encuentra en
que las imagenes deben estar incluidas en la ecuacién
como matrices numéricas fijas; pero se ha demostrado
que la aleatorizacion de los puntos de colocacién juega
un papel importante en el entrenamiento de las PINNs

17).
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