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Resumen

Se presentan tres identidades desarrolladas por el matematico francés Joseph
Liouville en el ambito de la teoria analitica de niimeros. De esta manera, se
detalla el tiempo y lugar en el que habité Liouville, se introducen definiciones
y teoremas fundamentales de la aritmética que permiten demostrar cada iden-
tidad en su totalidad, se aborda funciones aritméticas y ecuaciones diofanticas
que constituyen el bastidor de las identidades, y se describen aplicaciones de ca-
da una de ellas. En consecuencia, se produce la inserciéon de problemas clasicos
relacionados con la representacion de un entero como suma de dos cuadrados
y sumas de convolucién; cuyo resultado involucra el trabajo de otros matemé-
ticos como Fermat, Girard, Euler, Dirichlet, Legendre y Jacobi. En definitiva,
se concibe una disertacion en formato de libro que expresa el quehacer de un
matematico puro.

Palabras clave: Liouville, aritmética, nimero, matematica, identidad, re-
presentacion, convolucién, teorema



Abstract

Three identities developed by the French mathematician Joseph Liouville are
presented in the context of analytic number theory. For this reason, the ti-
me and place where Liouville lived are detailed; definitions and fundamental
theorems of arithmetic are introduced, which allow each identity to be proved
completely; number-theoretic functions and Diophantine equations are addres-
sed, which constitute the frame of the identities; and application of each one
of them are described. In consequence, the insertion of classic problems that
are related to the representation of an integer as the sum of two squares and
convolution sums is produced, whose result involves the work of other mathe-
maticians like Fermat, Girard, Euler, Dirichlet, Legendre and Jacobi. In short,
a dissertation in book format is conceived that expresses the task of a pure
mathematician.

Keyword: Liouville, arithmetic, number, mathematics, identity, represen-
tation, convolution, theorem
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CAPITULO ]_ -

Prologo

«Tant que vous n’aurez pas déployé vos
ailes, vous n’aurez aucune ideée de la
distance a laquelle vous pouvez voler.»

Hasta que no extiendas tus alas, no
tendrds idea de qué tan lejos puedes volar.

Napole6n Bonaparte

11



Prélogo 12

Seguramente, se puede interrogar acerca del contenido que aguarda en las
siguientes paginas de esta disertacién y sobre el impacto que pueda generar
la misma. En efecto, el término purista dentro de la matemética para una
audiencia abierta y general, pudiese significar una posible aversién o despertar
una intriga, como todo lo desconocido lo hace. A veces los acontecimientos
impredecibles son los que mayor huella dejan cuando existe predisposicién por
parte del receptor. En este contexto, se pretende aclarar que si bien no se
descarta la existencia de aplicaciones dentro de la vida “real”, el proposito de
este trabajo se fundamenta dentro de la misma matemética, donde se invita a
conectar y seguir eslabones de razonamiento deductivo que desencadenan en
el producto final que, para un matemaético, se denomina demostracion.

Cuando se escucha algtun topico relacionado con la matemética, tristemen-
te se lo suele asociar con céalculos numéricos que se desglosan en operaciones
complicadas y confusas, sin sentido aparentemente. Si ley6 el titulo correcta-
mente, en él se menciona la rama que se abordara en esta disertacién, teoria de
nimeros. A priori, esto puede resultar contradictorio con la premisa anterior;
si tiene que ver con ndmeros, por supuesto contendra operaciones numéricas.
De hecho, la intuicién es correcta, mas no es completa, y lo que realmente se
busca es brindar una oportunidad de sumergirse en el apasionante mundo de
las demostraciones a partir de los conceptos mas elementales y contemplar su
belleza.

Como desafio y contribucién personal, se incluyeron todas las definiciones,
proposiciones y teoremas basicos que constituyen el eje central de esta investi-
gacion desde una perspectiva propia y detalles a rajatabla, claro que se otorga
el respectivo crédito al autor cuando se lo requiere. En el sumario, pudo obser-
var que se destina un capitulo entero a los fundamentos de la aritmética para
que el contenido esté accesible tanto a un ptiblico que cuenta con experiencia
en la materia como también aquel que no.

En lo referente al contenido y meta ultima, el lector podra esperar una
breve sintesis del trabajo del matematico francés Joseph Liouville en el campo
de la teoria de ntimeros, asi como algunos de sus resultados mas sorprendentes
y su relacién intrinseca con problemas clasicos dado que se conciben como he-
rramientas alternativas que pueden emplearse para su resoluciéon. La principal
motivacion radica en profundizar el contexto histérico y entablar vinculos entre
la riqueza de las ideas de Liouville junto con el trabajo de otros mateméticos
dentro de la aritmética. En definitiva, todos estos componentes promueven la
investigacion cientifica y fijan el desafio de completar este documento a caba-
lidad; la experiencia se complementa con la oportunidad de leer su trabajo en
el idioma original, es decir, en francés.
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Finalmente, debido a la evidente extension del documento, se decidié pre-
sentarlo en formato de libro, esto en combinacién con un sueno propio de
escribir uno. Sin nada més que anadir, reciba una cordial bienvenida a esta
disertacion.

1.1. Introduccion

La teoria de niimeros es una de las primeras ramas estudiadas de la ma-
temaética, la cual se remota desde la época helénica. A lo largo de los anos,
varias escuelas europeas han sido referentes en la materia, dentro de las cuales
destacan la inglesa, francesa y germanica. Este documento se concentra en el
trabajo de uno de los miembros de 1’Academie des Sciences, el matematico
francés Joseph Liouville.

Joseph Liouville vivi6 en el siglo XIX y destacd en las ramas de analisis
complejo, ecuaciones diferenciales y teoria de niimeros, cuyas ideas se encuen-
tran plasmadas en su revista cientifica “Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées” en forma de articulos o tratados matematicos tras ser influencia-
do por Dirichlet a introducirse en la teoria analitica de nmeros; en particular,
se trabajard con tres identidades. Sin embargo, la problematica surge debido
a que estos resultados fueron enunciados por el propio Liouville, pero muchas
veces no incluyé las demostraciones ni las ideas de desarrollo.

Las identidades se sustentan en las funciones aritméticas, la congruencia
modular y las ecuaciones diofanticas, y cada una de ellas tiene aplicacién dentro
de problemas clasicos de la teoria de ntimeros. En efecto, la primera permite
abordar las condiciones necesarias para que un nimero pueda ser expresado
como la suma de dos cuadrados, la segunda expresa la cantidad de formas
que un nimero puede expresarse como la suma de dos cuadrados y la tercera
es util para calcular sumas de convoluciéon en las que intervienen funciones
aritméticas. Como se vera a posteriori, el trabajo de varios matematicos como
Girard, Fermat, Euler, Dirichlet y Jacobi estdn involucrados en el desarrollo
y aplicacion de estas identidades. Adicionalmente, permite explorar distintas
ramas de la matematica durante las demostraciones; en concreto, se esclarecen
ciertas conexiones con la combinatoria, la teoria de conjuntos y el algebra
abstracta.

De esta manera, se partird desde una descripcién del tiempo que vivid
Liouville, a modo de una biografia para poder ubicar el contexto histérico en
el que surgen identidades. Ademés, se busca analizar el trabajo original de
Liouville publicado en su revista; en especifico, varios articulos publicados en-
tre 1850 y 1860. Para empezar con el desarrollo de las ideas de Liouville, se
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pretende introducir conceptos y teoremas de la teoria de nimeros que permi-
tan interpretar el trabajo de Liouville; en particular, se enfatiza las funciones
aritméticas que intervienen en las identidades. Finalmente, se establecen los
objetivos de demostrarlas, para lo cual se emplean argumentos légicos direc-
tos, induccibén, contraposiciéon y contradiccion; y de presentar algunas de sus
aplicaciones dentro de problemas clésicos de la propia matematica.



CAPITULO 2 -

Contexto Histoérico

«It’s not an idea until you write it down.»

No es una idea hasta que la escribes.

Ivan Sutherland

15
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El principal eje de esta disertacion esta focalizado en el trabajo del ma-
tematico francés Joseph Liouville dentro del &mbito de la teoria de ntmeros
analitica publicado en su revista “Journal de Mathématiques Pures et Appli-
quées". Por tal motivo, se considera oportuno dedicar un capitulo para abordar
su obra en el quehacer matemaético, y de igual forma, comprender el panorama
histoérico en el que vivio.

2.1. Joseph Liouville

Joseph Liouville nacié el 24 de marzo de 1809 en Saint-Omer, Francia.
Fue uno de los mateméaticos mas influyentes del siglo XIX; en efecto, Liitzen
[1], lo cataloga como el mateméatico principal entre Cauchy y Hermite. Fue
criado en el seno de una familia cercana al régimen napoleénico dado que su
padre era capitan de la Armada. Liouville inici6é su formacién en el campo de
la matematica en el Collége Saint Louis en Paris y a los 16 afios ingres6 a
I'Ecole Polytechnique donde estudio analisis, geometria, fisica, quimica, geode-
sia, entre otros. Posteriormente, se formé como ingeniero en I’'Ecole des Ponts
et Chaussées hasta 1830, cuando inicié su carrera como matemético y obtuvo
su doctorado en 1836. En dicho afio, fundé la revista “Journal de Mathémati-
ques Pures et Appliquées”’, considerada también como “Journal de Liouville”.
Adicionalmente, contrajo nupcias con Marie Louise Balland con quien tuvo 4
hijos, 3 mujeres y 1 vardn.

Mantuvo contacto con varios matematicos de la época, entre ellos Char-
les Frangois Sturm, con quien desarroll6 la teorfa Sturm-Liouville inspirado en
la conducciéon de calor y manejo de operadores diferenciales. Como manifies-
ta Liitzen [1], su principal contribucién en esta rama fue la demostracion de
que una funcién arbitraria tiene una expansion convergente mediante series de
Fourier, en términos de autofunciones.

En 1837, Liouville obtuvo un puesto en el Collége de France, en reemplazo
de Jean Baptiste Biot. Al afio siguiente, fue nombrado profesor de analisis y
mecénica en 1’'Ecole Polytechnique; y posteriormente, consiguié un puesto en
I’Académie des Sciences tras el fallecimiento de Michel Lalande. Para 1840, fue
elegido miembro de Bureau des Longitudes, sociedad a la que aporté con sus
investigaciones en astronomia y geodesia.

Otra de sus principales contribuciones a la matematica fue la primera de-
mostracion de la existencia de los niimeros trascendentales, dada en 1844. En
efecto, construyd un nimero compuesto por Os y 1s tal que no sea soluciéon
de alguna ecuacion polindémica. De acuerdo con Conway y Guy [2], el namero
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descrito por Liouville viene dado por

o
1= 107" = 0,110001000000000000000001 . . (2.1)
n=1
donde los tnicos digitos no nulos estan en la 12, 22 62, 242 ... (n!)?, ...

posicién decimal y su demostracion se fundamenta en una contradiccion del
Teorema Fundamental del Algebra. Este niimero se lo conoce como la constante
de Liouville.

Segtin Liitzen [I], Liouville también fue pionero en probar la existencia de
funciones elementales cuyas integrales no pueden ser expresadas en términos
de antiderivadas elementales. En este mismo afio, desarroll una primera apro-
ximacion a las funciones elipticas bajo funciones complejas con doble periodi-
cidad y la observacién de que tales funciones deben presentar singularidades
si no son constantes, las cuales surgen como funciones inversas de las integra-
les elipticas; este resultado se lo conoce en la actualidad como el teorema de
Liouville dentro de la variable compleja.

En cuanto al ambito como profesor, tuvo como alumnos a Hervé Faye,
Joseph Serret, Charles Hermite, Joseph Bertrand, Lord Kelvin, Jacob Steiner,
Paul Laurent y Eugéne Catalan. Con base en lo mencionado por Williams [3],
Liouville también fue el primer matemético en reconocer el trabajo realizado
por Evariste Galois dentro de la teoria de resoluciéon de ecuaciones; en efecto,
incluyo6 varios de los trabajos de Galois en su revista.

En 1856, bajo la influencia de su amigo Dirichlet, se introdujo en la rama
de la teoria de ntmeros analitica, a la cual se dedicaria por el resto de su vida.
Liouville dedicaria varias notas a esta rama en su revista y en los siguientes
veinte anos escogeria 11 cursos sobre la misma en los préximos veinte anos.
No obstante, tinicamente publicé sus ideas dentro de esta rama sin colocar su
origen ni sus demostraciones, como lo seniala Williams [3].

Con una carta de recomendacién de Karl Weierstraf, fue elegido miembro
de la Academia de Berlin en 1876. Adicionalmente, también fue nombrado
miembro de la British Royal Society, y de igual manera, en otras 14 academias.
En Francia, fue promovido a comandante de la Legién de Honor.

En sus ultimos afios de vida padecid artritis y depresion, problemas que se
agudizarian en 1880 tras la muerte de su esposa y de su hijo. Cinco dias antes
de su muerte, asisti6 por ultima vez a la reunién de Bureau des Longitudes.
Finalmente, falleci6 a los 73 anos, el 8 de septiembre de 1882 en Paris, Francia.
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2.2. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées

El “Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.®s la segunda revis-
ta cientifica més antigua a nivel mundial, la cual fue creada en 1836 por el
matematico Joseph Liouville. En efecto, buscd retornar la idea de la revista
matematica “Annales de Mathématiques Pures et Appliquées", también deno-
minada como “Annales de Gergonne", extinta en 1832. Liouville, en conjunto
con otros mateméticos de la época como Cauchy, Poisson, Poncelet, Ampé-
re, entre otros, enviaron sus trabajos a la revista para su publicacion. Como lo
menciona Verdier, Gergonne y Lavernéde fundaron la primera revista matema-
tica francesa en Parfs, en 1810; en reaccién a la cantidad de revistas dedicadas
a otras ramas, en las cuales no podia divulgarse el trabajo matematico. De
esta manera, Liouville estuvo a cargo de la ediciéon de la revista entre los anos
de 1836 y 1874. En la actualidad, publica articulos de distintas ramas de la
matemaética en francés e inglés, elaborados por mateméticos de todo el mundo
y los presenta en un tomo, una vez por ano.



CAPITULO 3 -

Fundamentos de la Aritmética

«Die Mathematik ist die Konigin der
Wissenschaften, und die Arithmetik ist die
Konigin der Mathematik.»

La matemdtica es la reina de las ciencias y
la aritmética es la reina de las
matemdticas.

Carl Gaufs

19
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Antes de abordar los topicos correspondientes a la teoria analitica de ni-
meros, es de vital importancia tener claro ciertas definiciones y resultados que
son elementales dentro de la aritmética. Por tal motivo, se decidié dedicar un
capitulo netamente a estos fundamentos para que los siguientes tépicos abor-
dados en esta disertacion sean mas faciles de desarrollar, y en especial, evitar
ambigiiedades por notacién o conceptos erréneos. Para esto, se parte desde
la divisibilidad y la descomposicién en factores primos hasta la congruencia
modular.

Con base en lo mencionado por Dudley [4], la aritmética estudia los niume-
ros enteros sobre los cuales se definen las operaciones habituales de adicién,
sustraccion, multiplicacién y divisién, y se establece un orden.

3.1. Algoritmo de la divisién

Al analizar las operaciones entre niimeros enteros, todas excepto la division,
dan como resultado siempre otro entero. A rasgo mas profundo, Z forma un
anillo dado que verifica las propiedades distributiva, asociatividad, elemento
neutro y clausura bajo adicién y multiplicacién; ademas, la adicién satisface
las propiedades de conmutatividad y elemento identidad.

De esta forma, el estudio de la operacién de divisiéon toma un rol crucial
cuando se trabajé con enteros, puesto que se pretende hallar condiciones bajo
las cuales la operaciéon también retorne un entero. Con base en esto se obtuvo
uno de los resultados mas elementales de la teoria de niimeros, el algoritmo de
la division.

Teorema 3.1.1. Algoritmo de la division
Dadosa € Z yb € N, entonces 3lq,r € Z tal que a = bg+r para 0 < r < b.

Demostracion: Definase el conjunto S = {a —sb : s € Z,a — sb > 0}.
Obsérvese que S # () puesto que si a > 0, entonces a € S debido a que
a=a—0-b>0. Por el contrario, considérese a < 0. Obsérvese que en este
caso, se verifica que a —ab = a(l —b) € S dado que 1 <b=1—-5b < 0. Por
lo tanto, (—(1—b0) > 0A —a>0) = —(1—-0b)(—a) =a(l —b) > 0.

Ahora, por el principio del buen ordenamiento, .S tiene un elemento minimo
y tomese a dicho elemento como a—gb = r > 0. Notese que r—b = (a—gb)—b =
a—(g+1)b <0, de lo contrario, r no fuese elemento minimo. Por consiguiente,
r—b < 0= r <b. De esta forma, se prueba la existencia de q y 7.

Para demostrar unicidad, supéngase que 3q1,71,q2,72 € Z tales que a =
bg1 + r1 = bga + ro para 0 < rq1, 79 < b. Entonces

bq1 +r1 = bga + 1o,
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bg1 + 11 —bgz — 12 =0,
b(gi —q2) + 11 —r2=0.

Obsérvese que b|0, lo que implica que b|b(q1—g2)+r1—r2. Claramente b|b(q1 —q2)
por lo tanto, b|ry — ro. Ademés, dado que 0 < rq,ry < b, se tiene que —b <
r1—7r2 < b. No obstante, el tinico multiplo de b en (—b,b) es 0. En consecuencia,
r1 —ry = 0 <= r; = ry. Esto indica que b(q1 — ¢2) = 0 y dado que b # 0,
entonces q1 — g2 = 0 <= q1 = ¢2. Por consiguiente, ¢, r son tnicos. ]

3.2. Algoritmo de Euclides

En un contexto similar al de los niimeros primos, es posible dar con una
definiciéon de primalidad relativa entre dos naturales, no necesariamente en
primos, en virtud de su divisibilidad. No obstante, se precisa del concepto de
méximo comun divisor.

Definicién 3.2.1. Maximo comun divisor gcd

Sean a,b € N. Si ¢ € Z tal que c|a y c|b, entonces ¢ se dice ser un divisor
comun de a y b. En particular, se denomina como mdzrimo comun divisor de a
y b al mayor divisor comin de a y b; dicho nimero se denota por ged(a,b).

Definicién 3.2.2. Numeros coprimos
Sean x,y € N. Se dice que x,y son coprimos o relativamente primos entre
st, cuando ged(z,y) = 1.

Por simple inspeccién, resulta sumamente sencillo encontrar el maximo
comun divisor entre dos enteros pequeiios; sin embargo, el calculo puede vol-
verse engorroso para nameros mayores. El siguiente teorema constituye una
herramienta fundamental para obtener el ged entre cualesquiera dos ntimeros
enteros.

Teorema 3.2.1. Algoritmo de FEuclides

Dados a,b € N tal que bfa ya > b, sean ro = a, 11 = b y obténgase los
restos 1o, ..., n, Tnt1 al aplicar el algoritmo de la division iteradamente, de
forma que para k € {0,1,...n — 1}, se verifica que 1y, = Tky1qr+1 + T2 tal
que 0 < Tyo < Tipt1, Y Tnr1 = 0. Entonces, rn, = ged(a,b).

Demostracion: En primer lugar, notese que el algoritmo es finito dado que
el conjunto de restos rj es estrictamente decreciente y eventualmente se llega
al resto 41 = 0. Al considerar la tltima iteracion, rn,—1 = rnGn + The1, S€
tiene que ry,|r,—1 puesto que 7,41 = 0.
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Ahora, analicese la pentultima iteracién, r,_o = r,_1¢n—1 + . Dado que
(ru|rn A tplrn—1) = rp|rn—2. Sea k € N tal que k < n — 1 y supoOngase
validez para toda iteracion posterior a la k-ésima, es decir, |7, param € Ny
k < m < n—1. Finalmente, evaliiese r; por el algoritmo de la divisién, se tiene
que rg = rg+1qk+1 + Tkr2- Dado que 1, |rgso v mo|rr1 por el paso inductivo,
entonces 7,|r%. De esta forma, por el principio de induccion matematica, r,,|ry
para k € {0,1,...,n — 1}. En particular, r,|rg y 7|71, es decir, m,|a y 7, b.

Por ultimo, considérese ¢ un divisor comun cualquiera de a y b distinto
de r,. Por la primera iteraciéon del algoritmo de la divisién, se verifica que
To = T1q1 + T2 <= 12 = 19 — r1q1. Dado que (c|rg A ¢|r1) = ¢|ra2. Sea k € N
tal que k£ > 1 y supdngase validez para toda iteraciéon anterior a la k-ésima, es
decir, 7|7y, param € Ny 1 < m < k. Finalmente, evaltese ry; por el algoritmo
de la division, se tiene que 7p_9 = Tp_1Qr—1 + Tk < T = Th—2 — Tk—1qk_1-
Dado que ¢|ri_s y ¢|rg—1 por el paso inductivo, entonces c¢|rg. De esta forma,
por induccion se sigue que c|ry para todo k € N. En particular, c|r,,.

Por propiedad de la division, (c|r, A ¢ # ) = ¢ < 1. Como ¢ es un
divisor comun arbitrario de a y b, entonces r, es mayor que cualquier otro
divisor comtn de a y b. Por consiguiente, 7,, es el méximo comun divisor de a

y b. O

Una de las aplicaciones del ged radica en la resolucion de ecuaciones dio-
fanticas, sobre las cuales se construyen las tres identidades de Liouville; en
consecuencia, seran tratadas en un capitulo posterior. Ante esta premisa, se
presenta uno de los resultados més importantes basados en el maximo comun
divisor, nombrado en honor del mateméatico francés Etienne Bézout.

Teorema 3.2.2. Lema de Bézout
Dados a,b € N, existen x,y € Z tales que

ged(a,b) = ax + by. (3.1)

Demostracion: Sea d = ged(a,b). Por la altima iteracion del algoritmo de
Euclides, se verifica que 1,9 = rp_1gn-1+d <= d =7r,_2 — Tn_1q¢n_1. Adi-
cionalmente, dicho algoritmo establece de forma general que 7, = rr11gxr1 +

Tht2 <= Tht2 = Tk — Tk+1qk+1 para k € {0,1,...,n — 2}
Como sustento para la demostraciéon, conjetiirese que es posible expresar d
como d = Tk + Ck+1Tk+1, Ck, Ck+1 € Z para k € {0,1,...,n—2}. Para probar

este enunciado, procédase con inducciéon. Primero, considérese la pentiltima
iteracion, rp,_1 = rp—3 — Tn—2q@n—o2, de forma que al sustituir en la expresiéon
para d, se obtiene que

d= Tn—2 — (Tn—3 - TTL—QQn—Q)Qn—I - rn—?)(_QTL—l) + Tn—2(Qn—1Qn—2 + 1)
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Sea k € N tal que k < n — 2 y supdngase validez para toda iteraciéon posterior
a la k-ésima, es decir, d = c¢rm + bpr1cm+1 param e Ny k< m < n — 2.
Finalmente, evaliese para k — 1 y k. Por el paso inductivo, dcgy1,cpyo € Z
tales que d = cg17k+1 + Ck+2Tk42. De acuerdo con el algoritmo de Euclides,
se verifica que 7,19 = — rp+1qr+1. Al sustituir en la expresion para d,

d = Chy1Tht1 + Chy2(Th — Thy1Ght1) = ThChr2 + Th1(Chr1 — Chg2qhi1)-

Nuevamente, por el algoritmo de Euclides, 711 = r,_1 — rrqg. Al sustituir en
la expresion para d,

d = cipork + (Cht1 — Chr2qk1) (Th—1 — TEQK),

d= Tk—1(0k+1 - Ck+2Qk+1) + Tk(0k+2 — Ck+1qk + Ck+2Qk+1Qk)-

Sea ¢r_1 = Cpt1 — Ck42qk+1 Y Ck = Ck+2 — Ch11qk + Ck+2qr+1qk- Dado que Z es
un anillo, entonces c;_1, ¢ € Z. En consecuencia, se sigue por induccién que

e, cry1 € Z tales que d = cry + Cp+17k+1, K € {0,1,...,n — 2} con lo que
se demuestra la conjetura. En particular, dcg, c; € Z tales que d = roco +r1c1.
Como rg = a y r1 = b, la demostraciéon se completa. O

3.3. Descomposicién candnica

Los ntimeros primos han sido uno de los temas més estudiados por los
matemaéticos a lo largo de los anos y sirven de base para la teoria de ntimeros
analitica. Uno de los resultados méas importantes que involucran los ntimeros
primos es el Teorema Fundamental de la Aritmética, que describe que todo
nimero natural puede descomponerse en potencias de factores primos.

Teorema 3.3.1. Teorema Fundamental de la Aritmética
Todo nimero natural n distinto de la unidad puede representarse de forma
unica, salvo el orden, como el producto de potencias de primos distintos,

n = Hp?i,ai € N, p; primo. (3.2)
€N

Demostracion: Obsérvese que todo ntimero natural n distinto de 1 tiene un
factor primo. Considérese el conjunto de divisores de n mayores a 1 y menores
que n. Si el conjunto es vacio, por definicién, n es un ntmero primo. Ahora, si
dicho conjunto es no vacio, por el principio del buen ordenamiento, existe un
elemento minimo p entre esos divisores. Notese que no puede existir un divisor
de p mayor a 1 y menor a p, de lo contrario, n tendria un divisor menor que p
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y resulta en una contradiccion. En consecuencia, p es primo y por lo tanto, n
tiene a p como factor primo.

A continuacién, nétese que todo ntmero natural n distinto de 1 puede
expresarse como el producto de factores primos. Este resultado se sigue del
principio de induccién matematica. Considérese el caso base con n = 2 y véase
que 2 es un nimero primo. Ahora, supéngase validez para todo k € N, tal
que 2 < k < n. Finalmente, resta analizar el caso n. Obsérvese que existen
dos posibilidades para n. Si n es un nimero primo, entonces la demostracién
es directa. T'émese n como niimero compuesto. Por definicién, Ja,b € N con
2 < a,b < n, tales que n = ab. Por el paso inductivo, se tiene que a, b pueden
descomponerse en factores primos y, por consiguiente, n también puede hacerlo.

De esta manera, solo hace falta probar unicidad para completar la demos-
traciéon del teorema. Primero, nétese que para todo primo p, se satisface que
plab = (p|a V p|b). Dado que p es primo, ged(a,p) = 1V ged(a, p) = p. Véase
que ged(a,p) = p = p|a, entonces considérese que ged(a,p) = 1. Por defini-
cion, se verifica que dz,y € Z tales que ax + py = 1; al multiplicar por b, se
obtiene abz + pby = b. Claramente se verifica que p|pby y obsérvese que plaby,
dado que p|ab. En consecuencia, plabx + pby, es decir, plb.

Véase que al considerar factor primo p tal que plq; . .. qx, entonces p|q; pa-
ra algin ¢ € {1,...,k} y en particular, p = ¢;. La primera parte se sigue del
principio de inducciéon matematico; para el caso k = 1, p|q; trivialmente. El
siguiente caso para k = 2 también es vélido; por lo demostrado previamente,
se satisface que p|q1g2 = (p|q1 V p|g2). Ahora, supoéngase validez para k = [
y analicese el caso k =1+ 1. Sea x = ¢q1 ... q. Por lo demostrado previamente,
plzgiv1 = (p|z V p|@i+1). Obsérvese que si plgi4+1, la verificacion es directa,
entonces, considérese que p|x. No obstante, x = ¢ ... q;, y por el paso inducti-
vo, existe un ¢ € {1,...,1} tal que p|g;. En consecuencia, se verifica para todo
k € N por induccion. Por ultimo, dado que p y ¢;,7 € {1,...,k} son primos, y
p|gi, por definicién de nimero primo, se concluye que p = ¢;.

Para concluir con la demostracion del Teorema Fundamental de la Aritmé-
tica, procédase por inducciéon. El caso base con n = 2, se satisface trivialmente.
Ahora, supéngase que se cumple para todo x € N, tal que 2 < x < n. De esta
forma, evaliiese el caso n. Para demostrar unicidad, supéngase que existen dos
formas de expresar la descomposiciéon candnica de n. Sin pérdida de generali-

dad, considérese factores primos ¢, ...,qx y r1,...,"m talesquen =q1...qx y
N="1...Ty, es decir, q1...qx =71 ...Tn. Segin lo demostrado previamente,
al considerar ¢, existe un 4,7 € {1,...,k} tal que ¢1 = r;. En consecuencia,

al dividir la expresién para ¢; en ambos lados, se obtiene que

q...q =71 ... 7—-1Ti+1 .- Tm-
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Obsérvese que el ntimero resultante es inferior a x, y por el paso inductivo,
este puede descomponerse en factores primos de forma tinica. Como resultado,
los factores r1...7;-17i41 ... Tm constituyen un reordenamiento de ga...qr y
dado que p; = ¢;, se completa la demostracién del Teorema Fundamental de
la Aritmeética. O

3.4. Aritmética modular

Al considerar el algoritmo de la division, uno de los términos involucrados
en él corresponde al resto o residuo. En consecuencia, a partir de la divisiéon
euclidea entre enteros y el conjunto de restos, surge una nueva rama dentro
de la teoria de niimeros denominada como aritmética modular o congruencia
modular. De acuerdo con lo establecido por Santos [5], las congruencias fueron
introducidas por Carl Gauft en su libro “Disquisitiones Arithmeticae” en 1801.

La teorfa de congruencias sirve de base para la resoluciéon de ecuaciones dio-
fanticas que como se mencioné anteriormente, seran discutidas en un capitulo
posterior. Para empezar, se presenta una definiciéon formal de congruencia.

Definicién 3.4.1. Congruencia

Sean a,b € Z y m € N. Se dice que a es congruente a b mddulo m si
ml|a—b y se denota por a =b (méd m). El nimero m se denomina mddulo de
congruencia.

Definicién 3.4.2. Resto
Sean k,r € Z ym € N tales que k =r (méd m). Se dice que r es un resto
o residuo de k modulo r.

Recuérdese que una relacion de equivalencia verifica las propiedades refle-
xiva, simétrica y transitiva y se la puede tratar como una bicondicionalidad, es
decir, presenta analogias con respecto a la relacion de igualdad. Al considerar
la congruencia, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.4.1. La congruencia aritmética define una relaciéon de equiva-
lencia.

Demostracion: Sean a,b,c € Z y m € N. Obsérvese que para demostrar
equivalencia, la congruencia debe satisfacer las siguientes propiedades:
1. a=a (méd m)

Obsérvese que 0 = a — a y trivialmente m|0. Por definicion de congruen-
cia, mla —a = a = a (méd m).
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2. a=b (méd m) = b=a (méd m)

Supongase que m|a—b, lo que implica que a = b (méd m). Por propiedad
de la division, 3k € Z tal que a — b = mk <= b — a = m(—k). Dado
que —k € Z, por propiedad de la division, m|b — a. Por lo tanto, b = a
(méd m).

3. (a=b (méd m) Ab=c (méd m)) = a = ¢ (méd m)

Supéngase que m|a — by m|b — ¢, lo que implica que a = b (méd m) y
b = ¢ (méd m), respectivamente. Por propiedad de la division, Jz,y € Z
talesquea—b=azm<=b=a—axmyb—c=ym < b=c+ym. En
consecuencia,

a—rzm=c+ym<=a—c=(x+y)m< mla—c.
Por lo tanto, a = ¢ (méd m).
O

Ahora, se incluyen enunciados que se basan exclusivamente en las defini-
ciones de congruencia y divisién euclidea, que como se aprecid, estan estrecha-
mente relacionadas.

Proposicion 3.4.2. Sean a,b € Z y m € N tales que a = b (méd m). Si
0 < |a — b| < m, entonces a = b.

Demostracion: Supongase que 0 < |a — b| < m. Por definicion de congruen-
cia, m|a — b, lo que implica que m < |a — b| salvo si |a — b| = 0. No obstante,
la —b] <m, porlocual j[a—b|=0<=a—-b=0<=a=h. O

Proposicion 3.4.3. Sean a,b € Z y m € N. Entonces, a = b (méd m) si y
solo si a y b dejan el mismo resto cuando se dividen para m.

Demostracion: Primero, partase de que a y b dejan el mismo resto al divi-
dirlos para m. Por el algoritmo de la division, a = mq) +r < r=a—mq y
b=mq +r<=r=>b—mqgs para q1,q2 € Ny 0 <r < m. En consecuencia,

a—mg =b—mg <= a—b=m(q — q) <> m|a—b.

Por lo tanto, @ = b (mdéd m). Ahora, considérese el reciproco, partase de que
a =0b (méd m). Por definicion, m|a — b y notese que a —b =a —b— 0, de esta
manera a — b = 0 (méd m). Por el algoritmo de la division, a = mq; +r1 y
b=mqe + 19 para q1,q2 € Ny 0 < 11,7y < m. De esta forma, al restar ambas
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expresiones, se obtiene que 0 < |r; — 19| <my
4= = magr-+ri— (o) <= a=b—(r1—r2) = (g1 —g2) <= mla—b—(r1—72).

Por consiguiente, a — b = r; — r9 (méd m). Dado que la congruencia describe
una relacion de equivalencia, como a —b =0 (mdd m), se tiene que 0 = r; — 79
(méd m). Segin la proposicion [3.4.2 como 0 < |r; — ro| < m, entonces 0 =
T — 79 <—7T1=T9. ]

No6tese que de forma natural, se pueden aplicar operaciones aritméticas
dentro de las congruencias. A continuacion, se detallan algunos de los resulta-
dos.

Teorema 3.4.1. Sean a,b,c,d € Z ym € N tales que a =b (méd m) yc=d
(méd m), entonces:
atc=b+d (méd m), (3.3)

y también
ac=bd (méd m). (3.4)

Demostracion: Por definicion de congruencia, m|a — by m|c — d. Segin las
propiedades de la divisién, dz,y € Z talesque a —b=axm y ¢ — d = ym.
Para probar [3.3] stmese o réstese ambas expresiones, entonces

a—b+t(c—d) =axm+ym <= atc—(b+d) = (z+y)m < mlatc— (b+d).

Por lo tanto, a = ¢ =b+d (méd m).

Ahora para[3.4] multipliquese la primera expresion por ¢ y la segunda por b,
entonces ac—bc = cxm <= bc = ac—cxm y bc—bd = bym <= bc = bd+bym.
En consecuencia,

ac — cxm = bd + bym <= ac — bd = (cx + by)m <= mlac — bd.
Por lo tanto, ac = bd (méd m). O
Teorema 3.4.2. Sean a,b € Z ym,n € N tales que a = b (mbéd m), entonces
a®=b" (méd m). (3.5)

Demostracion: Obsérvese que para n = 1, la prueba es directa; para el resto
de casos, procédase por induccién. Considérese el caso base con n = 2. Con
base en al tomar ¢ = a y b = d, se obtiene que a? = b?> (méd m). Ahora,
supdngase validez para algin k € N y analicese el caso n = k 4+ 1. Notese
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que a = b (méd m) por definicion, y segtn el paso inductivo, se verifica que
ab = bk (méd m). Nuevamente, al aplicar se concluye que aFt! = pFt!
(méd m). Por el principio de induccién matemaética, la expresion es valida para
todo n € N con lo que se completa la demostracion. ]

Los siguientes resultados involucran al maximo comun divisor dentro de la
congruencia.

Teorema 3.4.3. Ley de cancelacion
Sean a,b,c,d,m € N. Si ac = bc (méd m) y d = ged(m, c), entonces

a=b (méd@> . (3.6)
d
Demostracion: Supoéngase que ac = be (méd m), de esta manera, por defi-
nicion se verifica que m|ac — be <= c¢(a — b) = km, k € Z. Sea d = ged(m, ¢),
de forma que d|m y d|c, lo cual implica que 7, 5 € Z. Por lo tanto, al dividir
la expresion para d,
c m

m
8(a—b):k<d) — E‘a—b.
Por consiguiente, a = b (méd%). O

Teorema 3.4.4. Sean a,b € Z y m,c € N tales que a =b (mdéd m). Si clm y
cla, entonces clb.

Demostracion: Por definicion, se verifica que m|a — b; por lo cual, 3k € Z
tal que a — b = mk <= a — mk = b. De esta forma, c|m A cla = c|a — mk,
es decir, c|b. O

Teorema 3.4.5. Sean a,b,m € N. Si a = b (méd m), entonces gcd(a, m) =
ged(b,m).

Demostracion: Sean ¢ = ged(a,m) y d = ged(b,m) y supéngase que a = b
(méd m). Por definicion de méximo comun divisor y con base en el teorema
cla A elm = ¢|by d|b A dlm = d]a; lo cual a su vez implica que c|d y
d|c, respectivamente. En consecuencia, ¢ = d, por propiedad de la division. [

Por ultimo, se presentan dos teoremas fundamentales de la teoria de niime-
ros que involucran la aritmética modular, los cuales seran de vital importancia
en capitulos posteriores; estos son el pequeno teorema de Fermat y el teorema
de Wilson. Como manifiesta Dudley [4], el primero fue enunciado por Pierre
de Fermat en 1640 y su alcance es de vital importancia para el estudio de
congruencias cuadraticas.
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Teorema 3.4.6. Pequeno teorema de Fermat
Sea p un primo y a € N tal que ged(a,p) = 1. Entonces,

a? =1 (médp). (3.7)
Demostracion: Para empezar, considérese la siguiente la congruencia
a’? =a (méd p). (3.8)
Por el teorema la congruenciaimplica Ademés, dado que ged(a, p) =

1, por la ley de cancelacién, la congruencia [3.8| conlleva En consecuencia,
ambas expresiones son equivalentes.

A continuacién, fijese un primo p y procédase por inducciéon. De esta forma,
considérese el caso base con a = 1 puesto que ged(1,p) = 1. Evidentemente,
17 =1 (mdd p). Supdngase validez para a = k tal que ged(k,p) = 1, es decir,
kP =k (mdéd p). Ahora analicese el caso a = k + 1 tal que ged(k + 1,p) = 1.
Por la férmula del binomio de Newton,

P p—1
b= (Dt e D (et
=0 i=1

Por definicion, los coeficientes binomiales vienen dados por

() = o

En consecuencia, p[(’;) para 1 < i < p — 1. De esta manera, al considerar la
congruencia modulo p, se tiene

p—1

(k+1)P =k +> (k" +1=k +1 (méd p).

i=1
Por el paso inductivo, se satisface que kP = k (méd p), lo cual a su vez implica
que (k4 1) = k+ 1 (méd p). Por el principio de inducciéon matematica, la
congruencia se verifica para todo n € Ny, dado que la eleccién del factor primo
p es arbitraria, se finaliza la demostracion. O

Finalmente, se introduce el teorema de Wilson que otorga una condicion
suficiente y necesaria para evaluar la primalidad de un nimero.

Teorema 3.4.7. Teorema de Wilson
Sea p € N, entonces p es primo si y solo si

p—1D!'=-1 (mdd p). (3.9)
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Demostracion: Primero, partase de que (p — 1)! = —1 (méd p) y procédase
por contradiccion. Supéngase que p es compuesto. En consecuencia, existe un
d e Ncon 1< d<ptal qued|py por ende, d|(p— 1)!. Ahora, como d > 1, se
tiene que d 1 (p—1)!+1, lo cual a su vez implica que p|(p—1)!+ 1. No obstante,
esto es imposible, puesto que (p — 1)! = —1 (mdd p) < p|(p — 1)! + 1. Por
consiguiente, se tiene una contradicciéon y la suposicién inicial es errénea. De
manera que p es primo.

A continuacién, partase de que p es primo. Si p = 2, trivialmente se cumple
que 1! = 1 = —1 (mdd 2). Entonces, trabajese con un primo impar p. Sea
a€{l,...,p— 1} y obsérvese que a tiene un inverso x médulo p. Dado que p
es primo, p 1 a, es decir, ged(a,p) = 1. Por el lema de Bézout, Jz,y € Z tal
que ax + py = 1. De esta manera, al analizar la congruencia moédulo p, se tiene
que

ar+py=ar=1 (méd p).

Notese que dicho inverso es tnico; para ver esto, supéngase que x y x’ son
ambos inversos de a. Por definicion, ax = az’ = 1 (méd p). Por la ley de
cancelacion, dado que ged(a, p) = 1, se concluye que z = 2/ (méd p).

Ahora, considérese el caso en que a es inverso consigo mismo, por definicion,
a?=1 (méd p) <= a?—-1=0 (méd p) <= (a+1)(a—1) =0 (mébd p). Por
lo tanto, a +1=0 (méd p) o a — 1 =0 (méd p), es decir, a = —1 (mdéd p) o
a =1 (méd p). Notese que p— 1 = —1 (méd p), de manera que se concluye
que 1 y p — 1 son los tnicos elementos que son inversos moédulo p consigo
mismos. Por lo tanto, como p es impar y se descartan 1 y p — 1, entonces es
posible agrupar los demas restos en % pares (h,k), de tal forma que estos
sean inversos modulo p, es decir, hk = 1 (méd p) para h,k € {2,...,p—2} y
h # k. En consecuencia,

p—2 pz;s ?
p-D=@E-DW)][i=)][[rki=-][1=-1 (médp).
=2 i=1 =1

Luego, se satisface la bicondicionalidad y la demostracion se completa. O



CAPITULO 4 -

Funciones Aritméticas

«C’est, avec la logique que nous prouvons
et avec l'intuition que nous trouvons.»

Probamos por medio de la ldgica, pero
descubrimos por medio de la intuicion.

Henri Poincaré

31
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A rasgo general, las funciones son una parte muy estudiada dentro de la
matematica, principalmente en anélisis, combinatoria y teorfa de ntimeros. Re-
cuérdese que una funcion se interpreta como una asociacion de elementos entre
dos conjuntos, tales que a cada elemento del conjunto de salida o dominio se
le asigna un tnico elemento del conjunto de llegada o codominio. Segin lo es-
tablecido por Santos [5], una funcion aritmética es aquella funcién compleja o
real valuada que se define para todos los enteros. Este tipo de funciones consti-
tuyen un eje fundamental en la teoria de niimeros analitica, y en particular, son
el pilar de las identidades de Liouville. En este capitulo, se abordaran varias
de ellas.

4.1. Funciones multiplicativas

La propiedad de multiplicidad es una herramienta muy ttil al momento de
definir una férmula cerrada para las funciones aritméticas. A continuacion, se
dara una definicién para esta propiedad.

Definicién 4.1.1. Funciones multiplicativas
Sea f una funcion aritmética. Se dice que f es multiplicativa si para todo
m,n € N tal que m y n son coprimos, se verifica que f(mn) = f(m)f(n).

Al suprimir la condicién de primalidad relativa, se puede dar con otro tipo
de funciones.

Definicién 4.1.2. Funciones completamente multiplicativas
Sea f una funcion aritmética. Se dice que f es una funcidn completamente
multiplicativa, si f(mn) = f(m)f(n),Vm,n € N.

Obsérvese que dos ntmeros primos distintos trivialmente son coprimos en-
tre si. En consecuencia, resulta factible aprovechar la descomposicién canénica
y trabajar con factores primos para calcular el valor numérico de las funciones
multiplicativas. En consecuencia, la dificultad que se presenta es hallar algin
método que permita probar dicha propiedad en las funciones aritméticas. A
continuacion, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1.1. Sea f una funcion multiplicativa. En consecuencia, la funcion

G(n) =) f(d)

din

es también multiplicativa.
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Demostracion: Con base en la definicion de funcién multiplicativa, considé-
rese m,n coprimos y evaltiese la funcion G(mn) = Z f(d).
d|mn
Dado que m y n son coprimos, entonces ged(m,n) = 1. Por el Teorema
Fundamental de la Aritmética, m y n pueden descomponerse en factores primos
de forma unica. Sin pérdida de generalidad, tomese m = p{'...p* y n =

qf o qf? ". Como m y n son coprimos, la interseccién entre los factores primos
de m y n es vacia. En consecuencia, mn = p{* .. .pg’“qlﬁ1 ) ..qﬁ*. Ahora, al
considerar un divisor d de mn, este viene dado por d = p{* ... pqui’l g

con 0 <a; < a; parai € {1,...,k} y0<b; <p;para j = {1,...r}. De esta
manera, sea = p{*...pF yy = qlf1 ...qb . Evidentemente, se verifica que
ged(z,y) = 1, x|m, y|n y d = xy. Nuevamente, el Teorema Fundamental de la
Aritmética garantiza la unicidad de = y y.

Por lo demostrado previamente y dado que f es multiplicativa, G puede
expresarse de la siguiente manera

G(mn) =Y fd) =Y flay)=>_ f@)f)

dlmn z|lm z|lm
yln yln

Obsérvese que la doble condicién puede separarse como doble sumatoria. Por
consiguiente,

Gimn) =Y > f@)f(y) =) fl@))_ fly) = Gm)G(n).

z|lm yln z|m yln

4.2. Algunas funciones aritméticas

Los divisores de un niimero natural n desempenan un papel importante; de
esta manera, se definen las siguientes funciones aritméticas.

Definicién 4.2.1. Funcién 7
La funcion T devuelve el nimero de divisores positivos de un nimero natural
n, es decir,

T(n)=> L (4.1)

dln

Proposicién 4.2.1. Dada la descomposiciéon canénica de un niimero natural
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n, la funcién 7 viene dada por

7(n) = [J (i + 1). (4.2)

1€N

Demostracion: Obsérvese que 7 es una funcién multiplicativa. Dado que

T(n) = H 1y f(n) =1 es multiplicativa de forma trivial, por el teoremaj.1.1
d|n
7 es multiplicativa.
Ahora, es posible hacer uso de la descomposicion candnica para aprovechar
la propiedad multiplicativa al considerar los factores primos. De esta forma,
evaltese T(pk) cuando p es primo y k € N. No6tese que como p es primo,
entonces los tnicos divisores de p* son las potencias p’ con i € N tal que
0 < i < k. Mediante un conteo simple, se concluye que p* tiene exactamente
k + 1 divisores positivos. Por consiguiente, 7(p*) = k + 1.
Finalmente, rectarrase al hecho de que 7 es multiplicativa y apliquese el
Teorema Fundamental de la Aritmética. De esta manera,

T(n) =7 (Hp?’) =[]0 = [[(ai + D).

1€EN €N €N

Definicién 4.2.2. Funcién o
La funcion o devuelve la suma de todos los divisores positivos de un nimero
natural n, es decir,

o(n) = Z d. (4.3)

dn

Proposicién 4.2.2. Dada la descomposicién canénica de un niimero natural
n, la funcién o viene dada por

on)=J[2%—-—. (4.4)

Demostracion: Obsérvese que o es una funcion multiplicativa. Dado que

o(n) = H dy f(n) =n es multiplicativa, por el teorema |4.1.1} o es multipli-
dln
cativa.

En consecuencia, considérese la descomposiciéon canodnica de n y analicese
a(pk) cuando p es primo y k € N. Previamente, se observé que los divisores
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de p* son las potencias p’ con i € N tal que 0 < i < k. En consecuencia,
los divisores de p* se hallan en una progresion geométrica con razén p y cuyo
término inicial es p° = 1. De esta manera, como 7(p*) = k + 1, se verifica
que U(pk) es igual a la suma de los primeros k 4+ 1 términos de la progresion
geométrica. Por lo tanto,

Finalmente, por el Teorema Fundamental de la Aritmética y dado que o es
multiplicativa,

a;+1 -1

o _ i\ pi
oo ([0 )T -T2

ieN ieN ieN
t

Para estas dos funciones aritméticas que trabajan con los divisores de un
natural, se puede definir una tercera que sirva de generalizacién, tal como se
muestra a continuacién.

Definicién 4.2.3. Funcién oy
Para todo k € C, la funcion o se define como la suma de las k-ésimas
potencias de los divisores de n, es decir,

or(n) = de. (4.5)

dln

Obsérvese que T y ¢ son un caso particular de oj. En efecto, se tiene que

oo(n) = Zdo = Z 1=171(n),

dln dn
oi1(n) = Zdl = Zd =o(n).
dln dln

Proposiciéon 4.2.3. Dada la descomposiciéon canénica de un niimero natural
n, la funcién oy con k # 0 viene dada por

or(n) = H % (4.6)
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Demostracion: En primer lugar, notese que f(n) = n*, k € C es multiplica-
tiva. Por propiedad de los exponentes, se verifica que

fmn) = (mn)* = (m*)(n*) = f(m)f(n).

Por el teoremal4,1,1{y dado que o(n) = H d*, o} es multiplicativa.
dn

Ahora, considérese la descomposicion canoénica de n y analicese oy (p”)
cuando p es primo y r € N. En la demostraciéon de la proposicion (1.2 se
observo que los divisores de p” se hallan en una progresién geométrica, cuyo
término inicial es p® = 1. En este caso, como se deben considerar las k-ésimas
potencias, la progresion tiene razéon p*. Por consiguiente, como 7(p") = k + 1,
se verifica que oy (p") es igual a la suma de los primeros k + 1 términos de la
progresiéon. Entonces,

r . k(r+1) _ 1
D () e —

i=0 p—1

Finalmente, por el Teorema Fundamental de la Aritmética y dado que o} es
multiplicativa,

P g
o1(n) = oy (Hp?i> =[x =11 T

i€N ieN i€N
Para el caso k = 0, véase la ecuacion [4.1] obtenida para 7. O
Por su parte, Williams [3], realiza una distincion de esta tltima funcion en

virtud de la paridad. En este caso, se trabajara con o al considerar divisores
que generan un nimero impar y se define la siguiente funcién aritmética.

Definiciéon 4.2.4. Funcién o7},
Para todo k € C, se define la funcion o), como la suma de las k-ésimas
potencias de los divisores de n tal que su cociente es impar, es decir,

op(n) =Y _d~. (4.7)
dln
215

En particular, para k = 1 simplemente se denota o] = o*.

Para dar con una férmula para oy, se trabajara con las funciones aritméticas
previamente definidas.
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Proposicién 4.2.4. La funcion o; es multiplicativa y para todo n € N, se
satisface que
n
UZUO::JkOO——0k<§>. (4.8)
Demostracion: Considérese m,n coprimos y evaltese la funcion o (mn). Ba-
jo las mismas consideraciones detalladas en la demostracion del teorema [£.1.1]
se verifica que:

oitmn) = 30 & = 3" (ay)* = 30k 3k = ofm)oi(n)

dlmn z|lm z|lm yln

mn m n

21y 2)3(/7\’% 2 2t5
zy

En consecuencia, o; es multiplicativa.

Nota: La condicion 2 ¢ ’;—; implica que 2 ™% y 2 ¢ % En particular, dado
que z|m y y|n, puede simplificarse como 2 { ¢y 21 .

Ahora, procédase a analizar los el conjunto de los divisores de n tal que %
es par.

n n n

Como consecuencia del algoritmo de la division, todos los enteros son de la
forma 2k o 2k — 1 para k € Z, es decir, el conjunto de los nimeros pares e
impares es disjunto. Por lo tanto, el conjunto de divisores de n puede expresarse
como:

(@en:dn) = {aen:dn2 ‘ Phufaen:amai 7).
Con base en lo demostrado previamente, se concluye que

{deN:ﬂm2+Z}:{deN:ﬂnﬂ{deN:d

n
5 ("
De esta manera, se deduce que

or(n) :de :de—de = ox(n) — ox (g)

dln din |5
2%
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Los siguientes teoremas, que se tratardn a continuaciéon, constituyen una
herramienta fundamental para las aplicaciones de la primera identidad de Liou-
ville, como se podra apreciar en un capitulo posterior. Cada uno de estos re-
sultados guarda una conexién intrinseca con la aritmética modular.

Teorema 4.2.1. Sean € N. Sin =0 (mdd 2), entonces c*(n) =0 (méd 2).

Demostracion: Sea n = 0 (méd 2); de esta manera, la descomposicion ca-
noénica viene dada por n = 2%k con a,k € Ny k =1 (méd 2). Por teorema,
o* es multiplicativa y con base en la proposicién se concluye que

c*(n) =0c*(2%) = o*(2*)0" (k) = (¢(2*) — o (20‘_1)) o* (k).
Por la proposicion [£.2.2]
o(2%) —o (2271 =20 —1— (2% — 1) = 2*.
En consecuencia,
o*(n) =2%"(k) =0 (mdd 2).
O

Teorema 4.2.2. Sean n, N € N tal que N es el mayor divisor impar de n.
Entonces, o(n) =1 (méd 2) si y solo si N es un cuadrado perfecto.

Demostracion: Por teorema, la funcion o es multiplicativa; entonces, es po-
sible trabajar con la descomposicién candnica de n. Sin pérdida de generalidad,
tomese
n =2 Hp?i,a e N, 3; € N, p; primo impar.
€N

En este caso, el mayor divisor impar de n viene dado por N = H p;". Por la

ieN
proposicion [£.2.2]
) ) 1 {2
on) =" -D]]*———=02" -1 pi |-
ien Pim 1 ieN \k=0

Obsérvese que por el teorema como p; = 1 (mdd 2), entonces pf =1
(méd 2) para todo k € N. Por lo tanto,
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Notese que 2°T1 —1 =1 (méd 2), lo que implica que

o) {1 (méd 2), B; =0 (méd 2)

0 (méd2), 5; =1 (méd 2)

Finalmente, interprétese cada caso; 8; = 0 significa que N es un cuadrado per-
fectoy 8; =1 (mdd 2), lo contrario. Dado que la congruencia modular verifica
una relaciéon de equivalencia, la bicondicionalidad se satisface y se concluye la
demostracion. O

Teorema 4.2.3. Sea n € N. Entonces, c*(n) =1 (méd 2) si y solo si n un
cuadrado perfecto impar.

Demostracion: Primero, sea o*(n) = 1 (mdéd 2). Por la contrapositiva del
teorema n =1 (méd 2). Con base en la proposicion se verifica que

n

o*(n) = o(n) — o (5) = o(n).

En consecuencia, 0 = 1 (méd 2). Dado que n es impar, entonces n no tiene

divisores pares. Por el teorema [£.2.2] n es un cuadrado perfecto impar.
Ahora, sea n un cuadrado perfecto impar. Por el teoremal[f.2.2]y lo obtenido

previamente, o(n) = o*(n) =1 (méd 2). O

Recuérdese que el algoritmo de Euclides, permite clasificar a los enteros
segin su clase equivalente en virtud del resto que dejan al dividirlos para
algin entero k. De esta forma, es posible definir una nueva funcién aritmética
al realizar esta modificaciéon a la funciéon 7 como se indica a continuacion.

Definicién 4.2.5. Funcién 7,
Para k € Z ym € N, la funcion 1y, se define como el niimero de divisores
positivos de n tales que d =k (méd m), es decir,

Tem(n)= > L (4.9)
dln
d=k (r|nc')d m)

Teorema 4.2.4. Sean m,n € N tal que m|n y k € [m], entonces

mm00=T(ﬁ), (4.10)

m

n—1
> Tim(n) = 7(n). (4.11)
=0
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Sea r € N. Si rlk y rlm, entonces
n
Thom(N) = Tk m (;) : (4.12)

Demostracion: Por propiedad de la congruencia modular, se verifica que
d=0 (méd m) <= ml|d <= d = am,a € Z. En consecuencia,

Tom(n) = Y 1:21:21:7<%>.

dln am|n al -
d=0 (mdéd m)

Ahora, trabajese para demostrar la segunda identidad. Segun la definicion [4.2.5

n—1 n—1
drmn)=>_ > L
=0

=0 dln
d=i (méd m)

Por el Algoritmo de Euclides, todos los enteros pueden clasificarse segin su
clase equivalente médulo m y dichas clases son disjuntas. Notese que existen
m posibles restos modulo m, estos son {0,1,...,m — 1}. Por lo tanto, si se
considera la suma del niimero de divisores de n de todas las clases equivalentes
mobdulo m, se obtiene el niimero total de divisores de n. De esta forma,

n—1
Zn,m(n) = Z 1=171(n).
1=0

din

Finalmente, obsérvese que

Tk,m(n) = Z 1= Z 1.

din din
d=k (méd m) dz% (méd =)
Dado que r|k y r|m, entonces %, “r € Z. Sin pérdida de generalidad, tomese
x = % y y = 7. Por propiedad de la congruencia modular se satisface que

d=rx (méd ry) < ry|d —re <= d —rz = ary,a € Z.
En consecuencia, d = ary + rx = r(ay + x) <= r|d <= d = 0 (méd r).
De esta manera, b = %l eNy

n
mmm = > 1=ma (7).
e

b=E% (méd )
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Como seniala Williams [3], es posible definir una nueva funciéon aritmética
fundamentada puramente en la divisibilidad de dos enteros.

Definicién 4.2.6. Funcién F},
Dados k,n € N, se define la funcion Fy(n) como

Fi(n) = {(1) le . (4.13)

Teorema 4.2.5. Sean k,n € N, entonces

S Fd) =7 (%) . (4.14)

dln

Demostracion: Por definiciéon de la funcién Fj., se verifica que

D Fu(d) =) 1.

din din
k|d

Obsérvese que k|d <= d = ak,a € Z. En consecuencia,

ZFk(d)221:Z1:¢(%).

dn ak|n al
O

Otra de importante utilidad corresponde a la funcién maximo entero, la
cual seré relevante para el siguiente el capitulo.

Definicién 4.2.7. Funcién maximo entero [ |

Para todo x € R, la funcién mdzimo entero, también denominada funcion
piso o parte entera, devuelve el tunico entero [z] tal que [z] < z < [z] + 1.
Matemdticamente, viene dada por

[x] = rgg%({n :n <z} (4.15)

Teorema 4.2.6. Seann € Z y x € R. Entonces,

[x +n] = [z] + n. (4.16)
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Demostracion: Por definicién de méaximo entero,
[z] <z < [z] +1,

[z +n <z +n < [z] +n + 1.

Obsérvese que [z] € Z y recuérdese que n € Z, por definicion. Dado que Z
forma un anillo, se verifica clausura bajo adicion, y, por lo tanto, [z] +n y
[x] + n + 1 son enteros consecutivos. En consecuencia,

[x + n] = méx{m : m <z +n} = [z] +n.
meZ
0

Finalmente, Apostol [6], incluye una funcién aritmética definida por Joseph
Liouville que cobrard importancia a posteriori. No obstante, se precisa definir
otra funcion antes de abordarla.

Definicién 4.2.8. Funcioén ()
La funcion Q devuelve el nidmero de factores primos de todo nimero natural

n al contar multiplicidades. St n = pJ* .. .pZ’“ con pi,...,Pr primos distintos,
entonces
k
Qn)=> a;. (4.17)
=1

Por convencion, (1) = 1.

Teorema 4.2.7. La funcion 2 es completamente aditiva, es decir,

Q(mn) = Q(m) + Q(n),Ym,n € N. (4.18)
Demostracion: Sean m,n € N y considérese su descomposiciéon candnica.
Sin pérdida de generalidad, tomese n = pi*...p* y m = ¢{" ... qrﬁr, por lo
cual mn = qlﬁ1 . qfrp?l N

Por definicion de la funcién €2,

r k
Q(mn):ﬁl—l—...—i—ﬁr—{—al—l—...—{—ak:Z@-—I—Zai:Q(m)—i—Q(n).
i=1 i=1

O]

Definicion 4.2.9. Funcién de Liouville A
Para todo numero natural n, la funcion de Liouville viene definida por

A(n) = (1)), (4.19)
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Teorema 4.2.8. La funcion A es completamente multiplicativa y para todo
n €N,

Z)\(d) _ {1, n cuadrado perfecto . (4.20)

0, de lo contrario
dln

Demostracion: Sean m,n € N y analicese A(mn). Dado que 2 es completa-
mente aditiva y por propiedad de los exponentes, se verifica que

Ain) = (~1)20) = ()RR (1) (1)) — \m)A(n).

Sea s(n) = Z A(d). Por el teorema |4.1.1|se verifica que s(n) es multiplicativa,

dln
dado que X\ es multiplicativa. De esta manera, considérese descomposiciéon en
factores primos para hacer uso de la propiedad multiplicativa. Entonces, eva-
ltese s(p*) cuando p es primo y k € N. Recuérdese que los tinicos divisores de
p" son las potencias p’ con 0 < i < k. Por lo tanto,

k k k

D (DT = (1) + (-1,

=0 =0 =1

2

b

=
I

=

’Bﬁ
|

Véase que (—1)" = 1 si 2i y (=1)" = —1 si 2 { i. Entonces, analicese la
sumatoria segun la paridad de k. Por el Algoritmo de Euclides, los enteros
puede ser de la forma 2r,r € Ny 2r — 1,r € N; evaltese cada caso de manera
independiente y separese la sumatoria.

Lk=2resr==%
k k k kE
2 2 2 2
sPF) =143 (DT Y ()T =1- 14 1=
r=1 r=1 r=1 r=1
2. k=2r—ler="4l1
k41 ktl_y L= kLl g

s =14 (-1 + (D) =1-1- > 1+ > 1=0.
r=1 r=1
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Por consiguiente,

w12k
8(1))—{07”]?

Al aplicar el Teorema Fundamental de la Aritmética y como la funcion es
multiplicativa, se obtiene que

s(n) =s (Hp?) = [T s@).

i€N i€N
Obsérvese que si existe algin j € N tal que a; es impar, entonces s(n) = 0
puesto que s(p?j) = 0. Por lo tanto, s(n) = 1 tnicamente cuando todos los
exponentes «; son pares, lo cual implica que n es un cuadrado perfecto.
Luego,
s(n) =

1, n cuadrado perfecto
0, de lo contrario



CAPITULO 5 -

Ecuaciones Diofanticas

«Chaque probléme que je résolvais
devenait une régle, qui servait ensuite a
résoudre d’autres problémes.»

Cada problema que resolvi, se volvid una
regla que sirvid mds tarde para resolver
otros problemas.

René Descartes

45
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Las ecuaciones diofanticas constituyen por si solas una rama de estudio
propia dentro de la teoria de ntimeros. En este caso, se destinard un capitu-
lo a esta clase de ecuaciones, dado que son cruciales para establecer las tres
identidades de Liouville. En efecto, se precisa definir de una sumatoria para
un conjunto de enteros que sean soluciones de una ecuaciéon diofantica.

5.1. Nociones béasicas

La teoria de niimeros se desarrolla sobre el anillo de los niimeros enteros Z
y sus propiedades; por lo tanto, varias de sus ramas se centran en los enteros.
En particular, las ecuaciones diofanticas son un tipo de ecuacién algebraica
en las cuales se buscan soluciones enteras. A continuacién, se dard una breve
introduccién a los conceptos béasicos y principales resultados que involucran
ecuaciones diofanticas.

Definicién 5.1.1. Ecuacién diofantica
Una ecuacion polindmica con coeficientes enteros en la que se buscan solu-
ciones enteras se denomina diofdntica.

Estas ecuaciones reciben el nombre de diofanticas en honor del matematico
helénico Diofanto de Alejandria. De acuerdo con lo establecido por Alaca y
Williams [7], Diofanto fue el pionero en introducir la notacion algebraica y
plante6 una serie de problemas que deben resolverse en el conjunto de los
enteros o racionales en su obra “Arithmetica’”.

Obsérvese que las ecuaciones diofédnticas pueden ser de distinto grado y
pueden tener infinitas soluciones en los enteros o ninguna. De acuerdo con lo
postulado por Alaca y Williams [7], las ecuaciones diofanticas han sido objeto
de estudio a lo largo de los afios de varios mateméticos, como Pitdgoras, Bachet,
Fermat, Euler, Bézout, Hilbert, entre otros.

5.2. Ecuacion diofantica lineal

Uno de los pioneros en abordar el analisis diofantico durante la Edad Mo-
derna fue el matemaético francés Claude Bachet. Como senala Rashed [§], la
primera critica de la obra de Diofanto se debe a Bachet, la cual serviria de base
para el estudio de la teoria de ntimeros durante dos siglos y medio; adicional-
mente, contribuy6 con el estudio de las ecuaciones diofanticas indeterminadas
de primer grado. De esta manera, se introduce la ecuacién diofantica mas sen-
cilla.
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Definicion 5.2.1. Ecuaciéon diofantica lineal
Una ecuacion del tipo ax + by = ¢ con a,b,c € Z se denomina ecuacion
diofdntica lineal.

Evidentemente, este tipo de ecuaciones tiene infinitas soluciones en los ra-
cionales, simplemente despéjese una variable en funcién de la otra; sin embargo,
no necesariamente es resoluble para los enteros. Obsérvese que lo establecido
en la definiciéon [5.2.1] mantiene una conexién con la aritmética modular, co-
mo se verd méas adelante. En efecto, el siguiente teorema relacionado con la
existencia de soluciones para congruencias lineales se le atribuye a Bachet.

Teorema 5.2.1. Teorema de Bachet

Sean a,b € Z y c € N y considérese la congruencia lineal ax = b (méd c). Si
ged(a, ¢) = 1, entonces la congruencia tiene una unica solucion. Si ged(a,c) =
d y d|b, entonces existen d soluciones incongruentes; si d 1 b, entonces no existe
solucion para la congruencia.

Demostracion: Sea ged(a,c) = 1. De esta manera, Im,n € Z tales que
am + cn = 1. Por lo tanto,

b= b(am + cn) = a(bm) + c¢(bn),

c(bn) = b — a(bm) <= c|b — a(bm).

Por definicion de congruencia, a(bm) = b (mdéd c¢), lo cual implica que bm
es soluciéon para ax = b (mdéd ¢). Para probar unicidad, supéngase que x1 y
2o son ambas soluciones para la congruencia lineal tales que 0 < x1, 292 < c,
es decir, ary = axy = b (mdd ¢). Por la ley de cancelacion, 1 = x2 (mdéd c).
Dado que —c < x1 —x3 < ¢, se verifica que 0 < |z —x2| < ¢; por la proposicion
r1 = T9, con lo que se verifica que la congruencia tiene solucién tnica.

Ahora, sea d = ged(a, c) tal que d|b. Por propiedad de méximo comun di-
visor, d|a; con base en el algoritmo de la division, Ir,s € Z tal que a = rd
y b = sd. En consecuencia, se tiene la congruencia (rd)x = sd (méd c¢). Nue-
vamente por la ley de cancelacion, rz = s (méd §). Obsérvese que 7 = § 'y
ged(r, §) = 1. Por lo demostrado previamente, la congruencia tiene solucion
dnica. Denotese por x1 a la solucién de la congruencia. Trivialmente, x; es
también soluciéon para axr = b (méd c¢). Sea xy otra soluciéon para esta con-
gruencia, de forma que axr; = axy = b (mdd ¢). Por la ley de cancelacion,
r1 = 22 (M6d §) <= Slxo — x1. Segun el algoritmo de la division, Ik € Z
tal que k(§) = x2 — 21 <= x2 = 21 + k(§). Recuérdese que 1 es solucion de
rz =s (méd ), por lo cual 0 < 1 < §, y témese k& < d — 1. Por lo tanto,

osar(5) <G ia-n (§) =a(5) =«
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Con lo cual 0 < x9 < ¢y x2 es un residuo minimo. Dado que para 0 < k <
d — 1, existen d enteros, se concluye que la congruencia ax = b (méd c) tiene
exactamente d soluciones incongruentes.

Finalmente, considérese el enunciado: si az = b (mdd c¢) tiene solucion, en-
tonces d|b. Sin pérdida de generalidad, tomese x1 como solucion. Por definicion
de congruencia, ax; = b (méd ¢) <= c|b—az;. Por el algoritmo de la division,
Jy € Z,cy = b—ax; < b = axr1 + cy. Dado que d = ged(a, ¢), se verifica que
d|azy y d|cy; por consiguiente, d|b. En consecuencia, por la contrapositiva, si
d 1 b, entonces ax = b (mdd ¢) no tiene solucion. O

A continuacion, se establece la conexién entre congruencias lineales y ecua-
ciones diofanticas lineales mediante el siguiente resultado.

Teorema 5.2.2. La ecuacion diofantica lineal ax + by = c es resoluble si y
solo sid|c, d = ged(a, b). Adicionalmente, si (xo,yo) es una solucion particular,
entonces las soluciones generales vienen dadas por:

b
- k(2
xr =x9 + <d>

-

Demostracion: Obsérvese que ax + by = ¢ <= by = ¢ — ax <= b|c — ax.
Por la definiciéon de congruencia, la ecuacion diofantica es equivalente a
la congruencia lineal az = ¢ (méd b). Con base en el teorema de Bachet, la
congruencia tiene solucion si y solo si dle, d = ged(a, b). Adicionalmente, si
2o es solucién de la congruencia, entonces la soluciéon general corresponde a
$:£C0+ki(g),k‘ € 7.
De esta manera,

, keZ. (5.1)

C axr C

_ _c_qa b\ _czar (e
V=570 T b(m0+k<d>>_ bk (g):

c—azg

Sea yg = 32, lo cual implica que y = yo — k(%) 0

5.3. Ecuacion de Pell-Fermat

Al considerar ecuaciones diofanticas de segundo grado, se encuentran las
ecuaciones de Pell, estudiadas desde la antigiiedad. Este tipo de ecuaciones
servird como preambulo a la ecuaciéon de Liouville. De acuerdo con Tattersall
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[9], el estudio de sus soluciones fue atribuido a Pell erréneamente por Leonhard
Euler, mientras que Pierre de Fermat fue el pionero en la investigacion de
soluciones no triviales.

Definicién 5.3.1. Ecuacién de Pell-Fermat
Una ecuacion del tipo 2 — Ny? = 1 donde x,y € Z y N no es un cuadrado
perfecto, se denomina ecuacion de Pell-Fermat.

Es importante recalcar la importancia de considerar que N no sea un cua-
drado perfecto cuando se trabaja con soluciones en Z, tal y como se evidencia
a continuacion.

Proposicién 5.3.1. La ecuacién 22 — Ny?> = 1 con z,y € Z y N un cuadrado
perfecto, solo admite las soluciones triviales (x,y) = (£1,0).

Demostracion: Obsérvese que 22 — Ny? = (z++v/Ny)(z — vVNy) = 1. Dado
que N es un cuadrado perfecto, z + vV Ny, z — /Ny € Z. Por lo tanto,

z++VNy=+1
{x — \/]Vy =+1
De esta forma, al sumar ambas expresiones, se obtiene que
2r = 2(£1) <= x = 1.
Dado que N € N, se verifica que N # 0. En consecuencia,

+1+VNy = +1,

O]

La demostracion de la proposicion permite identificar una clara re-
lacion entre el anillo Z[v/N] = {z + yV/N : x,y € Z} y la solucion de las
ecuaciones de Pell-Fermat. Efectivamente, los elementos z + yv'N € Z[v/N]
tales que 22 — Ny? = 1 otorgan las soluciones enteras (z,y) de la ecuacion.

Una de las primeras aproximaciones a la resoluciéon de estas ecuaciones se
debi6é a Brahmagupta mediante la identidad que lleva su nombre.

Teorema 5.3.1. Identidad de Brahmagupta
Para a,b,c,d, N € Z,

(a®> = Nb*)(c? — Nd?) = (ac + Nbd)? — N(ad + bc)>. (5.2)
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Demostracion: Obsérvese que

(a®> — Nv*)(? — Nd?) = a*c® — Na%d® — NV*? + N2 d>
= (a*c® + N?*b*d*) — N(a*d® + b*c*) + (2Nabed — 2N abed)
= (a®c® £ 2Nabed + N?b2d?) — N(a’d? & 2abed + b*c?)
= (ac £ Nbd)? — N(ad % be)?.

O]

A continuacién, se procede a la construccion de la solucién general a partir
de la soluciéon fundamental (7, s), es decir, con base en los menores r,s € N
tales que 72 — Ns? = 1.

Teorema 5.3.2. Teorema de Lagrange

Sea (r,s) la solucion fundamental de una ecuacion de Pell-Fermat. En-
tonces, todas las soluciones de la ecuacion de Pell-Fermat vienen dadas por
(Zn,Yn) donde x, + yp VN = (r + sv/N)",n € N.

Demostracion: Sea § € Z[v/N] tal que 6 genera una solucion de una ecuacion
Pell-Fermat, es decir, a®> — Nb?> = 1; y noétese que 6", n € Z también genera
una solucion. Sin pérdida de generalidad, tomese 6 = a + bv/N con a,b € N
y procédase a analizar para n = 0. En este caso, se verifica 80 = 1; de esta
manera, (z,y) = (1,0) que corresponde a la solucién trivial.

Ahora, tomese n € N y considérese el caso base para n = 2. Véase que

02 = (a + bV N)? = a® 4+ 2abV'N + Nb?> = (a® + Nb?) + 2abV/N.
Por la identidad de Brahmagupta con a = ¢ y b = d, se verifica que
(a®> + Nbv*)? — N(2ab)? = (a®* — NV*)? =12 = 1.

Por consiguiente, #? genera una solucién de la ecuacion de Pell-Fermat. A
continuacién, supéngase validez para n = k y analicese el caso n = k + 1.
Por el paso inductivo, 8% es solucion de la ecuacion; entonces, sin pérdida de
generalidad, sea 0¥ = ¢ + dv/N con ¢,d € N tal que ¢ — Nd? = 1. Obsérvese
que

oFtl = 9% .0 = (c+ dVN)(a + bV'N) = (ac + Nbd) + (ad + be)V'N.
Por la identidad de Brahmagupta,

(ac + Nbd)? — N(ad + be)? = (a* — Nb*)(c* — Nd?) = (1)(1) = 1.
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Por lo tanto, #*! genera una solucién de la ecuaciéon de Pell-Fermat. Esto
implica que 0", Vn € N también genera una solucién con base en el principio
de induccién matemética.

Finalmente, sobra verificar la validez para n < —1. Partase de 6%,k € N
y analicese #~%. Como se prob6 previamente, #* genera una soluciéon de la
ecuacion, es decir, 0% = u + vv/N tal que u2 — Nv? = 1. Entonces,

gk _ L 1 (u—WN):u—WN:u_Um_

Qk:u—i—v\/N u—v\/ﬁ u? — No?

Notese que u? — N(—v)? = u? — Nv? = 1, por lo cual, 6~" es también solucion.
Dado que la eleccién de k es arbitraria, esto se cumple para todo n € Ny a su
vez para n < —1.

Ahora, considérese la solucion fundamental. Sea o = r + sv/N y (a,b) otra
solucion en N2, sin pérdida de generalidad, tomese # = a + byv/N con a,b € N.
Por definicién de solucién fundamental, » < a y s < b. Por lo tanto,

sV'N < bV/'N,
r+sVN < a+bVN,

a<6.

Sif# = a™ con n € N, la demostracion es directa. Entonces, supéngase que este
no es el caso, de manera que 3k € N tal que o < § < a**1. En consecuencia,

oo F < faF < ak+1a_k,

0<fa " <a.

Con base en lo demostrado anteriormente, o~ es solucion a la ecuacion de Pell-

Fermat dado que « es solucion, por lo cual, tomese % = ¢ + dv/N con ¢,d €
N. Analogamente a lo hallado previamente, es posible concluir que fa—* =
(ac + Nbd) 4 (ac+ be)v/N y por la identidad de Brahmagupta, se deduce que
(ac + Nbd)?> — N(ad + bc)?> = 1; por consiguiente, fa~* es también solucién
de la ecuacién. No obstante, esto es imposible, puesto que a es la solucién
fundamental. En consecuencia, se tiene una contradicciéon y la suposiciéon hecha
es falsa, con lo que se culmina la demostracion. ]

Es importante recalcar que pese a que se trabajé con la forma general de
las soluciones a la ecuacién de Pell-Fermat, el teorema de Lagrange no garan-
tiza la existencia de la solucién fundamental. En consecuencia, no se concibe
que soluciones enteras no triviales existan para esta ecuaciéon. Con base en lo
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indicado por Martinez et al.[10], las soluciones se interpretan geométricamente
como los latices que definen una hipérbola y para demostrar la existencia de
dichos latices, es necesario considerar una aproximacion diofantica. De esta
forma, se apela al siguiente resultado atribuido a Dirichlet. No obstante, se
debe introducir una funcién ligada a la funcién maximo entero definida en el
capitulo anterior, para su demostracién.

Definiciéon 5.3.2. Funcién mantisa { }
La funcion mantisa, también denominada funcidn parte fraccionaria, de-
vuelve la parte decimal de un nidmero real y se define mediante la expresion

{z} =2 —[2]. (5.3)

Teorema 5.3.3. Teorema de aproximacion de Dirichlet
Sean o« € R y N € N. Entonces, existen p,q € Z tales que 1 < q¢ < N y

1
—pl < —. 5.4
g —pl < (5.4)
Demostracion: Considérese la coleccion de reales 0,{a},{2a},...,{Na}.

Por definicién de las funciones maximo entero y mantisa,
[z] <z <[z] +1,

0<z-[z] <1,
0<{z} <1

De esta manera, la coleccion de N +1 reales se halla en el intervalo [0, 1]. Ahora,
tomese una particion de [0,1] en intervalos de amplitud L en cuyo caso, se
obtienen N intervalos disjuntos. Por el principio del palomar, existe al menos
un intervalo que contiene dos de los nimeros reales. Sin pérdida de generalidad,
denodtese a estos nimeros por {ka} y {ma}, tal que 0 < k < m < N. Ahora,
obsérvese que la diferencia entre estos dos nimeros viene dada por

[{ma} —{ka}| = [(ma = [ma]) — (ko = [ka])| = [(m — k) = ([ma] — [ka])|.

Sean p = [ma] — [ka] y ¢ = m — k, y notese que p,q € Z. Evidentemente,
1 <m —k < N dado que k < m. Finalmente, como {ka} y {ma} pertenecen
a un intervalo de amplitud -, se concluye que

2|~

{ma} — {ka}| = |go —p| <
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Una consecuencia directa de la aproximaciéon de Dirichlet es la pieza clave
para demostrar la existencia de soluciones de la ecuacién de Pell-Fermat.

Corolario 5.3.1. Sea a € R\Q. Entonces, existen infinitos pares p € Z y
q € N que satisfacen la desigualdad
o — p‘ <

1
q 2

q

Demostracion: Considérese un N € N. Por el teorema de aproximacion de
Dirichlet, existen p,q € Z talesque 1 < g < Ny

g0l < 5
o — AT
q p =N
P 1
a——| < —,
q =N
1
04—]3 < —.
q| ~ qN
Ademas, como ¢ < N, se verifica que % < %. Por lo tanto,
1
q q
Sea N’ € N tal que
1
< N'.
p
a— =
q

Notese que dicho N’ siempre existe, dado que « ¢ Q, ¢ € Ny

Bajo el mismo razonamiento, al aplicar el teorema de aproximaciéon de Dirichlet
por segunda vez, se tiene que existen p’, ¢’ € Z talesque 1 < ¢ < N'y

a—p‘g

q

1
@
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Dado que se tiene una desigualdad estricta, necesariamente se verifica que
% % g. Como « es irracional, entonces es posible obtener una sucesion de
racionales {Z—: : pn € Z,qn € N} al emplear el teorema de aproximacion de
Dirichlet indefinidamente, tal que

1
an n
En consecuencia, la desigualdad se satisface para infinitos racionales. O

Por 1ltimo, con base en los resultados formulados por Dirichlet, se culmina
el estudio de las ecuaciones de Pell-Fermat con el siguiente teorema.

Teorema 5.3.4. Una ecuacidn de Pell-Fermat posee solucion no trivial, es
decir, (x,y) # (£1,0).

Demostracion: Recuérdese que las soluciones de la ecuacion de Pell-Fermat
(z,y) se obtienen mediante elementos del anillo Z[v/ N]. Por el corolario m
existen infinitos pares x € Z 'y y € N, tales que |\/N—§\ < y% De esta manera,
obsérvese que

= y2

2 2 2 z?
|z* = Ny“| =y N—-—
Y

-3

1
<y <y2)‘m+ﬂ:‘\/ﬁ+x |

Por la desigualdad triangular, se satisface que
W+§+(¢N—\/ﬁ)‘ _ ‘zm_ (m_ m <N+ ‘m_‘;‘.

En particular, por el teorema de aproximaciéon de Dirichlet, existen x € Z y
y € N tales que |V N — #| < 1. En consecuencia,

|22 — Ny?| < 2V'N + 1.

Sea S ={j€Z:2>~Nd? = j,|j| <2V N+1} y notese que existen infinitos
pares (z,y) que verifican la desigualdad. Sin embargo, existen finitos j € Z tales
que |j| < 2v/N +1, lo cual implica que S es finito. Por el principio del palomar,
existe al menos un k € S tal que 22 — Ny? = k para infinitos pares (z,y).
Obsérvese que tnicamente existen |k| restos modulo k, por lo tanto, solo hay
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|k|? posibilidades incongruentes para (x (méd k),y (méd k)). En particular,
siempre es posible tomar dos pares de soluciones enteras distintas (z1,y1) y
(z2,Y2), tales que 1 = x2 (mdéd k) y y1 = y2 (mdd k). Por definicion,

vf — Nyt =k

x5 — Nys =k

Al multiplicar ambas expresiones y mediante la identidad de Brahmagupta, se
verifica que

(z7 — Nui) (25 — Nyg) = k2,
(z129 — Ny1ya)? — N(z1y2 — 29y1)* = k2,

2 2
<$1$2 - NZ/1Z/2> N <$1y2 - 3323!1) _
k k '

Como z1 = x93 (méd k) y y1 = y2 (méd k), por el teorema
r179 — Nypyo =27 — Nyl = k=0 (méd k),

T1Yo — Toy1 = x1y1 —x1y1 =0 (méd k).

T1z2—Ny1y2 T1y2—Tay1 2 . e
% , % ) € Z* y por ende, solucién

Por consiguiente, (xg,yo) = (
a la ecuacion de Pell-Fermat. Ahora, sola falta probar que no es una solucion
trivial, es decir, yg # 0. Supdéngase que yo = 0, lo que implica que g = +1.
En consecuencia,

122 — Ny1ys

2 ::|:1<:>x1:1:2—Ny1y2::|:k

1Yz — T2Y1

B =0 <= 71y2 = 221

Por consiguiente,
tkry = £(r122 — Nypyo)r = :t(ib’%l'Q — ngy%) = :I:(x% — Ny?)xy = £kas.
Como resultado, se obtiene que

+kx1 = £kro < 11 = 22,

(T1y2 = m2y1 A1 = T2) = Y1 = Y2
Esto indica que (z1,y1) = (x2,¥2); no obstante, esto es imposible, puesto
que son soluciones enteras distintas, por definicién. Por lo tanto, se tiene una
contradiccién y la suposicion hecha es falsa. Luego, la ecuacion de Pell-Fermat
tiene una solucioén no trivial. ]
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5.4. Ecuacion de Liouville

Los siguientes resultados corresponden al eje de la aritmética desarrollada
por Joseph Liouville y su considerable alcance en otros ambitos. Con base en
lo establecido por Uspensky y Heaslet [11], la teoria de nameros proporciona
importantes artilugios de investigacién en distintas ramas de la matematica,
en especial, se destacan los métodos geométricos y analiticos, estrechamen-
te relacionados con ecuaciones elipticas; particularmente, sobresale el trabajo
de Liouville que permiten obtener resultados sofisticados sin la necesidad de
requerir una profunda experticia en curvas elipticas. En efecto, las tres identi-
dades de Liouville se definen sobre el conjunto de soluciones de una ecuacién
diofantica de segundo orden, la ecuacion de Liouville.

Definicién 5.4.1. Ecuacién de Liouville
Una ecuacion del tipo i* + jk = n donde i,j,k € Z yn € N, se denomina
ecuacion de Liouville.

Evidentemente, si no se restringe el conjunto de soluciones, la ecuaciéon de
Liouville tiene infinitas soluciones. En efecto, obsérvese que al fijar k = 1 y
tomar ¢ = r,r € Z, implica que j = n — r2; como Z tiene una cardinalidad
infinita, el conjunto de soluciones también es infinito.

Como se precisan sumatorias para establecer las identidades de Liouville,
como se vera a posteriori, representa un desafio constante maniobrar sobre un
conjunto infinito por los posibles inconvenientes de divergencia de las series.
De esta manera, resulta oportuno restringir el dominio de las variables para
garantizar finitud.

Proposiciéon 5.4.1. Si j,k € N, la ecuaciéon de Liouville tiene a lo mucho
n?(1 + 2[y/n]) soluciones.

Demostracion: Obsérvese que i € Z = i> > 0y j,k € N= jk > 0. De
esta forma, como se requiere que i?+jk = n, es posible establecer las siguientes
cotas

1<j<n
1<k<n

Para los dos tltimos casos, trivialmente se aprecia que existen a lo sumo n
posibilidades para j y k. Entonces, trabajese con la primera desigualdad, dado
que i € Z, se verifica que

0<i%<n,
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0 < [i| < [vn].

Notese que la desigualdad implica que hay a lo mucho [y/n] posibilidades para
1> 0y para ¢ < 0; ademas, debe contabilizarse el caso en el que ¢ = 0. Por lo
tanto, ¢ puede tomar como méaximo 1 + 2[/n] valores.

Por el principio multiplicativo, existen a lo sumo n?(1 + 2[y/n]) soluciones
para la ecuaciéon de Liouville restringida. O

Para definir el dominio de las identidades de Liouville, hace falta incluir
una condicién mas, tal como se muestra a continuacion.

Definicién 5.4.2. Conjunto A
El conjunto A corresponde al conjunto de ternas (i, j, k) tal que

A(n) ={(i,j,k) € Zx N xN:i® + jk=n,21k}. (5.5)
Proposicion 5.4.2. El conjunto A es finito y no vacio. Ademés,
(1,7,k) € A(n) < (—i,j,k) € A(n). (5.6)

Demostracion: Sea S el conjunto de ternas que son soluciones a la ecuacion
de Liouville restringida definida en la proposicion [5.4.1] y notese que A C S.
Dado que S es finito, A también lo es.

Por simple inspeccion, se aprecia que (0,n,1) € A(n),Vn € N puesto que
02 4+n(1) =ny 2+¢1. Por lo tanto, A es no vacio.

Finalmente, la biyeccién se satisface debido a que i2 = (—i)%,Vi € Z. En
consecuencia, i2 + jk = n <= (—i%) + jk = n. O

Las proposiciones y son conclusiones bastante elementales con
demostracién sencilla, pero seran ttiles al momento de operar con los compo-
nentes de las ternas de A. De esta forma, se presentan los siguientes teoremas
que serviran como soporte (lemas) para las tres identidades de Liouville.

Teorema 5.4.1. Sea n € N, entonces
> (-Dii=o. (5.7)
(4,5,k)€A(n)

Demostracion: Obsérvese que {(i,j,k) € A(n) : 1 =0}y {(i,7,k) € A(n) :
i # 0} son conjuntos disjuntos. Por lo tanto,

o= Dhi= Y (=Dhi+ > (D= Y (-1
(i.3.k)EA(R) (i3, k)EA(n) (i4.k) EA(n) (i,4.k) EA(n)
i=0 i#£0 i#0
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Adicionalmente, dado es ¢ # 0, entonces es posible considerar dos nuevos gru-
pos disjuntos con base en el signo de i. De esta manera,

SNoo=Dhi= Y =D+ Y (-
(i.d.k)EA(n) (i.d k) EA(R) (i.:k)EA(n)
<0 >0

Como i # 0, por la proposicion [5.4.2] cada terna (i,j,k) € A(n) tiene su
homologa (—i,j,k) € A(n). Por consiguiente, en cada sumatoria intervienen
exactamente los mismos enteros i, pero con signo opuesto. Adicionalmente,
notese que para cualquier i € Z\{0},

(D)7 (=) + ()i = (=) (=)(1 = (-1D*) = (=) (=)(1 - 1) = 0,
En consecuencia, se concluye que

> (-Dii=o.

(i,5,k)€A(n)

Teorema 5.4.2. Sea n € N, entonces

Y (=o' n)+2 D (~Die*(n—i). (5.8)
(3,5,k)EA(n) i€N
1<i<y/n

Demostracion: Analogamente a la demostraciéon del teoremal5.4.1] se verifica

que
== ) DY+ > (=D
(4,5,k)€EA(n) (i,j,l?)_GOA(n) (m'J?)#eOA(n)

De esta forma, trabajese con cada sumatoria por separado. Por definicion del

conjunto A, se verifica que
>, (Vi=) i

(i,4,k)€A(n) J,keN
i=0 o4k
Jjk=n

Por el algoritmo de la division, como jk =n y 21k, entonces jn y 2 ¢ 5. Por
definicién de la funcién o*, se concluye que

Y. (1= )i=0"(n)

(i,3,k)€A(n) Jjln
i=0 o
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Similarmente, procédase para el caso i # 0.

Y==Y. (-1

(i,5,k)€A(n) i€Z\{0}
i#0 j,keN
2tk
i2+jk=n

Por la proposicién se tiene que 0 < i%2 < n. La desigualdad es estricta,
puesto que i # 0y j,k € N, lo que implica que jk # 0. Adicionalmente,
notese que (—1)* = (—=1)7% Vi € N. De esta manera, expandase en una doble
sumatoria

Yo 0= Y Y Y

(4,7, k)GA( ) 1EZ j,keN

i£0 0<i?<n 21k
jk=n—i2
DN DR D C D DR
1EZ j,keN i€Z j, k€N
—/n<i<0 2fk 0<i<y/n 24k
jk=n—i? jk=n—i?
=2 >, (0" >
ieN j,k€N
0<i<y/m 2tk
jk=n—i>

Analogamente, por el algoritmo de la divisién, j|n — % y 24 2=% i . Entonces,

Y. (=2 3 (0 Y i=2 ) (- n—zQ)

(i,5,k)€A(n) iEN jln—i? €N
i#£0 1<i<y/n 2)(”712 1<i<y/n
J

Por tltimo, al superponer ambas sumatorias, se concluye que
Y (-D)=0"(n)+2 Z (=1)io*(n —42).

1<i</n

Teorema 5.4.3. Sea n € N, entonces

> (Dk=om)-20(3)+2 > (<) ("“’ZQ}QU <n;22>>

i,5,k)EA(n ieN
( ) 1<i<y/n

(5.9)
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Demostracion: Analogamente a la demostracion del teorema[5.4.1] se verifica
que

Similarmente, considérese cada sumatoria por separado bajo el mismo criterio
empleado previamente. Obsérvese que

Y k=) k=) k

(4,5,k)EA(n) J,keN kln
i=0 2k 2%k
jk=n

Obsérvese que los conjuntos {k € N : k|n,2|n} y {k € N : k|n,2 ¥ n} son
disjuntos, y su unioén resulta en {k € N : k|n}. Por consiguiente,

S ER=) kDR k| =) k- k

(i,5,k)€A(n) kln kin kin kln kln
=0 2k 20k 2/k 2lk

Dado que 2|k, por el algoritmo de la division, & = 2m, m € N. En conjunto
con la definicién de la funcién o, se establece que

Z (-1)'k = o(n) — Z 2m = o(n) —QZm:a(n) - 20 (g)

(3,5,k)EA(n) 2m|n m|%

=0

Ahora, repitase el mismo razonamiento para k # 0 con base en la demostracion
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del teorema y lo obtenido previamente. En este caso,

Y k=2 ) (=)' Yk

(i,3,k)EA(n) iEN j,kEN
i#0 0<i<y/n 24k
jk=n—i>
2 Y | Y k| Xk
ieN kln—i2 kln—i2 k|n—i?
1<i<yn 2tk 2|k 2|k
LIRS (D SN T I
€N kln—i2 2m|n—i2
1<i<y/n
2 Y [T k2 Y ]
i€N k|n—i2 m‘ﬂ
1<i<y/n 2
Por definicién de la funcién o,
; ; n —i2
k=2 —1)° —i?) -2 :
X ke 3 ¥ (atn-2) -2 ("5))
2,7, n %
! i#£0 1<i<y/n

En consecuencia, al superponer ambas sumatorias, se concluye que

3 (_1)ik:a(n>—2a(g)+2 3 (-1 <J(n—z’2)—20 <”;Z2>>

i,5,k)EA(n ieN
(4,5,k)€EA(n) I<iym

O]

Para finalizar, se recurre al siguiente resultado que relaciona a los elemen-
tos de A mediante congruencia aritmética. La proposiciéon enunciada a conti-
nuacién cobrard importancia en la demostracién de la segunda identidad de
Liouville.

Proposicion 5.4.3. Sean € N. Si (4, j, k) € A(n), entonces i+j =n (méd 2).

Demostracion: Sea (i,7,k) € A(n). Con base en la definiciéon del conjunto
A, k=1 (méd 2) dado que 2 { k. Ademas, se satisface que i% + jk = n. Ahora,
analicese la congruencia médulo 2 en la ecuacion de Liouville.

i’ +jk=n (méd?2),



Ecuaciones Diofanticas 62

i2+j=n (méd 2).

A continuacion, obsérvese que i = i (méd 2),i € Z. Para ver esto, considérese
i = a (mdd 2) donde a € {0,1}. Por el teorema i’ = a® = a (méd 2).
Dado que la congruencia modular define una relaciéon de equivalencia, se con-
cluye que i = i? (méd 2). En consecuencia,

i+j7=n (mdd 2).



CAPITULO 6 -

Primera Identidad de Liouville

«Strong reasons make strong actions.»

Fuertes razones hacen fuertes acciones.

William Shakespeare

63
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Joseph Liouville incluy6 varias de sus ideas de teoria de ntimeros en su
revista “Journal des Mathématiques Pures et Apliquées", entre ellas destacan
tres identidades para esta area. En este punto, se pretende establecer y demos-
trar cada una de ellas, lo que corresponde a la esencia de esta disertacion, en
los préximos tres capitulos. Es importante notar que estos resultados propues-
tos por Liouville requieren otras herramientas matematicas para su deducciéon
y demostracion, las cuales también se adjuntaran en cada capitulo.

La primera identidad relaciona aquellas funciones aritméticas que presentan
como codominio a los nimeros complejos y se exigen condiciones de paridad
para la funcion. Esta identidad permite encontrar una relaciéon de recurrencia
para la funciéon ¢* cuya utilidad radica en una demostracion alternativa del
teorema de Girard-Fermat.

6.1. Identidad de Liouville

Como menciona Liouville en su séptimo articulo “Sur quelques formules
générales qui peuvent étre utiles dans la théorie des nombres"[12], las formu-
las derivadas al descomponer un ntimero en partes enteros presentan una gran
utilidad en el estudio de series, puesto que no son mas que una dependencia de
funciones aritméticas. A continuacién, se presenta la primera identidad esta-
blecida por Liouville que se define sobre el conjunto A, abordado en el capitulo
anterior. Para su demostracién, se recurre al uso de mapas biyectivos sugeridos
por Williams [3]. Si bien el autor, no justifica la propiedad de biyectividad de
cada funcién, la demostracién presentada incluird dicho detalle en conjunto
con la validacion adecuada de definicién de dominios y codominios.

Teorema 6.1.1. Primera Identidad de Liouville
Sean F : Z — C una funcion impar, es decir, F(—x) = —F(x) yn € N.
Entonces,

> <—1>iF<z’+a‘>‘{(_1WWFW’ SSVBINUEY

_ -
(i,j. k) EA(n) 0, n¢N

Demostracion: Obsérvese que los subconjuntos de A(n) definidos como {(i, j, k) €
An):2i+j—k <0}, {(i,j,k) € A(n) : 2i+j—k =0}y {(:,5,k) € A(n) :
2i + j — k > 0} son disjuntos por pares y su union corresponde a A(n), con
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base en la ley de la tricotomia. En consecuencia,

Yo (V) FG+) = ) (“D)FG+i)+ > (1)'F(i+))
(4,3,k)€A(n) (4,3,k)€A(n) (i,5,k)€A(n)
2i+7—k<0 2i+j—k=0

+ Y (ZD)'FG+7).
(4,4,k)EA(n)
2itj—k>0

De esta forma, trabéjese con cada sumatoria por separado. Primero, sea B(n) =
{(i,j, k) € A(n) : 2i+j — k > 0} y definase la funciéon ¢ : B — B como
o(i,7,k) = (=i + k,2i + j — k, k). Notese que ¢ esta bien definido dado que
2tky

(—i4+k)*+ (20 +j — k)k = i® — 2ik + k? + 2ik + jk — k* = i + jk = n,
2(—i+k)+2i+j—k—k=-2i+2k+2i+j—2k=j>0.
Adicionalmente, ¢ es una involucién, puesto que

(—(—i—l—k)+l<:,2(—i+k)—1—(2i+j—k‘) —k:,k)
(il—k+k —2i+2k+2i+j—k—kk)
(4,7, k).

Por definicion, una funcién es biyectiva si y solo si es invertible. Trivialmente,
se verifica que ¢ es una biyeccién dado que su inversa existe y esta corresponde
a la propia funciéon, con base en la definicién de involucion.

Considérese G(i,7,k) = (=1)'F(i + j). En consecuencia, como B es un
conjunto finito y ¢ es una biyeccion, se satisface

Y Glig k)= > G(e(i,5,k).
(4,5,k)E€B(n) (4,5,k)€B(n)
Por lo tanto,

Y DG+ = Y. (-1)TFP(—it k42045 — k)
(ij,k)EB(n) (i.jk)EB(n)

= Y DTEDERG ).

(i.5,k)€B(n)
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Dada la definicion del conjunto A, se verifica que 2 1 k, y recuérdese también
que (—1)* = (=1)7% Vi € Z. Como resultado,

Ahora, definase el conjunto C(n) = {(i,7,k) € A(n) : 2i + j — k = 0}. Eviden-
temente, 2|2¢ y como 2i + j — k = 0, entonces 2|j — k, por el algoritmo de la
division. Adicionalmente, como 2 1 k, esto implica que 2 1 j para satisfacer la

igualdad. De igual forma, se obtiene que ¢ = 7]'2“"’. Por lo tanto,
i’ + jk =mn,
_ k2
( s ) + jk =n,
2
2 2
J Jk k7
VIR

De esta manera,

1RG4 ) = _1#1:&.
J 2
(1,5,k)€C(n) j,keN
215,k
(444)2=n

Evidentemente, si n no es un cuadrado perfecto, la sumatoria se vuelve nula,
puesto que implica que no existen pares (j, k) € N x N tales que (#)2 =n, es
decir, sus limites se definen sobre un conjunto vacio. Por lo tanto, analicese el

caso cuando n € N2, Sin pérdida de generalidad, astimase que n = m?, m € N.
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En consecuencia,

2. U= ) (—1>WF<j;]€>

(i,5,k)€C(n) j,keN
TZEN2 ) 2{77k
(LEE)2=m?
= > (D)F(DIF (9;k>
j,keN
217,k
T =m
= > CV"(=1Fm)
j,keN
205,k
j+k=2m
- CE Y
7,keN
25,k
j+k=2m

Notese que existen 2m — 1 posibles pares (j, k) € N x N tales que j + k = 2m.
Ahora, al descartar los casos pares dado que 21 j, k, se obtiene un total de m
posibilidades. Por consiguiente,

S (CDIFG+ ) = () mE(m) = (~1)Y L RE(y/n).
(i7j7ké§%’(n)

Al unir ambos resultados, se concluye que

L — )Vt mF(y/n), neN?
S (C1)IFG ) = {é JVRE) P
(i,3,k)€C(n) ’

Finalmente, sea D(n) = {(i,j,k) € A(n) : 2i + j — k < 0} y considérese los

conjuntos disjuntos P(n) = {(,j,k) € D(n) : 215} y Q(n){(i,4,k) € D(n) :
2|7}. De manera que,

Yo (FDFG+5)= >, (DFGE+iH+ Y, (DF@+7).
(i,5,k)€D(n) (4,5,k)EP(n) (i,5,k)€Q(n)

Definase la funcion ¢ : Q@ — @ como (i, j, k) = (—i — j,j,—2i —j+ k) y
notese que 1 esta bien definida dado que (2| A2tk) = 2{—-2i—j+ky

(—i— )% +4(=2i — j + k) = i + 2ij + j* — 2ij — j° + jk = i* + jk = n,
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20—=i—g)+j—(-2i—j+k)=—-20—2j+j+2i+j—k=—-k<O.
Ademas, se satisface que 1 es involucion.
=(=(=i—J) =70 —2(=i—j)—j+(=2i—j+k)
=0G+j—7,7,2i+2)—j—2i—j5+k)
= (4,5,k).

Como se observé previamente, 1) es una biyeccion, (—1) = (=1)7/,Vj € Z y
2|7, por ende,

Y (D FG+4) = Y, (-1)TIF(=i—j+ )

(4.5,k)€Q(n) (4.5,k)€Q(n)
= ) (=)= TIF(-i)
(4,5,k)€Q(n)
= > (-1F(-i).
(4,5,k)€Q(n)
Ahora, dado que F' es una funciéon impar, por definicion, F(—z) = —F(z),
consecuentemente
Y (V) FG+5)=— >, (-1D'F()
(i,5,k)€Q(n) (i,5,k)€Q(n)

Sea R(n) = {(i,j,k) € B(n) : 2|5} y definase la funciéon n : P — R como
n(i,j, k) = (i+j,—2i —j+ k, j). Obsérvese que 1 esta bien definido dado que
2 k=2 -2—j+ky

(i +3)% + (=2 — j+ k)j = i® + 205 + j% — 2ij — 52+ jk = i* + jk = n,

204+ )+(—2i—j+k)—j=2i+2]—-2i—j+k—7=k>0.

Adicionalmente, definase la funciéon o : R — P como a(i, j, k) = (i — k, k,2i +
Jj — k) y notese que la funcion esté bien definida, puesto que (2|7 A2t k) =
242 +j—k)y

(i — k) + k(20 +j — k) =% — 2ik + k* + 2ik + jk — k* =i 4 jk = n,

20—k)+k—(2i+j—k)=2i—2k+k—-2i—j+k=—j<0.
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Obsérvese que o = !

(i, j, k) = n(i — k. k, 2i + j — k)
=(G—k+k,—20—k)—k+2i+j—kk)
=(i,—2i+2k—k+2i+j—kk)
= (1,4, k).

En consecuencia, se concluye que 7 es una biyeccion y como P es un conjunto
finito

> Gk = >, G4 k).

(i,4,k)€P(n) (i,4,k)€R(n)
Por consiguiente,

Yo (V) FG+4)= ) (-D)"FFi-k+k)

(i,5,k)EP(n) (4,3,k)ER(n)

=— Y (-1F().

(i-5,k)€R(n)

En consecuencia, al superponer ambas sumatorias
Yo CDFG+H=— D (FDF@- ) (D)'F@)
(i,5,k)€D(n) (i,3,k)€Q(n) (i.5,k)€R(n)
=— > (=1)'F(i).

(4,5,k)€Q(n)UR(n)

De esta forma, basta analizar la uniéon de conjuntos resultante.

Q(n)UR(n) ={(i,5,k) € A(n) : 2|5,2t k,2i + j — k # 0}.

Obsérvese que (2|j A2t k) = 212i+ j — k. De esta manera, 2i +j — k =1
(méd 2) lo que implica que 2i + j — k # 0. Por tal motivo, la unién puede
reducirse a

Q(n) U R(n) = {(i,j, k) € A(n) : 2|5,2 1 k}.

Similarmente a la demostraciéon de la proposicion se puede concluir que
(i,7,k) € Q(n)UR(n) <= (—i,j, k) € Q(n)UR(n). Dado que F es una funcion
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impar, se tiene como resultado que

Y. (CD)F(i+))=- > (—1)'F(i) — > (—1)'F(i)
(1,3 W)ED() (13K EQMUA() (5 R)EQUA()

=- > (1) F(=i) - > (=1)'F (i)

(4.3,k)€Q(n)UR(n) (4,4,k)€Q(n)UR(n)
>0 >0
= > (—1)'F (i) - > (—1)'F (i)
(4,3,k)€Q(n)UR(n) (4.4,k)€Q(n)UR(n)
>0 >0

=0.

La demostraciéon concluye al superponer las tres sumatorias obtenidas por la
particion original del conjunto A con base en la ley de tricotomia, asi se sigue
que

o —1)VHl /nF(/n), neN?
S (CUFG ) = {( Y

-
(ij,k) EA(n) 0, n¢N

6.2. Aplicaciones

Uno de los principales usos de la primera identidad de Liouville radica
en que constituye una herramienta para obtener una demostracion alterna y
més sencilla del teorema de Girard-Fermat que la utilizada originalmente por
Pierre de Fermat mediante su método de descenso infinito. Evidentemente,
esta denotacion de simpleza debe asumirse tras la prueba de dicha identidad.
Antes de introducir formalmente el teorema, se precisa obtener una férmula
recursiva para ¢*, la cual servird como lema en la posteridad.

Teorema 6.2.1. Sea n € N y definase la funcion s : N — {0,1} tal que

s(n) =) A(d).

d|n

Entonces,
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Demostracion: Sea F(x) = x y ndtese que F verifica imparidad. Por la
primera identidad de Liouville,

. _ )it 2
> <—1>Z<i+j>—{f) R
(i.4,K)EA(n) ’ n¢

Segtin la demostracion de la proposicion vn=n (mdéd 2), lo cual implica
_

que (—1)V™ = (=1)",n € N2, Con base en el teorema |4.2.8 se concluye que
> (CD+)) = (1" ns(n).
(.5,k)EA(n)

Ahora, por los teoremas y se verifica que

Yo (Di+p= Y (Vi Y (FD)Y

(ij,k) EA(n) (i-j.k)EA(n) (i-jk)EA(n)
=o*(n)+2 Y (=)o (n—4).
€N
1<i<y/n

Por consiguiente,

(—=1)"ns(n) = o*(n) + 2 Z (=1)io*(n —i?),
1§ZiE<N\/E

€N
1<i<y/n
=2 Z (1) to*(n — i) + (=1)""tns(n).
€N
1<i<y/n

O]

Con base en este resultado, es posible abordar la representaciéon de ente-
ros mediante féormulas cuadraticas, un problema clasico dentro de la teoria de
ntmeros que en la actualidad se lo conoce como el teorema de Girard-Fermat.
Como senala Williams [3], el matematico francés Albert Girard fue el primero
en enunciarlo mediante observacién numérica; sin embargo, su demostraciéon
fue desarrollada por Fermat en 1654. A lo largo de los anos, varios matematicos
como Lagrange, Euler y Dedekind probaron este resultado bajo distintas apro-
ximaciones. A continuacién, incluye una demostracién basada en la primera
identidad de Liouville.
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Teorema 6.2.2. Teorema de Girard-Fermat
Un numero primo impar p puede representarse como la suma de dos cua-
drados si y solo sip =1 (méd 4).

Demostracion: Sea p un ntimero primo impar y considérese a, b € N tales que
p = a® + b%. Supéngase que a, b tienen la misma paridad. Por el teorema
si @ = b (méd 2), entonces se verifica que a? = b> (mdd 2). Por el teorema
m, a?+b? = 2> =0 (mdd 2). En consecuencia, a® +b? es par; sin embargo,
esto es imposible, puesto que a® + b> = p y p es impar, por definiciéon. Por lo
tanto, se tiene una contradicciéon y la suposicién es errénea. De esta manera,
a,b tienen distinta paridad. Sin pérdida de generalidad, témese a = 2m y
b=2n —1 con m,n € N. Por consiguiente,

p=a*+b*=(2m)*+ (2n—1)> =4m? +4n® —dn + 1 =4(m* +n* —n) + 1.

Como resultado, se concluye que p =1 (méd 4).
Ahora, sea p un numero primo tal que p =1 (méd 4). Por las proposiciones

y se verifica que

2
—1
a*(p) :a(p)—a<§> = ];_1 =p+1=2 (mdbd4).
Con base en el teorema y dado que s(p) = 0 puesto que p no es un
cuadrado perfecto, se satisface que

ofp)=2 > (1) (p—i?).
ieN
1<i<\/p

Por lo obtenido previamente y la ley de cancelacién, se tiene que

Y ()Tt (p-i®) =1 (méd 2).
1€EN
1<i<\/p
Obsérvese que (—1)"*! = 1 (méd 2) puesto que (—1)*! = +1,4 € N. En
consecuencia,
Z c*(p—i*)=1 (mébd 2).
1EN
1<i<\/p
Por propiedad de congruencia modular, se verifica que 3b € Ny 1 <b < /p
tal que o*(p — b?) = 1 (méd 2). Con base en el teorema p—b% es un
cuadrado perfecto impar. En otras palabras, 3a € N con a = 1 (mdéd 2) tal
que p — b? = a?. Por consiguiente, p = a® + b. O



CAPITULO 7 -

Segunda Identidad de Liouville

«Lo studio senza desiderio rovina la
memoria e non trattiene nulla di cio che

accoglie.»

El estudio sin deseo estropea la memoria y
no retiene nada de lo que toma.

Leonardo da Vinci

73
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La segunda identidad de Liouville comparte caracteristicas con la anterior;
no obstante, precisa tomar una funcién con dominio en Z? en lugar de una
funcién aritmética en el sentido convencional y adicionalmente se requiere de-
finir una condicion analoga a la paridad que funcione en dicho dominio. En
consecuencia, puede entenderse como una extensiéon en dos dimensiones de la
primera identidad establecida en el capitulo anterior.

El uso de esta segunda identidad se encuentra en la féormula de Jacobi,
mediante la cual se puede establecer el resultado de la suma de un ntimero par
de cuadrados perfectos.

7.1. Identidad de Liouville

Liouville establece una conexién con la identidad anterior, tal como lo pre-
senta en su octavo articulo “Sur quelques formules générales qui peuvent étre
utiles dans la theorie des nombres"[12], la particién sobre la cual se trabaja
el conjunto de soluciones de la ecuacion diofantica, se conserva. En efecto, se
mantiene el conjunto A como el intervalo sobre el cual se define la identidad
aritmética. Similarmente a lo tratado a priori, para su demostraciéon se em-
plearan los mapas biyectivos sugeridos por Williams [3]. Dado que concibe
un resultado en dos dimensiones, se precisa de un tratamiento especial que
emule la condicién de paridad en el sentido unidimensional, como se veré a
continuacion.

Teorema 7.1.1. Segunda Identidad de Liouville

Sean F : 7 x 7 — C tal que f(x,—y) = f(—z,y) = —f(z,y),Ve,y € Z y
m,n € N. Entonces,

NE

_1\ym+r o 2
S DF (2t ki) = (=)™ f(@r=1,m), n=m"

(i,5,k)€A(n)

=
L

n # m?
(7.1)

Demostracion: Considérese la particion del conjunto A en los conjuntos
B,C, D realizada en la demostraciéon de la primera identidad de Liouville.
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De esta forma,
Yo D2t kiv )= Y (F1)F f(-2i ki)
+ Y ()T A2+ ki)
(i,5,k)€C(n)
+ Y (DT (-2 kit ).
(i,4,k)€D(n)
Procédase a trabajar con cada suma por separado. Recuérdese las biyecciones
empleadas en el capitulo anterior para la demostracién de la primera identidad
de Liouville. Considérese la funcion ¢(i,j,k) = (=i + k,2i + j — k, k) y el
conjunto B, por lo tanto,

Si= > (1T f(~2i+kit))
(4.4,k)€B(n)
= Y (DT 2t k) kit k204 ] k)
(4.4,k)€B(n)

= Y (-UF A((=2i+ k)i + ),

(i.4,k)€B(n)

Con base en la definicion de f, se verifica que f(—z,y) = —f(z,y). Entonces,
S ()T f(2itkiti) =~ Y (-1)'T f(=2i+kitj)=0.
(i.4.k)€B(n) (i,4.k)€B(n)

Ahora, trabajese con el conjunto C'. Como se demostr6 previamente, j =k =1
méd 2), i = =Lk v 5 = (225)2) De esta manera,
2 Y 2

So= > (~1)'T f(=2i+ki+))

= Y (pFy <_2 <_j2+k> +k, _j;k +j>
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De acuerdo con la demostraciéon anterior, S = 0 cuando n no es un cuadrado
perfecto. Entonces, considérese n = m?,m € N. En este caso, dado que 21 7, k,
tomese j = 2r — 1,7 € N, lo que implica que

o —1+k\?2
(H> —m? e k=2m—2r+1.

2
Ademaés, como r = —r (méd 2), se tiene que (—1)" = (—1)~". Por lo tanto,
N R AN 2m—2r41-1
¥ 0 () - ey e - 1)
j,keN r=1
25,k
(L£5)2=n

I
NE

(=)™ f(2r —1,m)

ﬁ
Il
—

(=1)™*" f(2r — 1,m).

[
NE

r=1
Como resultado, se concluye que
m
Y (=0T —1,m), n=m?
S2 =\ r=1 :
0, n #m?

Finalmente, considérese el conjunto D con su respectiva particiéon en los con-
juntos Py . De esta manera,

Ss= Y (-1)'T f(-2i+ki+))
(i.7.k)ED(n)
k—

= Y CDF 2k > ()T f(2+ ki ).
(i,5,k)€P(n) (i,5,k)€Q(n)
Adicionalmente, recuérdese la biyeccion (i, j, k) = (=i — j,j,—2i — j + k).
Entonces,
Sa= Y. (-1)F f(=2i+ kit )
(i,3,k)€Q(n)
= > ()T (2 )~ 2k, i+ )
(i,4.k)€Q(n)
= Y TG k),
(i,4,k)€Q(n)
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Por la proposicion [5.4.3] dado que 2|j <= j =0 (mdd 2), se deduce que i = n
(méd 2). Ademés, —i =i (méd 2), lo cual implica que (—1)~7 = (—1)" y por
definicion, f(x,—y) = —f(z,y). Por consiguiente,

k—i—
Sa= > —(-DM™TE G+ k)
(4,5,k)€Q(n)
=" Y (CD)TESG k)
(4,5,k)€Q(n)
= (=D S ()T AG k).
(4,5,k)€Q(n)

Ahora, considérese el conjunto R y la biyeccion n((i, j, k)) = (i+7, —2i—j+k, j)
junto a su inversa 77 1((i,5,k)) = (i — k,k,2i + j — k). Adicionalmente, por
definicion de R, 2|j. Nuevamente por la proposicion m (-1 = (=1~
Por lo tanto,

Sp= Y (~1)F f(-2i+ki+j)
(i.d:k)eP(n)
= S (D)2~ k) 42— ki~ k k)
(i.d k) R()

=D S ()TE G k).

(i:5,k)ER(n)

En consecuencia, al superponer ambas sumatorias y por la proposicion [5.4.1
se tiene que
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=" Y ()T A+ k)

=" Y ()T A+ k)

_k_ . .
+(=1)" Yoo ()T S+ k)
(63 k)€Q(m)IR(n)

=" Y ()T A+ k)

DTS ()T G+ k).

(i.3.))€Q(n)UR(n)
>0

Recuérdese que Q(n) U R(n) = {(i,4,k) € A(n) : 2|7,2 1 k}, como se demostro
previamente. Segtn la definicion de f, se verifica que f(x,—y) = —f(z,y), lo
cual implica que

Ss=(-1" Y ()T S+ k)

(i,4.k)€Q(n)UR(n)
>0

—k—1
- (=" > (=1)72 f(G+k,0)
(1) €Q(UR(m)

=0.

Se concluye la demostracion al superponer S, Se y S3. Luego,

(1™ f(2r —1,m), n=m?

NE

S ()T (2t ki) =

(4,9,k)€A(n)

1
’ n;ém

o 3
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7.2. Aplicaciones

Como se ha podido evidenciar, la segunda identidad de Liouville se puede
entender como una generalizacion de la identidad abordada en el capitulo ante-
rior para un entorno de dos dimensiones. Como resultado, es sugerente pensar
una aplicacién anéloga dentro de la representacién de enteros como suma de
cuadrados. En este apartado, la intuicién es correcta, pero amerita introducir
varios teoremas que se deducen a partir de esta identidad y una nueva defini-
cion dentro de teoria de ntmeros, el simbolo de Jacobi. A priori, se presenta
el siguiente predmbulo con algunos resultados importantes.

Teorema 7.2.1. Sean n,m, A1, A\a € N tal que 21 \1, \o. Entonces,

m 1\t (2p — Alm)\Q n— m2
Yo (1) 2k () = ;( n™r(2r —1) 7 |

(l,j,k‘)eA(’l’L) O, n # m2
(7.2)

Demostracion: Sea F(x,y) = 2 y*2, dado que 21 A, A2 se verifica que
—F(z,y) = —(aMy?) = (—ao)hy™ = 2N (—y)*.
Por consiguiente, F(—xz,y) = F(z,—y) = —F(x,y). Por la segunda identidad

de Liouville,

(=)™ (2r — )Mm*2, n=m?

NE

Y (1) (2ik) M (i) =

(i,5,k)€A(n)

1

2

O 3

n#m
O

Teorema 7.2.2. Sean g : Z3 — C una funcion tal que g(—i, j, k) = —g(i, j, k)
con (i,j,k) € Z3 y n € N. Entonces,

> gligk)=0. (7.3)
(4,4,k)EA(n)

Demostracion: Por la proposicion se satisface que (7,7, k) € A(n) <
(—i,j4,k) € A(n). Dado que g(—1i,j,k) = —g(i,7, k), se concluye que

Yoooglgk) = > g—iak)=— > g4k =0.

(i,j,k)EA(’n) (77;7.7'7]/”‘)6"4(”) (i,j,k)GA(’n)
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A continuacion, se introduce una funcién intrinseca dentro de la teoria de
representaciéon de enteros como suma de cuadrados.

Definicion 7.2.1. Funcién 7y,

Para todo n € N U{0}, se define la funcion rip(n),k € N, como el nimero
de formas en las que es posible representar n como la suma de k cuadrados, es
decir,

re(n) = [{(z1,...,21) € Z¥ :n =t + .. + 22} (7.4)
Notese que r(0) = 1,Vk € N puesto que la tnica representacion posible
como suma de cuadrados de 0 es z; = 0,i € {1,...,k}; esto se debe a que

22 > 0,Vx € Z. Ahora, se establece una férmula de recursion para la funcion
rg.
Teorema 7.2.3. Sean n,k € N, entonces

> (n— (k+1)i*)re(n —i%) = 0. (7.5)

1EL
li|<v/n

Demostracion: Obsérvese quesin = a:%—i—. . .+xi+x%+1 con (T1,...,Tp, Tpt1) €
ZF+1 | se verifica que 22, < n = |z,| < vVn,Ym € {1,...,k,k+ 1}. De esta
forma, con base en la definicién de 7y,

rep1(n) = 3 1= > 3 1= Y rg(n—i%)

(@1, ey Ty 1) EZFTT Tp41€L (21,...,x ) EZF €L
n:x%—l—...—&-xz—i—wiﬂ ‘xk+1‘§\/ﬁn—xﬁ+1:$%+...+x% lil<v/n
Ahora, considérese una permutacion ¢; de los z,, € Z,m € {1,... .k, k + 1}

para j € {1,...,k}, la cual se define por

G (w1, T 1, TG Tty e Tl Thg1) = (D150 Tty Ty 15 Tjdy - -+ Thy )

Evidentemente, ¢; es una involucién al tratarse de una permutaciéon. Como
resultado, se verifica que

Z x%H: Z x?,je{l,...,k}.

(T1 s T 1) EZFHL (T150 s Tk Tpg1 ) EZFT!
n:x%+...+$i+x%+l n:$%+...+x%+xi+1

Por lo tanto,

k+1
2
nrgs1(n) = Z n= Z Z T,
(ml,...,xk,mk+1)€Zk+1 (xl,..‘,zk,warl)EZk"'l m=1

n:x%+...+xi+xi+l n:x%+...+xi+xi+l
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Obsérvese que como ambas sumatorias son finitas, puesto que ri11 es finito,
es posible intercambiar su orden. En consecuencia,

k+1
2 2
nri+1(n) = E E Ty = (k+1) E Tht1-
m=1 (xl,‘..,xk,xk+1)€zk+1 (11,...,xk,xk+1)€Zk+1
n:x%+...+$%+zi+1 n:w%—&-...—&-mz—i—szrl

Adicionalmente, se satisface que

Z sz: Z mzﬂ Z 1= Z i2rp(n — 2).

(15005 ThsTh 1) ELZFTT Tp41€Z (z1,....x1)EZF €7
n=zi+..+ri+zl, |zp+1|<vn n—a?,  =ei+...tal li|<v/n

Por consiguiente,

nrgs1(n) = (k+1) Z ry(n —i%),

i€
lil<vn
n Z re(n —i%) = (k+1) Z i2rp(n — i?),
icZ i€z
li|<v/n li|<v/n
> (n— (k+1)i*)re(n —i%) = 0.
icZ
lil<vn

O]

La importancia de esta recursion se ve reflejada en el siguiente teorema de
unicidad.

Teorema 7.2.4. 7, es la unica funcion que satisface la recurrencia 7.5

Demostracion: Supongase que existe otra funcion F : NU {0} — Z tal que
G0)=1y

> (n—(k+1)i®)f(n—i%) =0,neN.

€L

lil<v/n

Ahora, definase G : NU {0} — Z por G(n) = F(n) — r(n),n € N U {0}.
Obsérvese que G(0) = F(0) — rx(0) = 1 —1 = 0. Por el teorema y la
definicién de F', se verifica que

Z (n—(k+1)i®)G(n—i?) = Z (n—(k+1)i®)[F(n—i®)—ry(n—i%)] = 0.
i<y i<y
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Por lo tanto,

> (n—(k+1)i*)G(n—i%) =0,
i1<ym

nG(n)+ Y (n—(k+1)i*)G(n—i%) =0,
0<lil<y

-1
G(n) = — — 2 —i?).
(n) = — Z (n — (k+1)i%)G(n —i?)
1EL
0<fil<vn
Se requiere demostrar que G(n) = 0,Vn € N, para esto, procédase por induc-
ciéon fuerte. Considérese el caso base con n = 1 en la formula de recursion y
recuérdese que G(0) = 0, de esta manera,

G)= Y (1-(k+1)i*G1-i%) =1~ (k+1))G(0) =0.
1€EZ
0<fi|<1
A continuacion, supéngase validez para n < m, m € N, es decir, G(n) = 0,n <
m y analicese el caso n = m.

Glm) = % > m (b DG - ).
0<fil<

Notese que 0 < |i| < y/m, se verifica que
2
0<®"<m,

—m < —i% <0,
0<m—i><m.

En consecuencia, por el paso inductivo, se concluye que G(m) = 0. Dado
que se verifica para n = m, entonces también lo hace para todo n € N. Por
consiguiente, G(n) = 0 <= F(n) — rg(n) = 0 <= F(n) = rg(n),n € N.
Luego, 7 es la tinica funcién que satisface la recursiéon O

De acuerdo a Williams [3], se precisa introducir los simbolos de Legendre
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y de Jacobi para poder enunciar formalmente la férmula de Jacobi para el ni-
mero de representaciones de un entero como suma de dos cuadrados. Primero,
se define el simbolo de Legendre, una funcién aritmética estrechamente rela-
cionada con las congruencias cuadréticas. Como menciona Tattersall [9], este
simbolo fue introducido por Adrien-Marie Legendre en su trabajo “Essai sur la
Théorie des Nombres” en 1798.

Definicién 7.2.2. Simbolo de Legendre
Sean p un numero primo y m € Z. Entonces, el simbolo de Legendre se
define por

o ;o plm
() =491, ptmyx?=m (méd p) paraalgtn z € Z . (7.6)
~1, 22#m (méd p) para todo = € Z

Como se apreci6 en la definicion, el simbolo de Legendre permite conocer
el comportamiento de las congruencias cuadraticas para distintos médulos y
en sustento con este eje, se relaciona con el criterio formulado por Leonhard
Euler para determinar cuéles enteros son restos cuadréticos de un determinado
namero primo impar.

Teorema 7.2.5. Criterio de Euler
Sean p un nimero primo impar y m € Z tal que ged(m,p) = 1. Entonces,

m -1

() =m'z  (méd p). (7.7)

p

Demostracion: Para empezar, se requiere clasificar la naturaleza de m con

base en la congruencia médulo p y trabajar cada caso por separado.
Considérese que m es un resto cuadratico moédulo p, es decir, dn € N tal

que n? = m (méd p). Nétese que % € N puesto que p es un primo impar,

. —1) — p—1 2
y con base en el teorema se tiene que nP~Y) = m 2z (méd p). Ahora,
como p t m, evidentemente, p { n; de lo contrario, m = 0 (mdéd p). Por el

pequeiio teorema de Fermat, se tiene que nP~! =1 (mdd p). En consecuencia,
p—1

m~ 2z =1 (méd p); como (%) =1, por definicién del simbolo de Legendre, se

p—1
concluye que (7t) =m 2 (mdéd p).

A continuacién, considérese que m no es un resto cuadratico modulo p.
Sea a € {1,...,p — 1} y analicese la congruencia lineal ax = m (méd p);
dado que p es primo, se verifica que ged(a,p) = 1. Por el teorema de Bachet,
la congruencia tiene una tnica solucién b moédulo p. Como m no es un resto
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cuadratico modulo p, se verifica que a 7—é b (méd p). Por consiguiente, cada
resto 1,...,p—1 puede agruparse en 251 pares (a,b) tal que ab=m (méd p).
De esta manera,

Pt —
H Hm m'T (méd p).
=1 i=1
Por el teorema de Wilson, (p — 1)! = —1 (méd p) con lo que se concluye que
m' T = -1 (méd p). Segin la definicién del simbolo de Legendre, () = —1
y por ende, (%) = m'T (méd p). O

Recuérdese la definiciéon de funciones multiplicativas y completamente mul-
tiplicativas, con base en esto se concibe el siguiente teorema como herramienta
fundamental para computar simbolos de Legendre.

Teorema 7.2.6. El simbolo de Legendre es completamente multiplicativo, es
decir, para todo primo p y m,n € Z se verifica que

=)-6)6)

Demostracion: Primero, al tomar p|mn, se tiene que p|m o p|n. De esta
forma, trivialmente se verifica que

() -G)G) -

Ahora, considérese que p t mn. Notese que si p = 2, entonces mn =1 (méd 2)
dado que 2 { mn, y por ende, m = n = 1 (mdd 2). Evidentemente, 1 es un
residuo cuadratico médulo 2, por lo cual,

(7)=(G)G) =t

De esta manera, basta analizar el caso cuando p es un primo impar y p { mn,
lo cual implica que ptm y p{n. Por el criterio de Euler,

(T) = (mn)= =mT s = (2’;) <Z> (méd p).

Con base en la definiciéon del simbolo de Legendre, este inicamente toma va-
lores de 1 y —1 cuando el numerador no es divisible para p. Esto, en conjunto
con que p es un primo impar, lleva a la igualdad

=)-(2)(2)
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Luego, se deduce que el simbolo de Legendre es completamente multiplicativo.

O

Al percatarse de que la definicion del simbolo de Legendre precisa que el
denominador sea primo, resulta logico pensar en la existencia de una posible
generalizacion. En efecto, este cometido se consigue con el simbolo de Jacobi
que fundamenta en la descomposiciéon canoénica de un ntmero.

Definicién 7.2.3. Simbolo de Jacobi
Sean m € Z yn € N. Entonces, dada la descomposicion candnica de n, el
stmbolo de Jacobi se define por

m m\ ™
ien \Pi
En particular, resulta crucial analizar el comportamiento del simbolo de

Jacobi cuando m = —4 puesto que interviene en la férmula de Jacobi, tal
como se vera mas adelante.

Proposiciéon 7.2.1. Sea n € N, entonces
0, n=0 (mdd2)

<_n4> 1, =1 (moda) (7.10)
-1, n=3 (mdd 4)

Demostracion: Considérese las clases congruentes modulo 4 y analicese el
simbolo de Jacobi por separado.

1. n=0 (mdd 2)

Obsérvese que este caso abarcan =0 (méd 4) y n =2 (mdd 4), lo cual
implica que 2|n. En consecuencia, por definicion del simbolo de Jacobi,

se verifica que
)-() G
( " 2 ien \ i
i>2

Ahora, obsérvese que 2| — 4. Por definiciéon del simbolo de Legendre,
-4\ 0
5 ) =0
—4\
— )=

Por consiguiente,
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2. n=1 (méd 4)

En este caso, 2t n, es decir, 2 no aparece en la descomposicién canonica
de n. Por lo tanto, ningtn simbolo de Legendre que aparece en la pro-
ductoria del simbolo de Jacobi es nulo, debido a que 2 es el tnico factor
primo que divide a —4.

Ahora, procédase a evaluar la descomposicion canénica de n. Obsérvese
que como 2 1 n, los factores primos p; de n verifican que p; =1 (méd 4)
o pi = —1 (méd 4) con i € N. Por el teorema [7.2.6] los simbolos de
Legendre son multiplicativos y, como p; 1 4 para todos los factores primos
p;i, se satisface que

G)-GIE)-Ger-G)

Por definicién del simbolo de Jacobi,

(G)-0G) -G

A continuacién, noétese que con base en la congruencia moédulo 4, es
) )
posible separar la descomposiciéon canénica de n en dos productorios, de

manera que
i€N i€N

donde cada ¢; =1 (méd 4) y cada r; = —1 (méd 4).
Obsérvese que
Hqii = Hlﬂi = Hl =1 (mdd 4).
iEN ie€N €N
Dado que n =1 (méd 4), por la ley de cancelacion, se concluye que
Hr;’i = H(—l)“’i =1 (méd 4).
i€N i€N

Como ¢; = 1 (méd 4) para todo factor primo ¢;, se verifica que ¢; =
4k + 1,k € Z. Por el criterio de Euler,

q;—1

<_1> =(-1)"7 = (_1)4“% =(-1)*=1 (méd ¢).
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Anélogamente, como r; = —1 (méd 4) para todo factor primo r;, se
verifica que r; = 4k — 1,k € Z. Por el criterio de Euler,

T

(_1> — ()T = ()" F T = (—)* = 1 (méd ).

Por definicion, el simbolo de Legendre solo toma valores de 1 y —1 y como
los factores primos son impares, se verifica la igualdad. Por consiguiente,

()
()~

En consecuencia, el simbolo de Jacobi viene dado por
)= () ) mE))
1€N €N
— (H 151') <H (_1)%)
1€N S
1€N €N

=TI

1€N

Notese que la ultima productoria tnicamente puede tomar valores de 1
y —1. De esta manera,

H (-1)"=1 (méd 4) = H (—1) =1.
1€EN i€EN

Por consiguiente,

3. n=3 (méd 4)

La demostraciéon de este caso es analoga al anterior. Primero, notese
que el simbolo de Jacobi no es nulo, puesto que 2 t n y los factores
primos dejan resto 1 y —1 moédulo 4. De esta forma, es posible separar
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n en dos sumatorias, como se especificé previamente. Recuérdese que
la productoria con los g; es congruente con 1 (méd 4) y obsérvese que
n=3= -1 (méd 4).

Por la ley de cancelacion,
Hr;.” = H(—l)% =—-1 (mdd 4).
€N €N
Como la tltima productoria solo toma valores de 1 y —1, se concluye que
[J-1 =-1
€N

Por definicion del simbolo y segun lo calculado previamente, se satisface

que
—4
) = 1V o—
( - ) = H( 1)% =1
1€EN
Luego,
A 0, n=0 (mdd?2)
<n> =¢1, n=1 (mdbd4)
-1, n=3 (mdd 4)

O]

Finalmente, se han desarrollado todas las herramientas requeridas para
llegar a la aplicaciéon tltima de la segunda identidad de Liouville prevista para
este capitulo, la denominada férmula de Jacobi.

Teorema 7.2.7. Formula de Jacobi
Sea n € N, entonces

ra(n) =4 (;‘)

din

Demostracion: Sean \y = Ay = 1 y como 2 { 1, por el teorema se
verifica que

—mm—rr— m, n=m?
S () TF (2 k)i +g) = (=1) 7:1( briar = Lm, .

(i,j,k)GA(n) 0’ n 75 m2
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Ahora, noétese que

(1) (r+7—1)

FQ
—_
~—
3
—
[\~
S

|
—_
N
I
[z

\z
Il
—_
.
Il
—

I
NE

(=D + (=1)"(r 1)

ﬁ
Il
—

(=17 = (=) (r = 1).

I
NE

ﬁ
Il
—

Obsérvese que la tltima sumatoria es una suma telescopica, de forma que
Unicamente se toma en consideraciéon el primer y el dltimo término. Por lo
tanto,

m

S (12— 1) = (~1)"m — (~1)' " (1= 1) = (~1)™m.

r=1

Recuérdese la funcién s definida en el teorema de forma que

(—=1)*™m?2, n=m?

> (1)’“51(2i+k)(i+j)={0’ n -

(i,5,k)€A(n)

S (1) (-2 — 20 + ik + jk) = ns(n).
(i,5,k)€A(n)
Es importante recalcar que la sumatoria se trabaja sobre soluciones de la ecua-

ciéon de Liouville, por lo cual i2 + jk = n <= jk = n — . Entonces,

Y (1) (-2 - 20 + ik + 1 — %) = ns(n),
(.7 k) EA(n)

Y (-1)F (<2 + ik +n - 3%) = ns(n).
(i, k) EA(n)

Sea g(i,j, k) = (—1)"7 (~2ij + ik) y véase que g(—i,j,k) = —g(i,j,k) =
h

(—1)%(22"7' —ik). Por el teorema

S (-1)F (<20 +ik) =0.

(i.5,k)€A(n)
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De esta manera, la expresion se reduce a

Y (-1)F (n-32) = ns(n).

(i,4,k)€A(n)
Sepérese la sumatoria en dos, al considerar que como (i,7, k) € A(n), se tiene

que |i| < /n,i € Zy jk =n —1i% tal que 21 k; y el algoritmo de la divisién,
k|n — 2. Por consiguiente,

Y (n-32) Y (-1)F =ns(n),

1€Z keN
li|<v/n k|n—i?
21k
Y (n-32)-4 Y (-1)F =4ns(n).
1E€Z keN
li|<v/n k|n—i2
Ak

Sea d € N y considérese la sumatoria

dln
2td

y obsérvese que si d =0 (mdd 2), entonces la sumatoria es nula. Esto se debe
a que d 1 2 y por el algoritmo de la divisién, un entero no deja dos restos
distintos modulo 2. Como se apreci6é previamente,

a1, d=1 (méd4)
d=3 (méd 4)

dn din
2d

Ahora, definase la funcion G por G(0) =1y

G(n)=4) <_d4) ,Vn € N.

dln
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En consecuencia,
E (n — 3i*)G(n — i%) = 4ns(n).
1€EZL
li|<v/7
Finalmente, evaliiese la naturaleza de la sumatoria al incluir |i| = y/n segin si
n es un cuadrado perfecto o no. Para esto, analicese cada caso por separado.
I.n=m?meN

Por definicién de la funcion s, se verifica que s(n) = 1. Por lo tanto,
al separar la sumatoria en el caso en el que se satisface la igualdad, se
concluye que

Y (n=3%)G(n—i*) = ) (n—3%)G(n -
i<y i<V
+(n = 3(=vn)*)G(n - (—v/n)?)
+(n = 3(vVn)*)G(n - (vVn)?)
= > (n—3i")G(n— i)+ 2(~2n)G(0)

1€Z

|i|<v/n
=4n —4n
=0.

2. n#m? YmeN

Por definicion de la funcion s, se verifica que s(n) = 0. Por lo tanto,
la sumatoria con < es igual a la sumatoria con <. De esta manera, se
concluye que

Y (n=3Gn—-i®) = Y (n-3%)G(n -1
€L i€EZ
i<y lil<v7n

=0.
Como resultado, se obtiene que

> (n—3*)G(n—i%)=0,¥n eN.
€L
jil<vn

De esta forma, en relacién con el teorema con k = 2, se tiene que la tinica
funcién que satisface la ultima expresion es 7s.



Segunda Identidad de Liouville

92

Por consiguiente, se deduce que r2(n) = G(n),Vn € N.

Luego,
ra(n) =43 (;‘) |

din



CAPITULO 8 -

Tercera Identidad de Liouville

«La science est 'oeuvre de ’esprit humain,
qui est plutdt destiné a étudier qu’a
connaitre, & chercher qu’a trouver la
vérité.»

La ciencia es el trabajo del espiritu
humano que estd destinado a estudiar
como a concocer, tanto a buscar la verdad
como a encontrarla.

Evariste Galois

93
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La tercera identidad de Liouville mantiene una conexién intrinseca y, en
cierta forma, mas pura con las funciones aritméticas abordadas previamente.
En efecto, este impresionante resultado hace posible evaluar una sumatoria de
una funcién aritmética par en términos del nimero y suma de divisores. Esta
identidad difiere de las anteriores en el conjunto de soluciones sobre el cual se
trabaja, el cual esta formada por las tétradas de naturales correspondientes a
la solucién de una ecuacion diofantica lineal.

Esta poderosa herramienta se relaciona con la congruencia aritmética y es
un resultado muy conveniente al momento de calcular sumatorias de convolu-
cion. Un resultado particular que se abordaré en este capitulo es la formula de
Besge, donde la funcién o se hace presente.

8.1. Identidad de Liouville

La alucinante férmula aritmética fue deducida gracias al brillante ingenio
de Liouville, evidencia que se encuentra en su cuarto articulo “Sur quelques
formules générales qui peuvent étre utiles dans la theoérie des nombres” [13],
donde concibe la expansion de la sumatoria de una funcién par evaluada para
un arbitrario entero n en virtud del nimero de sus divisores y su respectiva
suma, por medio de la descomposicién de n como la adicién de dos enteros.

Tal como se mencioné en la presentacién del capitulo, es menester definir
el nuevo conjunto de soluciones que constituye la piedra angular de la tercera
identidad de Liouville.

Definicién 8.1.1. Conjunto B
El conjunto B corresponde al conjunto de tétradas (a,b,z,y) tal que

B(n) = {(a,b,z,y) € N* : ax + by = n}. (8.1)

Una vez llegado a este punto, se recordara que para las dos primeras iden-
tidades se dedic6 una seccién dentro de capitulo netamente al estudio del com-
portamiento del conjunto A. Si bien el conjunto B no es excepciéon, no se
contemplé necesario proceder de igual manera, puesto que solo se precisa de
un Unico teorema, el cual se introduce a continuacién, para poder abordar
formalmente a la identidad. Para su demostracién, se contempla calcular una
sumatoria mediante dos particiones distintas, como lo senala Williams [3].

Teorema 8.1.1. Sean n, k € N. Entonces,

2 > 1- ) 1:<1—k:+2]?)Fk(n)—221. (8.2)

(a;b,z,y)€B(n) (a,bz,y)€B(n) vln
a—b=k a+b=k v>k
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Demostracion: En primer lugar, considérese la sumatoria

>, b

(ba,y)EN?
kx+by=n

y témese dos particiones del conjunto de ternas en tres subconjuntos disjuntos
por pares segun la ley de la tricotomia para x y b. De esta manera, definase
las siguientes sumas

Ay= ) 1, Ay= > 1, Az= > L

(bya,y)eN? (bya,y)EN? (ba,y)eN?
kz+by=n kx+by=n kz+by=n
<y =y >y

Por consiguiente, se tiene una suma directa y se satisface que

Al + Ay + Az = Z 1.

(ba,y)EN?
kx+by=n

Similarmente, definase las sumas

Bi= Y 1, Bp= > 1, Bg= Y L

(bya,y)EN? (bya,y)EN? (bya,y)EN?
kx+by=n kx+by=n kr+by=n
b<k b=k b>k

Nuevamente se obtiene una suma directa, por lo cual se verifica que

By + By + Bs = Z 1.
(bx,y)EN3
kx+by=n
En consecuencia, Ay + Ay + A3 = By + Bs + Bs. A continuacion, analicese
las sumatorias definidas por A3 y Bs. Obsérvese que y > 0 puesto que y € N,
de manera que al sustituir z por x 4 y, implicitamente se cumple la condicién
x > y. Por lo tanto,

Az = Z 1= Z 1= Z 1.

(bya,y)eN? (ba,y)EN? (ba,y)EN?
kz+by=n k(z+y)+by=n kx+ky+by=n
>y

Analogamente, k > 0 puesto que k € N, de manera que b puede sustituirse por
b+ k para que se cumpla la condicién b > k. Por consiguiente,

B3 = Z 1= Z 1= Z 1.

(bya,y)EN? (bya,y)EN? (ba,y)EN?
kz+by=n kz+(b+k)y=n kz+ky+by=n
b>k
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De esta forma, se concluye que A3 = B3 y por ende, A; + Ay = B1 + Bs.
Procédase a evaluar la suma As, por el algoritmo de la divisién, se tiene que

Ap= > 1= > 1= Y 1=> 1

(b,z,y)eN? (b,x)EN? (b,z)EN? k+bln
kx+by=n kx+br=n (k+b)z=n
=y

Denotese k + b por v y dado que b, k € N, ndtese que v > k. Por consiguiente,

Ap=) 1=>1-Y 1=>1->"1

v|n vln v|n vln kln
v>k v>k v=k v>k

Obsérvese que como k es fijo, la segunda sumatoria puede tomar solo el valor
de 0 a 1, el cual depende de la divisibilidad de n entre k. Por la definicién de
la funcion Fj, se satisface que

AQ = Zl - Fk(n)
vln

v>k

A continuacion, analicese la suma Bs.

Bp= Y 1= Y 1= > 1= > 1

(b,z,y)EN? (z,y)EN? (,y)EN? (,y)EN?
kz+by=n kx+ky=n k(z+y)=n THy=7%
b=k

En relacién con el algoritmo de division, si k t n, entonces fiz,y € N tales
que ¥ +y = ¥ y por ende, By = 0. De esta forma, By solo tiene un valor no
nulo cuando k|n, en cuyo caso, % € N. Obsérvese que el valor By cuando k|n
corresponde al niimero de soluciones naturales de la ecuacion z +y = 7. Sean
N el ntimero de soluciones enteras no negativas de x +y = 7 y N2 el niimero
de soluciones enteras tales que = 0 o y = 0. Por el principio de inclusiéon-
exclusion, se satisface que By = S1 —S2. Evidentemente, So = 2 puesto que las
tinicas soluciones son (%,0) y (0, ). Ahora, mediante analisis combinatorio, se
tiene que S viene dado por la férmula de Bose-Einstein

(1) () s

k

Por consiguiente, cuando k|n, se obtiene que

n n
Bo="11_20=-"_1
2= 7 k



Tercera Identidad de Liouville 97

En consecuencia, como Bs depende de la divisibilidad de n entre k, al emplear

la funcién F}, se concluye que
n n
By = <E - 1) Fi(n) = 7 Fi(n) = Fi(n).

Como resultado, se tiene que

Al + Z 1-— Fk(n) =B+ %Fk(n) — Fk(n),

e
n
A1 — Bl = EFk(n) — Zl.
e

Acto seguido, procédase a analizar las sumatorias que aparecen en el lado
izquierdo de la ecuacion [8.2] Véase que

Yo=Y 1= Y 1= > 1L

(abz,y)€B(n) (a,b,2,y)eN* (b,z,y)eN? (b,z,y)eN3
a—b=k ax+by=n (b+k)z+by=n kz+b(z+y)=n
a=b+k

Obsérvese que y > 0 dado que y € N, por lo cual al sustituir x + y por vy,
implica que = < y. Por lo tanto,

Yo=Y 1=4;

(a,b,2,y)€B(n) (by,y)eN?
a—b=k kx+by=n
<y

Sepérese la segunda sumatoria al considerar la ley de la tricotomia.

Yo=Y 1= > 1+ Y 1+ Y L

(@bzy)eBn)  (abay)eN'  (abay)eN'  (abzy)eN'  (abzy)eNt
a+b=k ax+by=n ax+by=n ax+by=n ax+by=n
a+b=~k a+b=~k a+b=k a+b=k
<y =y x>y

Trabéjese las sumatorias por separado.

Yo=Y 1= > 1= ) L

(a,b,x,y)EN? (a,b,x)EN3 (a,b,z)EN3 (a,b,x)EN3
ar+by=n ar+br=n (a+b)z=n kz=n
a+b=k a+b=k at+b=k a+b=k
=y

Por el algoritmo de la divisién, la sumatoria es nula si k { 7, puesto que flz € Z
tal que kx = n. Ahora, la sumatoria cuando k|n es equivalente al nimero de
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soluciones naturales de la ecuaciéon a + b = k. Obsérvese que el célculo de esta
sumatoria es andlogo al de B, por lo cual empléese el mismo analisis combi-
natorio. Por la formula de Bose-Einstein y el principio de inclusién-exclusion,
se tiene que

24 k—1 k1 (k + 1)k!

> 1:( >—2=< )—2:—2=k+1—2=k—1-
|

(a,b)EN? k b &

a+b=k

Como la sumatoria depende de la divisibilidad de n entre k, al emplear la
funciéon Fj, se concluye que

> 1=(k-1)F(n).

(a,b,z)EN?
kxr=n
a+b=k

Por ultimo, obsérvese que las dos sumatorias restantes son iguales, puesto que
se trata de una permutaciéon de x y de y. Por lo tanto,

o1+ ) 1=2 > L

(a,b,z,y)eN? (a,b,z,y)EN (a,b,z,y)eN?
ar+by=n ar+by=n ar+by=n
a+b=k a+b=k a+b=k
<y x>y <y

Con base en lo obtenido previamente, la condicién x < y se halla implicita al
reemplazar y por x + y. De esta manera,

o1+ D 1=2 ) 1=2 > 1=2 > L

ax+by=n ar+by=n az+b(z+y)=n (a+b)z+by=n kx+by=n
a+b=k a+b=k a+b=k a+b=k
<y x>y

Ademas, como k =a+ by a,b €N, entonces b < k, con lo cual se deduce que

o1+ > 1=2 > 1=2B.

(a,b,x,y)EN* (a,b,x,y)EN* (b,z,y)eN?
ax+by=n ax+by=n kx+by=n
a+b=k a+b=k b<k
<y >y

En consecuencia, al superponer las sumatorias se obtiene que

> 1=2By+ (k- 1)F(n).

a+b=k
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Por consiguiente,

2 > 11— ) 1=24— (2B + (k—1)Fk(n))
(a,b,z,y)EB(n) (a,b,x,y)€B(n)
a—b=k a+b=k

v>k
2n
= (1—k+k> Fp(n)—2) 1
v>k

Finalmente, se disponen de todas las definiciones imprescindibles para in-
troducir formalmente la tercera y ultima identidad de Liouville a tratarse, asi
como las herramientas matemaéticas requeridas para su demostraciéon, tal como
se especifica a continuacion.

Teorema 8.1.2. Tercera Identidad de Liouville

Sean f : 7 — C una funcion par y n € N. Entonces,

> (fla=b) = fla+b) =
(a7b7x7y)€N4
ax+by=n

d
FO)((n) = m(m) + > (1 + 2 d) fld)=2) > f(k). (33)

dn dn k=1

Demostracion: Procédase a trabajar con el lado izquierdo de la identidad.
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Como a,b € N se verifica que a+b € Ny a—b e Z. Por lo tanto,

Y (fla=b)—fla+b)= D fla=b)— > fla+b)

(a,b,z,y)eN* (a,b,z,y)eN* (a,b,2,y)EN?
ax+by=n ar+by=n ar+by=n
= > fk= D> [k
(a,b,z,y)eN* (a,b,z,y)eN
kEZ keN
ar+by=n ar+by=n
a—b=k a+b=k
=2 fk) > 1= fk Y, L
kez (a,b,z,y)EN? keN (a,b,z,y)eN?
ax+by=n ax+by=n
a—b=k a+b=k

Obsérvese que la primera doble sumatoria puede separarse a base de la ley de
la tricotomia. En efecto, como k € Z, se tiene k < 0, k =0y k > 0, en cuyo
caso, —k € N, a—b =0y k € N, respectivamente. De esta forma,

S (fla=b) = fla+b)= > flk) > 1+f0) > 1

(a,b,x,y)eN —keN (a,b,z,y)eN (a,b,z,y)eN*
ax+by=n ar+by=n ax+by=n
a—b=k a—b=0
IO ED DR ED IO D
keN (abzy)eNt  KEN (abyz,y)EN
az+by=n ax+by=n
a—b=k a+b=k
=2 k) > 1+f0) ) 1
keN (a,b,2,y) €N (a.b,z,y)eN
azx+by=n ax+by=n
a—b=—k a=b
P IHCED PR ED DU DS
keN (a,b,z,y)EN* keN (a,b,z,y)EN*
ax+by=n ax+by=n
a—b=k a+b=k

Por el algoritmo de la divisién,

2. 1= ) 1= ) 1= ) 1= > L

(a,b,a,y)EN* (a,z,y)eN? (a,z,y)eN® (a,z,y)eN? aln (z,y)eN?
ax+by:n ar+ay=n a(x-i,—y):n x+y:% gj+y:%
a=b aln

Por lo hallado en la demostracién del teorema la segunda sumatoria
corresponde al niimero de soluciones naturales de la ecuacion x+y = =. Por la
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formula de Bose-Einstein y el principio de inclusion-exclusion, se deduce que
-1 n
> —2=—-—-1
a

De esta forma, al considerar las definiciones de las funciones o y 7 y como
aln <= %|n, se satisface que

Z 1:Z<7—1> Za—lea(n)—T(n).

(a,b,z,y)EN? aln aln aln
ar+by=n
a=b

Il
7N\

[\

+
23 el3

Ademas, como f es una funcién par, se verifica que f(x) = f(—x),Vx € Z. Por

consiguiente,
AR D> =) fk) D L

ar+by=n ar+by=n
a—b=—k b—a=k

Obsérvese que la dltima sumatoria no es mas que una permutacién de a con b
y @ con y, entonces

SNof=k)y D 1=>fk D> L

keN (a,b,z,y)eN keN (a,b,z,y)eN*
ar+by=n axr+by=n
a—b=—k a—b=k

En consecuencia,

Y. (fla=b)=fla+b)=>_f(k) > 1+ f(0)(o(n)—7(n)

(a,bz,y)eN keN (a,b,z,y)EN
az+by=n az+by=n
a—b=k
IUID IR EDSF OIS DI
keN (a,b,z,y)EN* keN (a,b,,y)eN?
az+by=n az+by=n
a—b=k a+b=k

=tz > 1- Y 1

keN (a,b,x,y)EN4 (a,bz,y)eN
ar+by=n ax+by=n
a—b=k a+b=k

+£(0)(o(n) = 7(n)).
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Con base en la definicion del conjunto B y por el teorema [8.1.1) se puede
concluir que

2 > 11— ) 1=2 > 1- ) 1

(a,b,z,y)EN* (a,b,z,y)EN* (a,b,x,y)eB(n) (a,b,z,y)€B(n)
ax+by=n azx+by=n a—b=k a+b=k
a—b=k a+b=k
2n
= (1 kt+ = ) Fp(n)—2) 1.
v|n
v>k

De esta forma, se verifica que

SRy l2 DY 1= Y 1| =) fk) (1—k+2]:)Fk(n)—221

keN (a,b,x,y)EN? (a,b,x,y)EN? keN vln
az+by=n ax+by=n v>k
a—b=k a+b=k
=> (1—k+2"> fk) =23 (if(k:)) .
k
k|n vln \k=1
Luego, al denotar a los divisores de n como d, se obtiene la expresiéon
>, (fla=b) = fla+b) =
(a,b,z,y)EN4
az+by=n
2n d
FO o) ~ )+ 3 (145~ d) 5@ - 25 (Z f(k')> .
dn dn \k=1
O

8.2. Aplicaciones

La tercera identidad de Liouville puede aplicarse para computar sumas de
convolucién en las que intervienen funciones aritméticas relacionadas con los
divisores de un ntmero. Resulta apropiado hacer una breve remembranza de
la definicién de convoluciéon. En efecto, esta puede interpretarse como un ope-
rador matematico que describe la superposicion de dos funciones combinadas.
En concreto, esta seccion esta destinada tnicamente a abordar una tnica con-
volucidn, la cual se halla establecida en la denominada férmula de Besge. A
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diferencia de los capitulos anteriores, todos los elementos que participan en su
demostraciéon han sido desarrollados a completitud, por lo cual, la férmula de
Besge constituira el inico y, por consiguiente, ultimo teorema de la disertacion.

En lo referente al contexto histérica de la formula, Williams [3] postula
que fue tratada formalmente por primera vez en una carta de Besge a Joseph
Liouville en 1862; sin embargo, menciona que la identidad de Besge no esta
descifrada a cabalidad, a tal punto que se alude como un pseudénimo empleado
por el propio Liouville.

Teorema 8.2.1. Formula de Besge
Sea n € N, entonces

n—1

S o(n)o(n —m) = 1—5203(71) + (12 _ 2> o(n). (8.4)
m=1

Demostracion: Sea f(x) = 2 y obsérvese que f es una funcién par, puesto

que 22 = (—2)? De esta manera,

Y (fla=b)=fla+b)= > ((a=b>—(a+b)?
(a,b,x,y)€N4 (a,b,x,y)€N4
az+by=n az+by=n
= Z (a—b+a+0b(a—b—a—0>b)
(a,b,2z,y)EN*
ax+by=n
= > (2a)(-2b)

(a,bz,y)eN?
az+by=n

= —4 Z ab.

(a7b7m7y)€N4
ar+by=n

Notese que como (a,b,z,y) € B(n), 0 < ax < n = n > n—ax > 0. Sea
ax = m, por lo cual, by = n — ax = n — m. Ahora, por el algoritmo de la
division, se satisface que a|m y b|n — m. Por la definicion de la funcion oy,

n—1
Y. (fla=b)—fla+b)=—4d (D a|| > b

(a,b,x,by)GN‘l alm bln—m
ar+by=n

n—1
=—4 Z o(m)o(n —m).
m=1
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No obstante, la sumatoria original puede evaluarse directamente al aplicar
la tercera identidad de Liouville. De esta forma, como f(0) = 0 y segun la
definicion de la funciéon oy, se deduce que

d
) (f(a—b)—f(a+b))=2(1+2§—d> fld) =23 (Zf(k))

(a,b,z,y)eN? dn
ax+by=n

dn dln
d
—Zd2+2n2d Zd3—22<2k2>
d|n dln dln dn \k=

A continuacion, obsérvese que la tultima sumatoria puede calcularse a base de
la formula de los primeros d cuadrados consecutivos. Por lo tanto,

_2z<zk2>__2z ot >__Z<2d3+33d?+d>:

dn din dln

_Z Zd3 ZdQ Zd = —%03(71) —oz(n) = 30(n).

d\n d|n

Por consiguiente,

—4 Z o(m)o(n —m) = oa(n) + 2no(n) — o3(n) — -o3(n) — oa(n) — ga(n)

Luego,



CAPITULO 9 -

Epilogo

«Non quia difficilia sunt non audemus, sed
quia non audemus, difficilia sunt.»

No nos atrevemos a muchas cosas porque
son dificiles, pero son dificiles porque no
nos atrevemos a hacerlas.

Seneca
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A lo largo de estos capitulos, se ha podido adentrar en extensiones de la
matemaética pura y explorar parte del territorio vasto de la teoria de ntimeros.
Por supuesto, los topicos tratados en estas hojas no son méas que areas concretas
de esta rama, y este margen no delimita el alcance completo de la aritmética
que como se observd, se ha desarrollado a lo largo de siglos de la humanidad
gracias al trabajo de numerosos matematicos, como se apreci6 durante todas
estas paginas.

A estas instancias, se deberia tener una nueva nocién del quehacer de un
mateméatico que rompe con el paradigma inicial, donde se evidencia el estudio
de esta rama del saber in se y per se. En efecto, se puede observar un enfo-
que mas analitico y abstracto de las ideas que sustentan dentro de la misma
matematica y que dan apertura a la investigaciéon y en especial, despierta la
creatividad para que las ideas fluyan y se expandan a distintos horizontes por
medio de una cadena de razonamientos logicos.

Como experiencia personal, se puso en manifiesto el reto de enfrentarse
a estas tres identidades con el conocimiento adquirido durante varios anos
de estudios. Donde se extrae como ensenanza que el simple hecho de poseer
una aspiraciéon, establecer un objetivo, tener la valentia de aventurarse a lo
desconocido para no rendirse antes de intentarlo y creer en las capacidades de
uno mismo son primordiales al momento de hacer una disertacién; pero sobre
todo ser apasionado con lo que se hace porque eso brinda una motivacién més
que suficiente para apreciar con detalle y paciencia toda la evolucion y progreso
del trabajo para no desfallecer en el camino.

En definitiva, realizar una disertaciéon no se reduce tinicamente a colocar
en un conglomerado el conocimiento adquirido, sino que es una oportunidad
dnica de autoconocimiento y superaciéon personal, puesto que uno mismo se
fija los limites y las metas a desarrollar. De esta manera, se obtiene una pro-
puesta propia y, al final, la satisfaccion gratificante de haberla completado tras
un arduo esfuerzo y varias horas de trabajo. En especial, se suscita un enor-
gullecimiento a partida doble, puesto que en toda su extensién, el documento
presentado esta libre de inteligencia artificial; esta dltima premisa no repre-
senta una critica, sino un recordatorio de que aun existen personas capaces de
pensar en autonomia.

Las palabras son ecos del alma y las ideas deben brotar en completa liber-
tad, las anécdotas son la conciencia de la memoria y las historias son el legado,
mas un libro es un portal a otra dimensién. Precisamente de esta forma se
culmina esta obra, como una invitacién a nunca dejar de intentar y perseguir
las metas propuestas. Y a usted, un profundo agradecimiento por llegar hasta
este punto y una sincera muestra de gratitud por dar apertura al apasionante
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mundo de la teoria de nimeros, en nombre de un servidor y futuro matematico.

9.1. Conclusiéon

Tras analizar el trabajo de Joseph Liouville de 1858 y 1859, publicado re-
gularmente en su revista “Journal de Mathématiques Pures et Appliquées”, se
identificaron tres identidades clave dentro de la teoria de nimeros analitica.
Para un contraste con ideas modernas, se precisaron conceptos relacionados
con la divisibilidad, en los cuales se incluyen el algoritmo de la division, el
algoritmo de Euclides, el Teorema Fundamental de la Aritmética y la con-
gruencia aritmética. Ademas, se requirié un trasfondo de funciones aritméticas
y ecuaciones diofanticas.

El alcance de estos teoremas esta directamente asociado con la resoluciéon
de problemas clasicos de la teoria de nimeros. Por tal motivo, se considerd
apropiado destinar un capitulo entero para cada identidad, donde se incluy6
su demostracién y su respectiva aplicacién dentro de la propia matematica.

Efectivamente, la primera identidad relacionada con funciones impares uni-
dimensionales y el conjunto A, permiti6 resolver el problema de la representa-
cion de un entero como la suma de dos cuadrados, una interrogante presente
desde el siglo XVII y tratada por primera vez por los matematicos Pierre de
Fermat y Albert Girard.

La segunda identidad pudo interpretarse como una generalizacion a la pri-
mera, pero al tomar una funcién bidimensional y su aplicacién, se mantuvo
ligada al problema de la representacion, salvo que en esta ocasion, se enfoco en
determinar el nimero de soluciones; un enigma que data de los siglos XVIII y
XIX, gracias al trabajo de Adrien-Marie Legendre y Carl Gustav Jacobi.

Por 1ltimo, la tercera identidad conect6 funciones pares con funciones arit-
méticas convencionales mediante el conjunto B y constituyé una herramienta
importante para computar sumas de convolucién; en particular, se tratd la
convolucién de la suma de divisores o funcién o, una féormula deducida en el
siglo XIX.

Si bien se abordan problemas clasicos, la parte innovadora se localiza pre-
cisamente en su demostracion al ampliar el horizonte a las ideas modernas de
la teoria de niimeros para reemplazar las comprobaciones originales y en mu-
chos de los casos, reducir su complejidad al ser tratadas como corolarios de las
identidades de Liouville. En este mismo aspecto, se pudo evidenciar una nueva
faceta como matematico de Joseph Liouville, diferente a su rol en el margen
de las ecuaciones diferenciales y variable compleja.

En sintesis, se completd el objetivo primordial de esta disertacién corres-
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pondiente a la exploracion e interpretacion de las principales ideas de Liouville
mediante un analisis exhaustivo y la inclusiéon detallada de su respectiva de-
mostracion. Ademas, se logro la concepcion de una obra o un libro con un
enfoque mas purista de la investigacion, que se centra en profundidad en la in-
vestigaciéon y desencadena en un producto tangible del quehacer matematico.

El alcance de este trabajo permite sincronizar varias ramas de la mate-
matica para un resultado afin, como lo suscitado con combinatoria, &lgebra
abstracta y teoria de conjuntos. Finalmente, se cierra con la apertura hacia
nuevas vias de investigacion a partir de todo lo desarrollado en este documen-
to; por ejemplo, una aproximaciéon generalizada de la teoria de representaciéon
de enteros como la suma de un niimero par de cuadrados, una expansiéon hacia
otro tipo de niimeros poligonales y la inserciéon de otras convoluciones.



109

Bibliografia

[1]

2l
3]

[4]

[5]

(6]

17l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

Jesper Liitzen. Part VI: Mathematicians - 39. Joseph Liouville. Princeton
University Press, Princeton, 2008.

John Conway and Richard Guy. The Book of Numbers. Copernicus, 1996.

Kenneth Williams. Number Theory in the Spirit of Liouwville. London
Mathematical Society Student Texts. Cambridge University Press, 2011.

Underwood Dudley. Elementary Number Theory. Dover, 2008.

José Plineo de Oliveira Santos. Introducdo a Teoria dos Numeros. Co-
legao Matemaética Universitaria. Instituto Nacional de Matemaética Pura
e Aplicada, 2020.

Tom Apostol. Introduction to Analytic Number Theory. Undergraduate
Texts in Mathematics. Springer, 1976.

Saban Alaca and Kenneth Williams. Introductory Algebraic Number
Theory. Cambridge University Press, 2004.

Roshdi Rashed. Historie de I’Analyse Diophantienne Classique: D’Abu
Kamil o Fermat. De Gruyter, Inc, 2013.

James Tattersall. FElementary Number Theory in Nine Chapters. Cam-
bridge, 1999.

Fabio Martinez, Gustavo Moreira, Nicolau Saldanha, and Eduardo Ten-
gan. Teoria dos numeros: Un passeio com primos e outros numeros fami-
liares pelo mundo inteiro. Projeto Euclides. Instituto Nacional de Mate-
matica Pura e Aplicada, 2015.

James Victor Uspensky and Maxwell Heaslet. Elementary Number Theory.
McGraw-Hill, 1939.

Joseph Liouville. Recueil Mensuel de Mémoires sur les Diverses Parties
des Mathématiques. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 1859.

Joseph Liouville. Recueil Mensuel de Mémoires sur les Diverses Parties
des Mathématiques. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 1858.



	Prólogo
	Introducción

	Contexto Histórico
	Joseph Liouville
	Journal de Mathématiques Pures et Appliquées

	Fundamentos de la Aritmética
	Algoritmo de la división
	Algoritmo de Euclides
	Descomposición canónica
	Aritmética modular

	Funciones Aritméticas
	Funciones multiplicativas
	Algunas funciones aritméticas

	Ecuaciones Diofánticas
	Nociones básicas
	Ecuación diofántica lineal
	Ecuación de Pell-Fermat
	Ecuación de Liouville

	Primera Identidad de Liouville
	Identidad de Liouville
	Aplicaciones

	Segunda Identidad de Liouville
	Identidad de Liouville
	Aplicaciones

	Tercera Identidad de Liouville
	Identidad de Liouville
	Aplicaciones

	Epílogo
	Conclusión


