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RESUMEN

En el presente trabajo se estudian dos metodologías distintas para la resolución de
ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. La primera metodología consiste en usar
la transformada de Laplace mediante la proposición de una solución de tipo producto
de funciones. Por otro lado, la segunda metodología nos permite integrar directamente
sobre la ecuación diferencial parcial fraccionaria. Para finalizar el trabajo, se realiza
una discución sobre las limitaciones y libertades de ambos métodos.

Palabras Clave: Derivada Fraccionaria de Rieman-Liouville, Transformada de
Laplace, Ecuaciones Diferenciales, Fraccionaria, Ecuaciones Integrales, Derivada suma-
ble Ecuación integral de Volterra.
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ABSTRACT

In the present work two methodologies to find solutions to fractional partial dif-
ferential equations are studied. The first methodology consist in the use of the Laplace
transform throught the employment of a product type solution. On the other hand, the
second methodology allow us to integrate the partial fractional differential equation.
Finally, a discussion about the freedoms and restrictions of two methods is made.

Key Words: Fractional differential equation,Riemann-Liouville fractional deri-
vative, Riemann-Liouville fractional integral, Laplace Transform, Integral Ecuation,
Summable Derivative, Volterra Integral equation.
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CAPÍTULO I

INTRODUCCION

El modelado matemático consiste en traducir problemas del mundo externo a pro-

blemas matemáticos mediante procedimientos teóricos o numéricos [6]. En particular,

el modelado de fenómenos físicos y químicos muchas veces nos llevan al planteamiento

de ecuaciones diferenciales, que pueden ser descritos mediante una función de una o

más variables [8]. La idea del modelado es poder predecir y analizar el comportamien-

to del sistema, sin embargo el modelado no describe en su plenitud el fenómeno que

deseamos estudiar y una mejor descripción del fenómeno involucra un incremento en

la complejidad del modelo [23].

En los últimos años la implementación de derivadas de orden no entero ha tenido

un gran impacto en la descripción de sistemas relacionados con interacciones de largo

alcance y sistemas con memoria descrita por una potencia [14]. En particular, el cálculo

fraccionario ha descrito con gran exactitud fenómenos relacionados al amortiguamiento

[24]. Como consecuencia este nos ha permitido investigar la elasticidad en materiales

desde una nueva perspectiva. Para esto se utiliza modelos fraccionarios no locales de

materiales elásticos, en los cuales el kernel de las integrales fraccionarias describen

un nuevo comportamiento mecánico del material [12] . En el caso de sistemas visco-

elásticos, como las arterias, la potencia del kernel de la derivada fraccionaria permite

pasar de sistemas completamente elásticos a sistemas viscosos [13].

La version fraccionaria del operador de Laplace también ha tenido una gran apli-

cación en distintas áreas como mecánica y electrostática, inclusive el marco de la pro-

babilidad, donde actúa como generador de procesos de Levi estable [7]. En el área
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económica, las derivadas de orden no entero se han usado en procesos económicos di-

námicos, en el cual el orden fraccionario de la derivada modela la memoria del sistema;

parámetro que suele ser olvidado en la mayoria de los modelos [25] .

Las derivadas fraccionarias, cuentan con propiedades inusuales, como la violación

de la regla de Leibniz (ley del producto) y de la ley de la cadena (derivada de com-

posición de dos funciones ) [25]. Si bien es cierto que estas propiedades nos ayudan

a describir características complejas de sistemas dinámicos, estas llegan a presentar

mucha más dificultad en la resolución de ecuaciones diferenciales fraccionarias, por lo

cual se han utilizado diferentes enfoques para intentar hallar una la solución analítica

de estas como por ejemplo: la aplicación directa de la transformada de Laplace, el uso

de operadores y el método de análisis con homotopía [2].

En este trabajo, se presentan dos métodos de resolución de ecuaciones diferencia-

les parciales fraccionarias. En el primero método, se estudia la transformada de Laplace

de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. Posteriormente, mediante la propo-

sición de una solución de tipo producto de funciones, se separa la ecuación diferencial

parcial fraccionaria en dos ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias las cuales

son resueltas mediante el uso de la transformada de Laplace de tal forma que la solu-

ción de la ecuación diferencial parcial fraccionaria original pueda ser expresada como

producto de estas. En la segunda metodología, se asume que nuestra ecuación admite

derivadas sumables, por lo cual integrando en ambos lados de la ecuación diferencial

parcial fraccionaria y utilizando las relaciones entre la derivada e integral fracciona-

ria de Riemann-Liouville se llega a una ecuación Laplace transformable. Tomando la

transformada de Laplace de esta y reorganizando los términos se llega a una ecuación

de Volterra de segunda especie, la cual nos garantiza una única solución.
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CAPÍTULO II

PRELIMINARES

En este capítulo se introducirá los objetos necesarios y se desarrollara una notación

adecuada para un mejor entendimiento del trabajo.

2.1 Desarrollo Histórico del Cálculo fraccionario en R

El origen del cálculo fraccionario data de 1695, año en el que el marques de

L’Höpital mediante una carta preguntó a Leibniz cual seria el resultado de dnf(x)
dxn con

f(x) = x y con n = 1
2
. A lo que Leibniz respondió que “esto conduciría aparentemente

a una paradoja de la cual algún día serán extraídas consecuencias muy útiles". En

estas palabras nació el cálculo fraccionario [11]. A partir de ese momento, muchos

matemáticos contribuyeron al desarollo del cálculo de orden no entero. En 1730, Euler

desarrolló trabajos sobre la interpolación entre derivadas de orden entero. En 1812,

Laplace definió la derivada fraccionaria en base a integrales. Posteriormente en 1819,

el matemático francés Lacroix discutió por primera vez la derivada fraccionaria en un

libro de cálculo [4]. A partir de

f(x) = x

Lacroix determinó que la n-esima derivada de f(x) = xm estaría dada por

dnxm

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n.
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Con la cual, para n = 1
2

y m = 1 se obtiene el siguiente resultado

d1/2x

dx1/2
=

2
√
x√
π
.

De forma similar, si tomamos, n = 1/2 y f(x) = 2
√
x√
π

se obtiene

d1/2

dx1/2

2
√
x√
π

= 1,

de lo cual se concluye que
d1/2

dx1/2

d1/2x

dx1/2
=

dx

dx
= 1.

En 1822, Fourier fue el siguiente en dar una definición de derivada de orden arbitrario,

sin embargo no se le dio utilidad a esta. El primer uso de derivadas de orden fraccionario

fue dado en 1823 por Abel [1, 4], en el cual aplicó cálculo fraccionario para solucio-

nar la ecuación integral que surge en la formulación del problema de la tautocrona.

Posteriormente, Liouville publicó tres memorias sobre el tema en 1832 [17] junto con

algunos trabajos de investigación. En estos trabajos, Liouville definió a las derivadas

fraccionarias mediante el uso de series infinitas, sin embargo estas estaban limitadas al

intervalo de convergencia de la serie. Finalmente, mediante el uso de integrales Liou-

ville llego a construir una mejor definición de derivada fraccionaria, la cual incluso le

permitía tomar potencias negativas [4, 17].

2.2 Funciones Especiales para Cálculo Fraccionario

Existen funciones que juegan un papel importante en el desarrollo y entendimiento

del cálculo fraccionario, como la función: Gamma, Beta y la de Mittage-Leffler, las cua-

les también juegan un papel importante al momento de buscar soluciones explicitas de

ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. Por ende, en las siguientes subsecciones

se definirán y se mencionarán algunas propiedades relevantes de estas.
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2.2.1 Función Gamma

La función Gamma aparece en problemas relacionados con la normalización de

funciones de onda de Coulomb o en el calculo de probabilidades en mecánica estadística

[8] y juega un papel importante en el cálculo fraccionario. La función Gamma esta

definida como

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt, z ∈ C, Re(z) > 0, (1)

donde Re(z) denota la parte real de un número complejo z = a+bi, es decir Re(z) = a.

La restricción Re(z) > 0 es una condición necesaria para garantizar la convergencia

de la integral. La función Gamma puede ser interpretada como la generalización de un

factorial, ya que esta permite calcular factoriales de números no enteros debido a que

cumple la siguiente relación

Γ(z) = (z − 1)!.

Por lo cual Γ(z) tambien satisface la siguiente ecuación funcional [20]

Γ(z + 1) = zΓ(z).

Dada la relación que guarda la función Gamma con los factoriales se puede generalizar

la ecuación (1) obtenida por Lacroix de la siguiente manera

dnxm

dxn
=

Γ(m− 1)

Γ(m− n− 1)!
xm−n, m ≥ n.

Para mas detalles sobre la función Gamma se recomienda ver [8].

2.2.2 Función Beta

Otra función de importancia en este trabajo es la función Beta, ya que su solución

es expresada por funciones Gamma . A pesar de que la función beta tenga distintas
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formas [8], en este trabajo se utilizara la siguiente

B(p, q) =

∫ 1

0

(1− u)p−1uq−1du =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
. (2)

Para mas detalles sobre la función Beta se recomienda ver [8].

2.2.3 Función de Mittage-Leffler

Una de las funciones más importante en el cálculo fraccionario es la función de

Mittage-Leffler, ya que a pesar de no ser mencionada en las tablas de la transformada

de Laplace, esta surge en el calculo de la transformada inversa de Laplace de funciones

de tipo sα(a + bsβ), donde s es el parámetro de la transformada de Laplace y a,b son

constantes reales. Por otro lado, esta también aparece en la solución de algunos pro-

blemas de valores de frontera que involucran ecuaciones integro-diferenciales de tipo

Volterra con parámetro fraccionario[16, 21]. La función de Mittage-Leffler, fue nombra-

da en honor al matemático sueco Magnus Gustaf Mittag-Leffler, el cual la introdujo en

1903 [4]. Esta definida sobre todo el plano complejo como

Eα,β(z) =
∞
∑

n=0

zn

Γ(nα + β)
α, β, z ∈ C, Re(α) > 0, Re(β) > 0. (3)

En base a (3) se puede expresar una gran variedad de funciones como por ejemplo :

E0,1 =
1

z − 1
, |z| < 1, E1,1(z) = ez, E2,1(z) = cosh(

√
z),

E2,1(−z2) = cos(z), E2,2(z) =
sinh(

√
z)√

z
, Eα,β(0) = 1.

La función de Mittage-Leffler suele ser vista como una generalización de la función ex-

ponencial, por lo cual muchas de la soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias

son expresadas en términos de la función de Mittage-Leffler al igual que las soluciones
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de ecuaciones diferenciales ordinarias son expresadas en función de senos y cosenos [4].

2.3 Cálculo Fraccionario en R

A lo largo de la historia han existido varias definiciones para la derivada fracciona-

ria como lo son la derivada de Reimann-Liouville, Hadamard, Erdélyi-Kober, Caputo

y Marchaud [3, 21]. Sin embargo, la definición que ha tomado fuerza en los últimos

años ha sido la de Riemann-Liouville, debido a que esta no se anula al ser aplicada a

una constante y cuenta con un kernel de potencia fraccionaria. En esta sección vamos

a introducir la definición de la derivada e integral fraccionaria de Riemann-Liouville,

al igual que sus propiedades de semi-grupo y de reciprocidad.

2.3.1 Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

Definición 1 (Integral Fraccionaria Derecha de Riemann-Liouville). Sea φ(x) ∈ L1(a, b)
1,

entonces la integral fraccionaria derecha de Riemman-Liouville (Iαb−φ)(x), de orden

α > 0 esta definida como

(Iαb−φ)(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

φ(t)

(x− t)1−α
dt, x < b.

La cual suele ser denotada como (D−α
b− φ)(x).

Definición 2 (Integral Fraccionaria Izquierda de Riemann-Liouville). Sea φ(x) ∈

L1(a, b), entonces la integral fraccionaria izquierda de Riemman-Liouville (Iαa+φ)(x),

de orden α > 0 esta definida como

(Iαa+φ)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

φ(t)

(x− t)1−α
dt, x > a. (4)

La cual suele ser denotada como (D−α
a+ φ)(x).

Para nuestro trabajo vamos a utilizar la definición 2, por lo cual para ilustrar como

1L1(a, b) es el conjunto de funciones f , tal que
∫

b

a
|f(x)|dx es convergente.
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funciona la integral fraccionaria izquierda de Reimann-Liouville vamos a considerar el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Evaluemos Iαa+(x− a)β, donde β > −1 y α > 0.

Considerando la integral fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville enunciada en la

definición 2 tenemos

Iαa+(x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(t− a)β

(x− t)1−α
dt.

Mediante el cambio de variable z = t− a, tenemos que dz = dt, por lo cual

Iαa+(x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x−a

0

zβ(x− a− z)α−1dt

=
1

Γ(α)

∫ x−a

0

zβ(x− a)α−1(1− z

x− a
)α−1dt

Realizando otro cambio de variable y = z
x−a

, tenemos que (x− a)dy = dt, por lo tanto

Iαa+(x− a)β =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a)β+αyβ(1− y)α−1dt

=
(x− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

yβ(1− y)α−1dt

=
(x− a)β+α

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
(x− a)β+α

Γ(α)

Γ(β + 1)Γ(α)

Γ(β + α + 1)
.

Finalmente, concluimos que

Iαa+(x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(x− a)β+α. (5)

Notemos que si en la ecuación (5) tomamos β = 0, entonces (x − a)β = (x − a)0 = 1

por lo cual la integral fraccionaria de una constante k de orden α es

Iαa+k =
k

Γ(1 + α)
(x− a)α. (6)
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2.3.2 Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

Definición 3 (Derivada Fraccionaria Derecha de Riemann-Liouville). Sea f : [a, b] →

R, entonces la derivada fraccionaria derecha de Riemman-Liouville (Dα
b−f)(x), de or-

den α > 0 esta definida como

(Dα
b−f)(x) =

(

d

dx

)n
1

Γ(n− α)

∫ b

x

f(t)

(x− t)α−n+1
dt, b < x,

donde n = [α] + 1 y [α] es la parte entera de α.

Definición 4 (Derivada Fraccionaria Izquierda de Riemann-Liouville). Sea f : [a, b] →

R, entonces la derivada fraccionaria izquierda de Riemman-Liouville (Dα
a+f)(x), de

orden α > 0 esta definida como

(Dα
a+f)(x) =

(

d

dx

)n
1

Γ(n− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt, x > a, (7)

donde n = [α] + 1 y [α] es la parte entera de α.

Por lo cual, tomando en cuenta la integral fraccionaria de Riemann-Liouville se tiene

que la derivada fraccionaria derecha e izquierda de Riemann-Liouville pueden ser re-

escritas como Dα
b− = d

dx
I1−α
b− y Dα

a+ = d
dx
I1−α
a+ respectivamente. Notemos que cuando

0 < α < 1 entonces la derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville esta dada

por la siguiente identidad

(Dα
a+f)(x) =

d

dx

1

Γ(1− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt, x > a. (8)

De tal forma que cuando α → 1, la derivada fraccionaria Dα
a+f(x) se aproxima a la

derivada clásica d
dx
f(x) en x = a.

En este trabajo analizaremos ecuaciones diferenciales con derivadas fraccionarias
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cuyo limite cuando α → 1 sean derivadas clásicas de orden dos, es decir

ĺım
α→1

(D2α
a+f)(x) =

d2

dx2
f(x)

ĺım
α→1

(Dα+1
a+ f)(x) =

d2

dx2
f(x).

Por lo cual, sin perdida de generalidad utilizaremos la ecuación (8) para todos los

cálculos posteriores. Para ilustrar como funciona la derivada fraccionaria izquierda de

Riemann-Liouville vamos a considerar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Evaluemos Dα
a+(x− a)β, donde β > −1 y α > 0.

Considerando la derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville enunciada en la

definición 4, en particular considerando la ecuación (8) se tiene

Dα
a+(x− a)β =

d

dx

1

Γ(1− α)

∫ x

a

(t− a)β

(x− t)α
dt.

Mediante el cambio de variable z = t− a, tenemos que dz = dt, por lo cual

Dα
a+(x− a)β =

d

dx

1

Γ(1− α)

∫ x−a

0

zβ(x− a− z)−αdz

=
d

dx

1

Γ(1− α)

∫ x−a

0

zβ(x− a)−α(1− z

x− a
)−αdz.

Realizando otro cambio de variable y = z
x−a

, tenemos que (x− a)dy = dt, por lo tanto

Dα
a+(x− a)β =

d

dx

1

Γ(1− α)

∫ 1

0

(x− a)β−α+1yβ(1− y)−αdy

=
d

dx

(x− a)β−α+1

Γ(1− α)
B(β + 1, 1− α)

=
Γ(β + 1)(β − α− 1)

Γ(β − α + 2)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.
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Finalmente, concluimos que

Dα
a+(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α. (9)

Notemos que si en la ecuación (9) tomamos β = 0, entonces (x − a)β = (x− a)0 = 1,

y así la derivada fraccionaria de una constante k de orden α es

Dα
a+k =

k

Γ(1− α)
(x− a)−α. (10)

2.3.3 Relaciones Entre la Derivada e Integral Fraccionaria

De la subsección anterior se pudo observar que tanto la definición de derivada

e integral fraccionaria incluyen integrales. Estas integrales pueden llegar a diverger,

por lo cual es importante considerar el espacio de funciones sobre el cual deseamos

trabajar. Durante toda esta tesis vamos a denotar como Iαa+(L1) a la clase funciones f

representadas por la ecuación (4) de función integrable, es decir f = Iαa+φ tal que φ ∈

L1(a, b). Una vez aclarada la notación a usar, procedemos a mencionar las propiedades

de semi-grupo y de reciprocidad de la derivada e integral fraccionaria izquierda de

Riemann-Liouville.

Proposición 1. (Propiedad de Semi-grupo de la Integral Fraccionaria)

Sea Iαa+φ(x) y Iβa+φ(x) , entonces

Iαa+I
β
a+φ(x) = Iβa+I

α
a+φ(x) = Iα+β

a+ φ(x), ∀α, β > 0. (11)

La ecuación (11) se satisface en todo punto para φ(x) ∈ C([a, b])2 y en casi todo punto3

para φ(x) ∈ L1(a, b). Ver la prueba en [21].

2C([a,b]) es el conjunto de todas las funciones continuas en [a,b]
3Una propiedad se mantiene en casi todo punto si esta se cumple para todos los elementos de un

conjunto, sin embargo, esta no se puede cumplir en un subconjunto de medida cero. Ver [20]
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Para estudiar la relación entre la derivada e integral fraccionaria izquierda de

Riemann-Liouville vamos a tomar en cuenta la relación entre la derivada e integral

en cálculo tradicional. En este tenemos que la derivada e integral son reciprocas si

d
dx

∫ x

a
φ(t)dt = φ(x), sin embargo

∫ x

a
dφ(t)
dx

dt 6= φ(x), ya que en este aparece la constante

−φ(a). De igual forma, en cálculo fraccionario tenemos que (Dα
a+I

α
a+φ)(x) ≡ φ(x), pero

(Iαa+D
α
a+φ)(x) 6= φ, ya que este se diferencia de φ por un polinomio de orden n − 1,

debido a la función (x − a)α−k, donde k = 1, · · · , [α] + 1. Por lo tanto para aclarar

la relación de reciprocidad entre la derivada e integral fraccionaria vamos a tomar en

cuenta las siguientes definiciones y proposiciones

Definición 5. Se dice que una función f : [a, b] → R es absolutamente continua si para

todo ǫ > 0 existe un δ > 0 tal que para toda familia {(ai, bi)} de intervalos disjuntos

en [a, b] tales que
∑n

k=1(bi − ai) < δ se cumple la desigualdad

n
∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| < ǫ.

Teorema 1. Sea α > 0 , entonces f ∈ Iαa+(L1), si y solo si In−α
a+ f ∈ ACn([a, b]),

n = [α] + 1 y (In−α
a+ f)k(a) = 0, k = 0, .., n− 1. Ver la prueba en [21].

Observación 1. ACn denota la clase de funciones f , tal que f es n− 1 veces diferen-

ciable en [a, b] y f (n−1) es absolutamente continua en [a, b].

Cabe mencionar que las funciones pertenecientes a Iαa+(L1) enfatizan que la repre-

sentación de una función f mediante una integral fraccionaria de orden α y la existencia

de la derivada fraccionaria de orden α de f son dos cosas distintas [21]. Concentrémonos

por un momento en la existencia de la derivada fraccionaria. Sin perdida de generalidad

vamos a tomar a α ∈ (0, 1). Si decimos que (Dα
a+f)(x) = d

dx
I1−α
a+ existe en casi todo

lado, entonces debemos tomar en cuenta que incluso si se conoce la existencia de una

derivada integrable dg(x)
dx

de una función g(x), esta no garantiza la restauranción de

g(x) por su primitiva [21], es decir,
∫ x

a
dg(t)
dx

dt 6= g(x). Dichos problemas pueden evitar-

se si se trabaja con funciones absolutamente continuas. Cabe mencionar que la teoría
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de Lebesgue nos permite integrar por partes solo si las funciones son absolutamente

continuas. Debido a esto, es natural encontrar que la suposición de integrabilidad y

existencia en casi todo lado de las derivadas fraccionarias (Dα
a+f)(x) no es suficiente

para nuestro estudio, ya que esta no garantiza la represencación de f mediante inte-

grales fraccionarias. Por estas razones, para estudiar la reciprocidad entre la derivada

e integral fraccionaria es necesario imponer una condición más fuerte sobre f , por lo

cual se da paso a la siguiente definición

Definición 6. Sea α > 0. Una función f ∈ L1(a, b) tiene una derivada integrable Dα
a+f

si In−α
a+ f(x) ∈ ACn([a, b]) , n = [α] + 1.

Observación 2. La definición (6) nos permite caracterizar a las funciones pertene-

cientes a Iαa+(L1).

Una vez entendido la integrabilidad de la derivada fraccionaria se puede discutir la

relación de reciprocidad entre la integral y derivada fraccionaria a partir del siguiente

teorema

Teorema 2. Sea α > 0. Entonces la ecuación

(Dα
a+I

α
a+φ)(x) = φ(x) (12)

se mantiene para cualquier función integrable φ(x). Sin embargo,

(Iαa+D
α
a+f)(x) (13)

solo se satisface si

f(x) ∈ Iαa+(L1). (14)

Si asumimos que f ∈ L1(a, b) tiene una derivada integrable (Dα
a+f)(x) respecto a la

definición 6, entonces la identidad (13) no se cumple, de hecho es remplazada por el
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siguiente resultado

(Iαa+D
α
a+f)(x) = f(x) +

n−1
∑

k=0

(x− a)α−k−1

Γ(α− k)
(In−α

a+ f)(n−k−1)(a), (15)

con n = [α] + 1. Ver la prueba en [21].

Observación 3. El teorema 2 es una consecuencia de una propiedad mas general [15,

19]

Dα
a+(I

β
a+f)(x) = Dα−β

a+ f(x), α ≥ β > 0.

Proposición 2. Sea α > 0 y β > 0 tal que n−1 < α ≤ n y m−1 < β ≤ m y α+β ≤ 1

y sea f ∈ L1(a, b) y Im−α ∈ ACm([a, b]). Entonces se cumple la siguiente relación

(

Dα
a+D

β
a+f

)

(x) = (Dα+β
a+ f)(x)−

m
∑

j=1

(Dβ−j
a+ )(a+)

(x− a)−j−α

Γ(1− j − α)
.

Ver prueba en [19, 21].

2.4 Transformada de Laplace

La idea principal de la transformada de Laplace es convertir una ecuación que

involucra derivadas e integrales en una expresión algebraica [22]. Esto permite resolver

ecuaciónes diferenciales de una forma más sencilla, en especial si se cuenta con con-

diciones de iniciales [4]. A continuación se presenta la definición de la transformada

de Laplace, algunas de sus propiedades y la transformada de Laplace de la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville.

2.4.1 Definición de la Transformada de Laplace

Definición 7 (Transformada de Laplace). Sea f : R+ → R, entonces la transformada

de Laplace de f se define como

F (s) = L{f}(s) =
∫ ∞

t0

e−stf(t)dt. (16)
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Un requerimiento para la existencia de la transformada de Laplace es que f(t) < e−st

para todo t ∈ [0,∞] , de tal forma que la integral en la ecuación (16) sea convergente.

Cuando esto sucede, decimos que f(t) es Laplace transformable.

Para ilustrar el funcionamiento de la transformada de Laplace, consideremos las si-

guientes proposiciones que muestran como la transformada de Laplace guarda relación

con funciones importantes del cálculo fraccionario, como son la función Gamma y la

función de Mittage-Liffler

Proposición 3. Sea t > 0, t0 = 0 y α ≥ −1 entonces la transformada de Laplace de

f(t) = tα existe, y esta dada por la siguiente ecuación

L{tα} =
Γ(α+ 1)

sα+1
. (17)

Demostración. Sea t > 0, t0 = 0 y α ≥ −1 entonces la transformada de Laplace de

f(t) = tα esta definida de la siguiente forma

L{tα} =

∫ ∞

0

tαe−stdt,

utilizando el cambio de variable t = y
s
, tenemos dt = dy

s
, por lo cual (18) se reescribe

de la siguiente forma

L{tα} =

∫ ∞

0

yα

sα+1
e−ydt,

sacando 1
sα+1 de la integral y dado que α ≥ −1, se obtiene una función Gamma, con

z = α+ 1 de tal forma que

L{tα} =
Γ(α+ 1)

sα+1
.

�

Proposición 4. Sea t > 0, t0 = 0 y sα > a a ∈ R , entonces la transformada de

Laplace de f(t) = tβ−1Eα,β(at
α) existe, y esta dada por la siguiente ecuación

L{tβ−1Eα,β(at
α)} =

sα−β

sα − a
. (18)
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Demostración. Sea t > 0, t0 = 0 y sα > a, a ∈ R , entonces la transformada de

Laplace de f(t) = tβ−1Eα,β(at
α) esta definida de la siguiente forma

L{tβ−1Eα,β(at
α)} =

∫ ∞

0

e−sttβ−1Eα,β(at
α) dt

=

∫ ∞

0

e−sttβ−1

∞
∑

n=0

(atα)n

Γ(nα + β)
dt

=
an

Γ(nα + β)

∫ ∞

0

∞
∑

n=0

tαn+β−1e−stdt.

Dada la convergencia de la integral y de la serie podemos intercambiar estas [20]

L{tβ−1Eα,β(at
α)} =

∞
∑

n=0

an

Γ(nα + β)

∫ ∞

0

tαn+β−1e−stdt

=

∞
∑

n=0

an

Γ(nα + β)
L{tαn+β−1}

=

∞
∑

n=0

an

Γ(nα + β)

Γ(αn+ β)

sαn+β

=
1

sβ

∞
∑

n=0

( a

sα

)n

(19)

dado que sα > a, la serie en la ecuación (19) converge, por lo cual

L{tβ−1Eα,β(at
α)} =

1

sβ
1

(

− a
sα

)

=
1

sβ−α (sα + a)

=
sα−β

(sα + a)
.

�

2.4.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

En la siguiente subsección se muestran las propiedades más importantes de la

transformada de Laplace. Las demostraciones de estas pueden ser encontradas en [22,

26].
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Sean f(t) y g(t) funciones Laplace transformables, entonces

L{f(t) + g(t)} = L{f(t)}+ L{g(t)}.

Lcf(t) = cLf(t).

Si F (s) y G(s) son las transformadas de Laplace de f(t) y g(t) respectivamente,

entonces

L{f(t) ∗ g(t)} = F (s)G(s),

donde el operador ∗ es el producto de convolución y esta definido de la siguiente

forma

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

t0

f(t− τ)g(τ)dτ.

La transformada de Laplace de las la n-ésima derivada de una función f(t) esta

dada por

L{fn(t)} = snF (s)−
n−1
∑

k=0

sn−k−1fk(t)|t=0, n ∈ N.

Donde n ∈ N y fk(t)|t=0, k = 0, · · · , n− 1 son condiciones iniciales.

2.4.3 Transformada de Laplace de la Derivada Fraccionaria

A partir de esta subsección vamos a denotar a las funciones evaluadas en 0, es

decir f(0), como f(t)|t=0.

Proposición 5. Sea f una función Laplace transformable, entonces la transformada

de Laplace de la derivada fraccionaria de orden α de Riemann-Lioville esta dada por

L{Dαf(t)} = sαL{f(t)} −D−(1−α)f(t)|t=0. (20)

Demostración. consideremos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

(Dα
a+f)(x) =

d

dx

1

Γ(1− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt,
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la cual puede ser reescrita como

Dαf(t) =
1

Γ(−α + 1)
G′(t), (21)

donde G(t) =
∫ t

0
(t− τ)−αf(τ)dτ . Tomando la transformada de laplace de (21) obtene-

mos

L{Dαf(t)} =
1

Γ(−α + 1)
L{G′(t)}

=
1

Γ(−α + 1)
(sL{G(t)} −G(t)|t=0)

=
s

Γ(−α + 1)
L
{
∫ t

0

(t− τ)−αf(τ)dτ

}

− G(t)|t=0

Γ(−α + 1)

=
s

Γ(−α + 1)
L{t−α ∗ f(t)} − G(t)|t=0

Γ(−α + 1)

=
s

Γ(−α + 1)
L{t−α}L{f(t)} − G(t)|t=0

Γ(−α + 1)

=
s

Γ(−α + 1)

Γ(−α + 1)

s1−α
L{f(t)} − G(t)|t=0

Γ(−α + 1)

= sαL{f(t)} −
(

1

Γ(−α + 1)

∫ t

0

(t− τ)−αf(τ)dτ

)

|t=0

Cambiando α por −α + 1 y usando la ecuación (4) obtenemos que

L{Dαf(t)} = sαL{f(t)} −D−(1−α)f(t)|t=0

�

Proposición 6. Sea η(x) una función Laplace transformable entonces, la transformada

de Laplace de la derivada fraccionaria de orden 2α de Riemann-Liouville es

L{D2αη(t)} = s2αL{η(t)} − sαD−(1−α)η(t)|t=0 −D−(1−2α)η(t)|t=0. (22)

Demostración. Sea η(x) una funcoón Laplace transformable, entonces por la Proposi-
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ción 5 se obtiene

L{D2αη(t)} = sαL{Dαη(t)} −D−(1−α)Dαη(t)|t=0. (23)

Simplificando,

L{D2αη(t)} = sα(sαL{η(t)} −D−(1−α)η(t)|t=0)−D−(1−2α)η(t)|t=0

= s2αL{η(t)} − sαD−(1−α)η(t)|t=0 −D−(1−2α)η(t)|t=0.

�

Procediendo de igual forma que en la demostración de la Proposición 5 y utilizando

las propiedades de convolución se puede mostrar las siguientes relaciones

L
{

Iβt
0+
u(x, t)

}

= s−βU(x, s),

L
{

(x− x0)
α−1

Γ(α)
Iβ
t+
0

fi(t)

}

=
(x− x0)

α−1

Γ(α)
s−βFi(s),

L
{

Iα
x+

0

Iβ
t+
0

u(x, t)
}

=
s−β

Γ(α)

∫ x

x0

U(y, s)(x− y)α−1dy,

L
{

(t− t0)
β−1

Γ(β)
Iα
x+

0

go(x)

}

= e−t0ss−βIα
x+

0

go(x).

Donde Fi(s) = L{fi(t)}.

2.4.4 Espacio de Zemanian

Se conoce al espacio de Zemanian, como el espacio en el cual viven las transfor-

madas de Laplace. Por lo cual, para obtener la transformada inversa de Laplace se

necesita tomar en cuenta su forma generalizada4 en dicho espacio. Por lo cual tenemos

4Decimos que una función f tiene una forma generalizada si esta deriva de la función delta de
Dirac. Ver [5]
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las siguientes relaciones presentadas en el trabajo de Ferreira y Vierira [15]

ĺımr→∞

∫ σ+ir

σ−ir

sn(1+β)estFi(s)ds =
(

D
n(1+β)

t0+
fi

)

(t),

ĺımr→∞

∫ σ+ir

σ−ir

sn(1+β)es(t−t0)ds =
(

D
n(1+β)

t0+
δ
)

(t− t0),

donde i = 0, 1, ..., n n ∈ N0, δ es la función delta de Dirac, y su convergencia es en

D′.

2.5 Ecuaciones Integrales

Las ecuaciones integrales son aquellas que relacionan una función incógnita con

una integral de tal manera que esta se encuentre bajo el signo integral. Análogamente

a las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones integrales pueden ser de orden lineal y

no lineal. En el caso de ecuaciones integrales lineales podemos encontrar las de tipo

Fredholm y las de tipo Volterra [10].

1. Ecuaciones de tipo Fredholm: Son aquellas ecuaciones integrales con limites

de integración fijos, estas pueden ser clasificadas en dos grupos

Primera especie: La función incógnita solo esta bajo el signo integral.

f(x) =

∫ 1

0

K(x, y)φ(y)dy, 0 ≤ x, y ≤ 1.

Donde φ(x) es la función incógnita, K(x, y), f(x) son funciones conocidas y

K(x, y) es continuo en el cuadrado 0 ≤ x, y ≤ 1 [18].

Segunda especie: La función incógnita aparece bajo el signo integral y

fuera de el.

f(x) = φ(x)− λ

∫ 1

0

K(x, y)φ(y)dy, 0 ≤ x, y ≤ 1, λ ∈ C.

Si f(x) = 0, se conoce como ecuación homogénea, mientras que si f(x) 6= 0
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se conoce como ecuación completa o no homogénea.

2. Ecuaciones de tipo Volterra: Son un caso particular de las ecuaciones de tipo

Fredholm en el cual se satisface que K(x, y) > 0 si y > x. Por lo cual, de la misma

forma que con las ecuaciones de tipo Fredholm, podemos clasificar las ecuaciones

de tipo Volterra en dos grupos

Primera especie: La función incógnita solo esta bajo el signo integral.

f(x) =

∫ x

0

K(x, y)φ(y)dy, 0 ≤ x, y ≤ 1.

Segunda especie: La función incógnita aparce tanto bajo el signo integral

y fuera de el.

f(x) = φ(x)− λ

∫ x

0

K(x, y)φ(y)dy, 0 ≤ x, y ≤ 1, λ ∈ C.

Observación 4. La función K(x, y) se la conoce como el Kernel o núcleo de ecuación.

A pesar de la complejidad de las ecuaciones integrales, el método de descomposición de

Adomian [9, 10] es efectivo al momento de buscar una solución de estas. Dicho método

consiste en descomponer la función incognita en una serie infinita de la siguiente forma

φ(x) =

∞
∑

i=0

φi(x),

donde φ0(x) = f(x) y φi(x) son determinados apartir de la siguiente formula recursiva

φi(x) = λ

∫ x

0

K(x, y)φi−1(y)dy.

Ejemplo 3. Consideremos la siguiente ecuación integral

u(x) = 1−
∫ x

0

u(t)dt.
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Por el método de descomposición de Adomian obtenemos

∞
∑

i=0

ui(x) = 1−
∫ x

0

∞
∑

i=0

ui(x)

o equivalentemente

u0(x) + u1(x) + · · · = 1−
∫ x

0

[u0(t) + u1(t) + · · · ] dt.

Es claro que u0(x) = 1 ya que es el único termino fuera del signo integral. Por lo cual

para el resto de φi(x) tenemos

u0(x) = 1,

u1(x) = −
∫ x

0

u0(t)dt = −
∫ x

0

dt = −x,

u2(x) = −
∫ x

0

u1(t)dt = −
∫ x

0

(−t)dt =
1

2!
x2,

u3(x) = −
∫ x

0

u2(t)dt = −
∫ x

0

1

2!
t2dt = − 1

3!
x3,

u4(x) = −
∫ x

0

u3(t)dt = −
∫ x

0

− 1

4!
t4dt.

de estos cálculos es fácil notar que el patrón de recurrencia esta dado por un(x) =

(−1)n

n!
xn. Por lo tanto

u(x) =

∞
∑

i=0

(−1)n

n!
xn = e−x.

Utilizando el método de Adomian se puede encontrar una solución para ecuaciones

integrales de Volterra de segundo tipo. En particular, dado un kernel K(x, t) = (x −

t)α−1, se puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea f ∈ L1[a, b]), α > 0 y λ ∈ C. Entonces la ecuación integral

u(x) = f(x) +
λ

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1u(t)dt, x ∈ [a, b]. (24)
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Tiene una única solución dada por

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a

(x− t)α−1Eα,α(λ(x− t)α)f(t)dt. (25)

Para la demostración del teorema 3 se utiliza el método de Adomian para encontrar

una solución de la ecuación (24), en particular se prueba la convergencia de la serie,

posteriormente se muestra que la ecuación (25) satisface la ecuación (24). Finalmente

se prueba su unicidad utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz. La demostración

del teorema esta fuera del alcance de este trabajo y no aporta mucho a la comprención

de este. Sin embargo, se puede encontrar la demostración detallada de este teorema en

[10].
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CAPÍTULO III

CALCULO FRACCIONARIO PARA EDPS

En este capítulo, se propone dos métodos distintos para encontrar soluciones ex-

plicitas de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias propuestas por el grupo de

de química, física y electrónica de la Universidad San Francisco de Quito. Para esto,

se considera el siguiente conjunto de tres ecuaciones diferenciales parciales, las cuales

son parte central de los resultados obtenidos por dichos grupos

Dα
x+

0

u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ

t+
0

u(x, t), (26)

D
f(α)

x+

0

u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ

t+
0

u(x, t), (27)

D
f(α)

x+

0

u(x, t) +Dα
x+

0

u(x, t) = Dβ

t+
0

u(x, t). (28)

Donde C ∈ R, f : (0, 1) → (0, 2), 0 < α < 1 y 0 < β < 1. De tal manera que cuando

α → 1 y β → 1, las ecuaciones (26), (27), (28) se comportan de forma clásica como se

muestra a continuación

d

dx
u(x, t) + Cu(x, t) =

d

dt
u(x, t), C ∈ R,

d2

dx2
u(x, t) + Cu(x, t) =

d

dt
u(x, t), C ∈ R,

d2

dx2
u(x, t) + C

d

dx
u(x, t) =

d

dt
u(x, t), C ∈ R.

Para el estudio de la version fraccionaria de estas, se toma en cuenta que las derivadas

fraccionarias de segundo orden pueden ser escritas utilizando f(α) = 2α y f(α) = α+1.
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3.1 Método 1: Producto de funciones y Transformada de Laplace

La metodología usada en esta sección consiste en reducir una ecuación diferencial

parcial fraccionaria a dos ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias, que puedan

ser resueltas mediante la transformada de Laplace, de tal forma que la solución del

problema inicial sea el producto de estas. Para esto, vamos a considerar una solución

de tipo producto de funciones u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b] y la

derivada de Rieman-Liouville de orden 2α centrada en a+ = 0, (D2α), de tal forma que

las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias a estudiar son las siguientes

Dαu(x, t) + Cu(x, t) = Dβu(x, t), C ∈ R,

D2αu(x, t) + Cu(x, t) = Dβu(x, t), C ∈ R,

D2αu(x, t) + CDαu(x, t) = Dβu(x, t), C ∈ R.

Donde, 0 < α < 1 y 0 < β < 1.

Proposición 7. Sea u : [0, b] → R, λ ∈ R y 0 < β < 1, entonces la ecuación diferencial

fraccionaria ordinaria

Dβu(t) = λ, (29)

tiene como solución

u(t) =
λtβ

Γ(β + 1)
+

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)
. (30)

Demostración. Sea u : [0, b] → R, λ ∈ R y 0 < β < 1 . Tomando la transformada de

Laplace de (29) se tiene

L{Dβu(t)} =
λ

s

=⇒ sβL{u(t)} −D−(1−β)u(t)|t=0 =
λ

s

=⇒ L{u(t)} =
λ

sβ+1
+

D−(1−β)u(t)|t=0

sβ
.
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Finalmente tomando la transformada inversa de Laplace con la ecuación (17) se obtiene

como solución

u(t) =
λtβ

Γ(β + 1)
+

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)
.

�

Proposición 8. Sea u : [0, b] → R, λ ∈ R y 0 < α < 1, entonces la ecuación diferencial

fraccionaria ordinaria

AD2αu(x) +BDαu(x) = λ, A,B ∈ R\{0}, (31)

tiene como solución

u(x) =
λ

A
x2αEα,2α+1

(

−B

A
xα

)

+D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1Eα,2α

(

−B

A
xα

)

+
D−(1−α)u(x)|x=0x

α−1

Γ(α)
. (32)

Demostración. Sea u : [0, b] → R, λ ∈ R y 0 < α < 1, entonces la ecuación (31) puede

ser reescrita como

D2αu(x) + γDαu(x) = c, (33)

donde γ = B
A

y c = λ
A
. Tomando la transformada de laplace de (33)

L{D2αu(x)}+ γL{Dαu(x)} = L{c}

=⇒ s2αL{u(x)} − sαD−(1−α)u(x)|x=0 −D−(1−2α)u(x)|x=0

+γ
(

sαL{u(x)} −D−(1−α)u(x)|x=0

)

=
c

s
.

La cual puede ser escrita de forma reducida como

L{u(x)}(s2α + γsα)− Ã1(s
α + γ)− Ã2 =

c

s
, (34)

donde Ã1 = D−(1−α)u(x)|x=0 y Ã2 = D−(1−2α)u(x)|x=0. Ordenando la ecuación (34) y
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mediante algunos cálculos directos se obtiene

L{u(x)} =
c

sα+1(sα + γ)
+

Ã1

sα
+

Ã2

sα(sα + γ)
. (35)

Finalmente, con ayuda de la ecuación (18) con β = 2α + 1 y β = 2α para el primer

y tercer termino respectivamente, mientras que para el segundo termino utilizamos la

ecuación (17), se toma la transformada de Laplace del lado derecho de la ecuación (35).

Así se obtiene

u(x) = cx2αEα,2α+1(−γxα) + Ã2x
2α−1Eα,2α(−γxα) +

Ã1x
α−1

Γ(α)
.

O equivalentemente

u(x) =
λ

A
x2αEα,2α+1

(

−B

A
xα

)

+D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1Eα,2α

(

−B

A
xα

)

+
D−(1−α)u(x)|x=0x

α−1

Γ(α)
.

�

Proposición 9. Sea u : [0, b] → R,λ ∈ R y 0 < α < 1, entonces la ecuación diferencial

fraccionaria ordinaria

AD2αu(x) +Bu(x) = λ, A,B ∈ R\{0}, (36)

tiene como solución

u(x) =
λ

A
x2αE2α,2α+1

(

−B

A
x2α

)

+D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1E2α,2α

(

−B

A

2

x2α

)

+D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1E2α,α

(

−B

A
x2α

)

. (37)

Demostración. Sea u : [0, b] → R y 0 < α < 1, entonces la ecuación (36) puede ser

reescrita como

D2αu(x) + ω2u(x) = c, (38)
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donde ω2 = B
A

y c = λ
A
. Tomando la transformada de laplace de (38)

L{D2αu(x)}+ ω2L{u(x)} = L{c},

=⇒ s2αL{u(x)} − sαD−(1−α)u(x)|x=0 −D−(1−2α)u(x)|x=0 + ω2L{u(x)} =
c

s
.

La cual puede ser escrita de forma reducida como

s2αL{u(x)} − sαÃ1 − Ã2 + ω2L{u(x)} =
c

s
, (39)

donde Ã1 = D−(1−α)u(x)|x=0 y Ã2 = D−(1−2α)u(x)|x=0. Ordenando la ecuación (39) y

mediante algunos cálculos directos se obtiene

L{u(x)} =
c

s(s2α + ω2)
+

Ã2

(s2α + ω2)
+

Ã1s
α

(s2α + ω2)
. (40)

Finalmente, con ayuda de la ecuación (18) con β = 2α + 1 ,β = 2α, β = α para el

primer , segundo y tercer termino respectivamente, se toma la transformada de Laplace

del lado derecho de la ecuación (40). Así obtenemos

u(x) = cx2αE2α,2α+1

(

−ω2x2α
)

+ Ã2x
2α−1E2α,2α

(

−ω2x2α
)

+ Ã1x
α−1E2α,α

(

−ω2x2α
)

.

O equivalentemente

u(x) =
λ

A
x2αE2α,2α+1

(

−B

A
x2α

)

+D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1E2α,2α

(

−B

A

2

x2α

)

+D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1E2α,α

(

−B

A
x2α

)

.

�

Proposición 10. Sea u : [0, b] → R,λ ∈ R y 0 < α < 1, entonces la ecuación

diferencial fraccionaria ordinaria

Dαu(x) + Pu(x) = λ, P ∈ R, (41)
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tiene como solución

u(x) = λxαEα,α+1 (−Pxα) +D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1Eα,α (−Pxα) . (42)

Demostración. Sea u : [0, b] → R,λ ∈ R y 0 < α < 1, por lo cual tomando la transfor-

mada de Laplace de (41) se tiene

L{Dαu(x)}+ PL{u(x)} =
λ

s
,

=⇒ sαL{u(x)} −D−(1−α)u(x)|x=0 + PL{u(x)} =
λ

s
. (43)

Ordenando la ecuación (43) y mediante algunos cálculos directos se tiene nuestra so-

lución

L{u(x)} =
λ

s(sα + P )
+

D−(1−α)u(x)|x=0

(sα + P )
. (44)

Finalmente, con ayuda de la ecuación (18) con β = α + 1 ,β = α para el primer y

segundo termino, se toma la transformada inversa de Laplace de la ecuación (44). Así

obtenemos

u(x) = λxαEα,α+1 (−Pxα) +D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1Eα,α (−Pxα) .

�

Teorema 4. Sea u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b], (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈

Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞, entonces la ecuación diferencial parcial fraccionaria

Dαu(x, t) + Cu(x, t) = Dβu(x, t), (45)

tiene como solución

u(x, t) =
(

D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1Eα,α (−Cxα)

)

×
(

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)

)

, (46)
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donde C ∈ R, (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞.

Demostración. Considerando u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b], (α, β) ∈

]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [0, b] × [0, b] , b < ∞. Reemplazando u(x, t) en la ecuación (45) y

realizando algunos cálculos directos se tiene que

1

u(x)
[Dαu(x) + Cu(x)] =

1

u(t)

[

Dβu(t)
]

. (47)

Para que los dos lados de la ecuación (47) sean iguales, estos deben ser igual a una

constante por lo cual se tiene que

1

u(x)
[Dαu(x) + Cu(x)] = λ,

1

u(t)

[

Dβu(t)
]

= λ.

Sin embargo, dado que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante

no se anula, la única posibilidad para poder expresar su solución como un producto de

funciones es con λ = 0.Usando las proposiciones 7 y 10 con λ = 0 obtenemos que la

solución de la ecuación diferencial parcial fraccionaria (45) esta dada por

u(x, t) =
(

+D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1Eα,α (−Pxα)

)

×
(

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)

)

.

�

Teorema 5. Sea u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b], (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈

Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞, entonces la ecuación diferencial parcial fraccionaria

D2αu(x, t) + Cu(x, t) = Dβu(x, t), (48)
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tiene como solución

u(x, t) =
(

D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1E2α,2α

(

−Cx2α
)

+D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1E2α,α

(

−Cx2α
))

×
(

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)

)

, (49)

donde C ∈ R, (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞.

Demostración. Considerando u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b], (α, β) ∈

]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [0, b] × [0, b] , b < ∞. Reemplazando u(x, t) en la ecuación (45) y

realizando algunos cálculos directos se tiene que

1

u(x)

[

D2αu(x) + Cu(x)
]

=
1

u(t)

[

Dβu(t)
]

. (50)

Para que los dos de la ecuación (50) sean iguales, estos deben ser igual a una constante,

por lo cual se tiene que

1

u(x)

[

D2αu(x) + Cu(x)
]

= λ,

1

u(t)

[

Dβu(t)
]

= λ.

Sin embargo, dado que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante

no se anula, la única posibilidad para poder expresar su solución como un producto de

funciones es con λ = 0. Usando las proposiciones 7 y 9 con λ = 0 obtenemos que la

solución de la ecuación diferencial parcial fraccionaria (48) esta dada por

u(x, t) =
(

D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1E2α,2α

(

−Cx2α
)

+D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1E2α,α

(

−Cx2α
))

×
(

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)

)

. (51)

�

Teorema 6. Sea u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b], (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈
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Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞, entonces la ecuación diferencial parcial fraccionaria

D2αu(x, t) + CDαu(x, t) = Dβu(x, t), (52)

tiene como solución

u(x, t) =

(

D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1Eα,2α (−Cxα) +

D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1

Γ(α)

)

×
(

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)

)

,

donde C ∈ R, (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞.

Demostración. Considerando u(x, t) = u(x)u(t) tal que u(x), u(t) ∈ C[0, b], (α, β) ∈

]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [0, b]× [0, b] , b < ∞. Remplazando u(x, t) en la ecuación (52)

1

u(x)

[

D2αu(x) + CDαu(x)
]

=
1

u(t)

[

Dβu(t)
]

. (53)

Para que los dos de la ecuación (53) sean iguales, estos deben ser igual a una constante,

por lo cual se tiene que

1

u(x)

[

D2αu(x) + CDαu(x)
]

= λ,

1

u(t)

[

Dβu(t)
]

= λ.

Sin embargo, dado que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante

no se anula, la única posibilidad para poder expresar su solución como un producto de

funciones es con λ = 0. Usando las proposiciones 7 y 8 con λ = 0 obtenemos que la

solución de la ecuación diferencial parcial fraccionaria (52) esta dada por

u(x, t) =

(

D−(1−2α)u(x)|x=0x
2α−1Eα,2α (−Cxα) +

D−(1−α)u(x)|x=0x
α−1

Γ(α)

)

×
(

D−(1−β)u(t)|t=0t
β−1

Γ(β)

)

.
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�

3.2 Método 2: Integración Directa con Transformada de Laplace

La metodología usada en esta sección consiste en integrar directamente la ecuación

diferencial parcial fraccionaria, de tal forma que tomando en cuenta la relación entre la

integral y derivada fraccionaria se encuentra una ecuación cuyos términos son Laplace

transformables. Una vez encontrada la ecuación Laplace transformada, se busca una

ecuación integral de tipo Volterra de segunda especie la cual nos garantiza una solución

única en términos de la función de Mittage-Leffler. Finalmente se toma en cuenta su

forma distribucional y se obtiene la solución del problema original. Para esto, vamos

a considerar (α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [x0, X0] × [t0, T0] , x0, t0 > 0, X0, T0 < ∞,

tal que u(x, t) admite derivadas fraccionarias integrables. Bajo estas condiciones, las

ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias a estudiar son las siguientes

Dα
x0

+u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ
t0+

u(x, t), C ∈ R,

Dα+1
x0

+ u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ
t0+

u(x, t), C ∈ R.

Teorema 7. Sea C ∈ R ,(α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [x0, X0] × [t0, T0] , x0, t0 > 0,

X0, T0 < ∞, tal que u(x, t) admite derivadas fraccionarias integrables Dα
x0

+ y Dβ
t0+

,

entonces la ecuación diferencial parcial fraccionaria

Dα
x0

+u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ
t0+

u(x, t), (54)

tiene como solución

u(x, t) = (x− x0)
α−1Eα,α

(

(Dβ
t0+

− C)(x− x0)
α
)

f0(t)

−
∫ x

x0

(x− y)α−1Eα,α

(

(Dβ
t0+

− C)(x− y)α
)

δ(t− t0)g0(y)dy, (55)

donde g0(x) = I1−β

x+

0

u(x, t0), f0(t) = I1−α

x+

0

u(x0, t) y δ es la función delta de Dirac.
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Demostración. Consideremos la siguiente ecuación diferencial parcial fraccionaria

Dα
x0

+u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ
t0+

u(x, t), (56)

donde C ∈ R ,(α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [x0, X0] × [t0, T0] , x0, t0 > 0 , X0, T0 < ∞,

y u(x, t) admite derivadas fraccionarias sumables Dα
x0

+ y Dβ
t0+

. Aplicando el operador

integral Iαx0
+ a los dos lados de la ecuación (56) y tomando en cuenta la relación entre

la integral y derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 se tiene que

u(x, t)− (x− x0)
α−1

Γ(α)
I1−α
x0

+ u(x0, t) + CIαx0
+u(x, t) = Iαx0

+D
β
t0+

u(x, t).

De forma similar, aplicando el operador integral Iβ
t0+

a los dos lados a la ecuación

anterior y utilizando el teorema de Fubini se toma en cuenta la relación entre la integral

y derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 de tal forma que se obtiene

Iβ
t0+

u(x, t)− (x− x0)
α−1

Γ(α)
Iβ
t0+

I1−α
x0

+ u(x0, t) + CIαx0
+I

β
t0+

u(x, t)

= Iαx0
+

[

u(x, t)− (t− t0)
β−1

Γ(β)
I1−β
t0+

u(x, t0)

]

.

La cual es equivalente a

Iβ
t0+

u(x, t)− (x− x0)
α−1

Γ(α)
Iβ
t0+

f0(t)+CIαx0
+I

β
t0+

u(x, t) = Iαx0
+u(x, t)− (t− t0)

β−1

Γ(β)
Iαx0

+g0(x),

(57)

donde f0(t) = I1−α
x0

+ u(x0, t) y g0(x) = I1−β
t0+

u(x, t0). Tomando la transformada de Laplace

respecto a t de la ecuación (57) y utilizando sus propiedades de convolución se obtiene

s−βU(x, s)− (x−x0)α−1

Γ(α)
s−βF0(s) +

Cs−β

Γ(α)

∫ x

x0
(x− y)α−1U(y, s)dy

= 1
Γ(α)

∫ x

x0
(x− y)α−1U(y, s)dy − e−t0ss−βIαx0

+g0(x), (58)

multiplicando la ecuación (58) por sβ y reorganizando sus términos obtenemos la si-



44

guiente ecuación del tipo Volterra

U(x, s) = (x− x0)
α−1

Γ(α)
F0(s)− e−t0sIαx0

+g0(x) +
sβ − C

Γ(α)

∫ x

x0

(x− y)α−1U(y, s)dy,

la cual en virtud del teorema 3 tiene como única solución

U(x, s) = (x−x0)α−1

Γ(α)
F0(s)− e−t0sIαx0

+g0(x) + (sβ − C)

×
∫ x

x0
(x− y)α−1Eα,α

(

(sβ − C)(x− y)α
)

(

(y−x0)α−1

Γ(α)
F0(s)− e−t0sIαx0

+g0(y)
)

dy. (59)

Dada la convergencia de las integrales y las series en la ecuación (59) podemos inter-

cambiar estas y reescribirla de la siguiente forma

U(x, t) = (x− x0)
α−1Eα,α

(

(sβ − C)(x− x0)
α
)

F0(s)

−e−t0s
∞
∑

n=0

(sβ − C)nI
α(n+1)

x0
+ g0(x).

Finalmente para cancelar la transformada de Laplace tomamos en cuenta su forma dis-

tribucional y con ayuda del teorema multimonial y mediante algunos cálculos directos,

podemos dejar la solución expresada en términos de la función de Mitage-Leffer

u(x, t) = (x− x0)
α−1Eα,α

(

(Dβ
t0+

− C)(x− x0)
α
)

f0(t)

−
∫ x

x0

(x− y)α−1Eα,α

(

(Dβ
t0+

− C)(x− y)α
)

δ(t− t0)g0(y)dy,

donde g0(x) = I1−β

x+
0

u(x, t0), f0(t) = I1−α

x+
0

u(x0, t) y δ es la función delta de Dirac. �

Teorema 8. Sea C ∈ R ,(α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [x0, X0] × [t0, T0] , x0, t0 > 0,

X0, T0 < ∞, tal que u(x, t) admite derivadas fraccionarias integrables Dα+1
x0

+ y Dβ
t0+

,

entonces la ecuación diferencial parcial fraccionaria

Dα+1
x0

+ u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ
t0+

u(x, t), (60)
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tiene como solución

u(x, t) = (x− x0)
α−1Eα+1,α

(

(Dβ
t0+

− C)(x− x0)
α+1

)

f0(s)

+ (x− x0)
αEα+1,α+1

(

(Dβ
t0+

− C)(x− x0)
α+1

)

f1(s)

−
∫ x

x0

(x− y)αEα+1,α+1

(

(Dβ
t0+

− C)(x− y)α
)

δ(t− t0)g0(y)dy, (61)

donde g0(x) = I1−β

x+

0

u(x, t0), f0(t) = I1−α

x+

0

u(x0, t) , f1(t) = Dα
a+u(x0, t) y δ es la función

delta de Dirac.

Demostración. Consideremos la siguiente ecuación diferencial parcial fraccionaria

Dα+1
x0

+ u(x, t) + Cu(x, t) = Dβ
t0+

u(x, t), (62)

donde C ∈ R ,(α, β) ∈]0, 1]2, (x, t) ∈ Ω = [x0, X0] × [t0, T0] , x0, t0 > 0 , X0, T0 < ∞,

y u(x, t) admite derivadas fraccionarias sumables Dα+1
x0

+ y Dβ
t0+

. Aplicando el operador

integral Iα+1
x0

+ a los dos lados de la ecuación (62) y tomando en cuenta la relación entre

la integral y derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 se tiene que

u(x, t)−(x− x0)
α

Γ(1 + α)
Dα

x0
+u(x0, t)−

(x− x0)
α−1

Γ(α)
I1−α
x0

+ u(x0, t)+CIα+1
x0

+ u(x, t) = Iα+1
x0

+ Dβ
t0+

u(x, t).

De forma similar, aplicando el operador Iβ
t0+

a los dos lados a la ecuación anterior

y utilizando el teorema de Fubini se toma en cuenta la relación entre la integral y

derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 de tal forma que se obtiene

Iβ
t0+

u(x, t)− (x− x0)
α

Γ(1 + α)
Iβ
t0+

Dα
x0

+u(x0, t)−
(x− x0)

α−1

Γ(α)
Iβ
t0+

I1−α
x0

+ u(x0, t) + CIα+1
x0

+ Iβ
t0+

u(x, t)

= Iα+1
x0

+

[

u(x, t)− (t− t0)
β−1

Γ(β)
I1−β
t0+

u(x, t0)

]

.
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La cual es equivalente a

Iβ
t0+

u(x, t)− (x− x0)
α

Γ(1 + α)
Iβ
t0+

f1(t)−
(x− x0)

α−1

Γ(α)
Iβ
t0+

f0(t) + CIα+1
x0

+ Iβ
t0+

u(x, t)

= Iα+1
x0

+ u(x, t)− (t− t0)
β−1

Γ(β)
Iα+1
x0

+ g0(x), (63)

donde f0(t) = I1−α
x0

+ u(x0, t), f1(t) = Dα
x0

+u(x0, t), y g0(x) = I1−β
t0+

u(x, t0). Tomando la

transformada de Laplace respecto a t de la ecuación (63) y utilizando sus propiedades

de convolución se obtiene

s−βU(x, s)− (x− x0)
α

Γ(1 + α)
s−βF1(s)−

(x− x0)
α−1

Γ(α)
s−βF0(s) +

Cs−β

Γ(α + 1)

∫ x

x0

(x− y)αU(y, s)dy

=
1

Γ(α + 1)

∫ x

x0

(x− y)αU(y, s)dy − e−t0ss−βIα+1
x0

+ g0(x), (64)

multiplicando la ecuación (64) por sβ y reorganizando sus términos obtenemos la si-

guiente ecuación de tipo Volterra

U(x, s) =(x− x0)
α

Γ(1 + α)
F1(s) +

(x− x0)
α−1

Γ(α)
F0(s)− e−t0sIα+1

x0
+ g0(x)

+
(s−β − C)

Γ(α+ 1)

∫ x

x0

(x− y)αU(y, s)dy, (65)

la cual en virtud del teorema 3 tiene como única solución

U(x, s) = (x− x0)
α

Γ(1 + α)
F1(s) +

(x− x0)
α−1

Γ(α)
F0(s)− e−t0sIα+1

x0
+ g0(x)

+ (s−β − C)

∫ x

x0

(x− y)αEα+1,α+1

(

(sβ − C)(x− y)α
)

(

(y − x0)
α

Γ(1 + α)
F1(s) +

(y − x0)
α−1

Γ(α)
F0(s)− e−t0sIα+1

x0
+ g0(y)

)

dy. (66)

Dada la convergencia de las integrales y las series en la ecuación (66) podemos inter-
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cambiar estas y reescribirla de la siguiente forma

U(x, t) = (x− x0)
α−1Eα+1,α

(

(sβ − C)(x− x0)
α+1

)

F0(s)

+ (x− x0)
αEα+1,α+1

(

(sβ − C)(x− x0)
α+1

)

F1(s)

− et0s
∞
∑

n=0

(sβ − C)nI
(n+1)(α+1)
x0

+ g0(x).

Finalmente para cancelar la transformada de Laplace tomamos en cuenta su forma dis-

tribucional y con ayuda del teorema multinomial y mediante algunos cálculos directos,

podemos dejar la solución expresada en terminos de la funcion de Mittage-Leffer

u(x, t) = (x− x0)
α−1Eα+1,α

(

(Dβ
t0+

− C)(x− x0)
α+1

)

f0(s)

+ (x− x0)
αEα+1,α+1

(

(Dβ
t0+

− C)(x− x0)
α+1

)

f1(s)

−
∫ x

x0

(x− y)αEα+1,α+1

(

(Dβ
t0+

− C)(x− y)α
)

δ(t− t0)g0(y)dy.

Donde g0(x) = I1−β

x+

0

u(x, t0), f0(t) = I1−α

x+

0

u(x0, t) , f1(t) = Dα
a+u(x0, t) y δ es la función

delta de Dirac. �



48

CAPÍTULO IV

CONCLUSIONES Y FUTURO TRABAJO

En este trabajo, se exploró el uso de la transformada de Laplace y la integración

directa para la resolución de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. Para ello,

se aprovecho el kernel de la derivada e integral fraccionaria, ya que este nos permite

plantear un producto de convolución y calcular la transformada de Laplace de la deri-

vada fraccionaria de Reimann-Liouville. Por otro lado, el kernel (x− t)α−1 nos permite

expresar mediante la función de Mittage-Leffler, la solución de ecuaciones de Volterra

de segunda especie como se enuncia en el teorema 3.

El uso de la transformada de Laplace, si bien es un gran método para resolver

ecuaciones diferenciales, este puede involucrar cálculos extremadamente difíciles. A pe-

sar de que una gran cantidad de transformadas inversas de Laplace de funciones tipo

sα(a + bsβ) pueden ser expresadas mediante la función de Mittage-Leffler, el cálculo

de transformadas inversas de Laplace esta limitado por el orden de α ya que al este

ser variable , es dificil encontrar una factorización adecuada mediante fracciones par-

ciales. Dicho esto, se puede observar que proponiendo una solución de tipo producto

de funciones podemos llegar a encontrar de una forma más sencilla la solución de una

ecuación diferencial parcial fraccionaria de segundo orden, reduciéndola a dos ecua-

ciones diferenciales ordinarias fraccionarias homogénas. Debido a que la derivada de

Riemann-Lioville de una constante no se anula. A pesar de ello, la propiedad de semi-

grupo de la derivada fraccionaria de Rieman-Liouville nos dice que para derivadas de

orden 2α nuestra solución solo es valida para α ∈ (1
2
, 1).
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Por otro lado, se puede observar que la relación entre la integral y derivada frac-

cionaria puede llevarnos a encontrar ecuaciones de Volterra de segunda especie. Si bien

es cierto que la importancia del orden de integración y derivación depende del espacio

en donde se trabaje, el uso de funciones L1 nos permite llegar a ecuaciones de Volte-

rra de segunda especie, asegurando así una solución única. Sin embargo, para obtener

resultados de esta forma se necesita una gran cantidad de cálculos que pueden llegar

a ser muy complejos, en especial dependen mucho de la convergencia de la series e

integrales. Hay que destacar que la existencia de la ecuaciíon de tipo Volterra depende

de que todas las derivadas respecto a la misma variable tengan el mismo orden, es

decir no se puede tener derivadas de orden Dα+1

x+

0

y Dα
x+

0

dentro de una misma ecuación

diferencial parcial fraccionaria si se desea aplicar el método 2.

La particularidad de estos métodos es que están limitados a coeficientes constan-

tes por lo cual el siguiente paso a seguir, seria trabajar con ecuaciones diferenciales

fraccionarias, parciales y ordinarias , con coeficientes variables. Para esto, se propo-

ne en un futuro definir de una manera conveniente la ley de la cadena y expandir al

metódo de Frobenious al caso fraccionario, ya que muchas de las ecuaciónes diferencia-

les que describen fenónmenos físicos son resueltas por estos métodos. En particular el

método de Frobenious, nos ayuda a resolver ecuaciones diferenciales cuya solución son

funciones especiales, como los polinomios de Hermite o Laguerre [8], de tal forma que

extendiendo el método de Frobenoius al caso fraccionario podamos calcular funciones

especiales de orden no entero.
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