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Resumen

La geometria riemanniana nace de una extensién de la geometria diferencial o analitica clasica. En la geo-
metria riemanniana se trabaja de forma local sobre variedades al inducir métricas. Estas métricas permiten
medir distancias y angulos, por lo que pueden generalizar la idea de lineas rectas sobre la variedad. En este
trabajo se busca encontrar las condiciones necesarias y suficientes para que estas lineas rectas, conocidas como
geodésicas, se extiendan hasta el infinito, lo que llamamos completitud geodésica. Para ellos analizaremos el
teorema de Hopf-Rinow y sus implicaciones en tres aspectos geométricos de la variedad: conectividad, conve-
xidad y completitud. A través de este teorema encontraremos que una variedad es geodésicamente completa si
y solo si es métricamente completa. Esto demuestra que muchas de las propiedades de los espacios topologica
completamente metrizables se extienden a las variedades geodésicamente completas de manera directa.

Palabras clave: Geometria riemanniana, geometria diferencial, Hopf-Rinow, geodésica, completitud,
métrica, conectividad, convexidad.



Abstract

Riemannian geometry arises from an extension of classical differential or analytic geometry. In Rieman-
nian geometry we works locally on varieties by inducing metrics. These metrics allow us to measure distances
and angles, so they can generalize the idea of straight lines on the manifold. In this paper we seek to find the
necessary and sufficient conditions for these straight lines, known as geodesics, to extend to infinity, which
we call geodesic completeness. On this purpose, we will analyze the Hopf-Rinow theorem and its implications
in three geometric aspects of the variety: connectivity, convexity and completeness. Through this theorem
we will find that a manifold is geodesically complete if and only if it is metrically complete. This shows that
many of the properties of compeltely metrizable topological spaces extend to geodesically complete manifolds
in a straightforward manner.

Key words: Riemannian geometry, Differential geometry, Hopf-Rinow, geodesic, completness, metric,
conectivity, convexity.
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Introducciéon

El primer registro que encontramos de geometria de alguna civilizacién se encuentra en tabletas de arcilla
pertenecientes a la civilizacién del valle del Indo. Se cree que este artefacto mostraba la clasificacion de
tridngulos andloga a la clasificacién contemporanea segin sus angulos, esto es; agudo, recto u obtuso. No
se sabe si es que era un estudio sistematico de la geometria, pues las tabletas que se pudieron rescatar y
restaurar estan “escritas” con simbolos que no podemos descifrar. De hecho, la comunidad cientifica no esta
segura de que la civilizacion del valle del Indo hubiera tenido un sistema de escritura. Por lo que, lo poco que
se puede concluir acerca de este sistema geométrico es, en el mejor de los casos, hipotético.

Por otro lado, el consenso occidental es que la geometria, tal y como la conocemos, comenzé hace casi 3000
anos, con Tales de Mileto. A pesar de que no existen registros escritos por Tales mismo, la escuela helenistica
preservo este conocimiento. Es por esto que se le atribuye la formulacion del primer teorema con algin grado
de formalidad. Segin la tradicién helenistica, este teorema fue deducido por Tales de forma original. Aunque,
ciertamente, existe debate sobre la autenticidad de la autoria de muchos pensadores griegos.

Durante este periodo, casi 100 anos después de Tales de Mileto, nace Platon, para quien la geometria
tenia aplicaciones metafisicas. Ciertamente no fue el primero en llegar a esta clase de conclusiones acerca
de la geometria. Sin embargo, es de los pocos cuyo pensamiento aun sigue influenciando el pensamiento
contemporaneo. Hoy en dia, parte del curriculum estandar de cualquier escuela primera contiene el estudio de
los s6lidos platénicos desde un punto de vista contemporaneo. Pero, para Platén y su escuela, los elementos
clasicos eran proyecciones de los sélidos platonicos. Es decir, para esta escuela, estas figuras geométricas
habitaban en un espacio ajeno al espacio donde habitamos los humanos. Estas figuras eran perfectas y su
refejo en nuestro plano material daba paso a la realidad como la percibimos. Construyendo sobre estas ideas
metafisicas, Euclides escribe tratados en los que formaliza el estudio de la geometria con un objetivo claro,
formalizando la geometria de tal forma que fuera posible estudiarla de forma mas clara y tangible a lo divino.

Con los anos se fueron sofisticando las ideas, a través de las cuales nacieron formalismos y maquinaria
matematica nueva. Secciones conicas, teselaciones, curvas cuadraticas, cubicas y quinticas, etc. Sin embargo,
el método mas importante, al menos en el &mbito de este trabajo, fueron los trabajos de Newton y Leibniz,
entre otros, con respecto al calculo diferencial e integral. Del estudio de los gréaficos de curvas diferenciables
nace la idea de la geometria analitica, y posteriormente la geometria diferencial, la cual estd especialmente
interesada en estudiar lo que ahora llamariamos subvariedades del espacio euclideo tridimensional. Muchos
matematicos prolificos estudiaron estas superficies diferenciables con el afan de determinar sus propiedades.
Como en casi todas las areas de las matematicas de la época, las propiedades més importantes fueron derivadas
por Carl Friedrich Gauss. Su Teorema Egregium es indiscutiblemente, la joya de la geometria diferencial, e
histéricamente el interés en la geometria diferencial aumenta a partir este descubrimiento.

Por otra parte, una de las mentes brillantes contemporéaneas a Gauss fue Bernhard Riemann, quien deseaba
extender las ideas de la geometria diferencial a otro tipo de figuras geométricas, generalizaciones de las
superficies diferenciables que hoy en dia llamariamos variedades diferenciables. El acercamiento de Riemann
a estudiar estas variedades diferenciables fue tratando de embeberlas en el espacio euclideo. Muchas de estas
variedades diferenciables tenian embebimientos sencillos en el espacio euclideo. Sin embargo, con el paso del
tiempo se fueron construyendo variedades diferenciables més exdticas para las cuales no era trabajo sencillo
encontrar estos embebimientos. Esto marca el comienzo de lo que ahora llamamos teoria local de la geometria
riemanniana, en la cual no se buscan embebimientos sino que difeomorfismos locales, pues usualmente esto
es lo mejor que se puede encontrar. De cualquier manera, no seria hasta 200 anos después de Riemann que
John Forbes Nash Jr. terminarfa con la idea de encontrar embebimientos de estas variedades diferenciables
en espacio euclideo (curiosamente Nash queria comprobar que toda variedad puede ser embebida de una
manera buena en un espacio euclideo y, a pesar de que la conclusién fue positiva, también se determiné que
encontrar estos embebimientos podia ser una tarea demasiado complicada), de tal forma que la comunidad
de gedmetras diferenciables pre-riemannianos se resignarian, para bien o para mal, a estudiar las propiedades
de estas variedades diferenciables sobre una estructura nativa y, en la gran parte del tiempo, local.

Si bien en este recuento histdrico utilizamos lenguaje como variedades diferenciables y diferomorfismos,
estos conceptos eran desconocidos para Riemann y fueron desarrollados més adelante. El desarrollo de los
formalismos de la geometria riemanniana cldsica terminaria con la aparicién de figuras modernas como
Tullio Levi-Civita y Gregorio Ricci-Curbastro, quienes desarrollarian el lenguaje sobre el cual se expresa esta
estructura nativa de la geometria riemanniana: el calculo tensorial.
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Ademas es extremadamente importante considerar los aportes de matematicos prolificos como Heinz Hopf
y su estudiante doctoral Willi Rinow, matematicos modernos de finales del siglo XX. Hopf especialmente
siempre mostro interés en los espacios métricos y su conexién con las variedades. En su tesis doctoral Hopf
darfa grandes avances en el estudio de variedades diferenciables, al encontrar las condiciones necesarias y
suficientes para que una variedad sea difeomorfa a los espacios modelos eculideanos, los cuales son: el espacio
euclideo, la esfera y el plano hiperbdlico. Si bien Hopf fue un matematico que consiguié innumerables avances
en lo que respecta a este trabajo, salta a la fama de nuevo con la tesis doctoral de su estudiante Willi Rinow,
los cuales en conjuncién publican el trabajo titulado Uber Zusammenhdange zwischen der Differentialgeometrie
im Groflen und im Kleinen. Con un titulo a simple vista inocuo, que se puede traducir al espanol como Sobre
las conexiones entre la geometria diferencial a gran y pequenia escala, ellos publican la primera demostraciéon
de un teorema que ahora conocemos como el teorema de Hopf-Rinow. Este teorema revoluciona la geometria
riemanniana pues demuestra una relacién de equivalencia entre una variedad riemanniana y un espacio
métrico, de tal forma, que dadas ciertas condiciones sobre una variedad riemanniana, sus propiedades pueden
ser estudiadas como un espacio métrico, y viceversa. Este trabajo se centrara especificamente en este teorema
y sus implicaciones superficiales en la geometria de las variedades riemannianas.

En el primer capitulo comenzamos tratando de definir los objetos geométricos en los que estamos in-
teresados. Estos objetos geométricos, conocidos como variedades topolégicas, conforman un universo por si
mismas, es decir, no estaran contenidas en un espacio méas grande o general. Por lo cual, para el estudio
diferenciable de estas variedades es imperativo primero definir una estructura diferenciables sobre ellas. Esta
estructura diferenciable nos permitird extender la idea de diferenciabilidad sobre una aplicacién entre dos
variedades y localizarla a vecindades de las variedades. En este capitulo pondremos especial interés en los
espacios tangentes. Primero analizaremos sus propiedades identificandolos con los espacio afines Rj'. Poste-
riormente, encontraremos cémo los miembros de este espacio afin estéan relacionados de forma biunivoca con
objetos geométricos conocidos como derivadas covariantes (que a su vez son derivaciones), y a través de estas
derivaciones, definiremos la idea de vector y de espacio tangente en un punto de una variedad en general. La
discusion de espacios tangentes nos llevara a encontrar una base para este espacio vectorial. Con esta estruc-
tura diferenciable y la base del espacio tangente, ademds, podremos definir las apliaciones diferenciales (esto
es, aplicaciones lineales que aproximan a una aplicacién entre variedades) de forma global y local, con los
cuales construiremos isomorfismos y/o aplicaciones inyectivas que, mediante el teorema de la funcién inversa
generalizada a una variedad diferenciable, crearan difeomorfismos importantes (véase por ejemplo la Defini-
ci6én 2.16). Asf mismo, estudiaremos la definicién de campo tensorial sobre una variedad diferenciable, lo que
nos permitird crear estructuras sobre una variedad diferenciable, como por ejemplo campos de vectores, o
campos métricos. Estos tltimos proporcionaran un producto punto sobre cada espacio tangente de la variedad
(véase la Definicién 2.1). En el Capitulo 2 expandiremos sobre la idea de campos tensoriales. Definiremos un
campo (2, 0)-tensorial al que llamaremos tensor métrico o métrica riemanniana. Este tensor, en conjunto con
la variedad diferenciable serd conocido como una variedad riemanniana, el objeto central de estudio de este
trabajo. Nuevamente, observaremos que este campo tensorial es, en esencia, local. Pues solo actuaréd entre
vectores miembros del mismo espacio tangente. Por lo que, por si solo, no podréd comparar cualidades de
vectores cuyo punto de origen sea diferente. Es por eso que definiremos la idea de conexiones afines como
una forma de definir la idea de transportar vectores entre espacios tangentes. De tal forma, definiremos la
derivada covariante que sera la forma con la que nos moveremos entre espacios tangentes. Ademads, con ayuda
de esta derivadas definiremos la idea de una geodésica (la cual generaliza la idea del camino més corto entre
dos puntos, al menos locamente) sobre una variedad y encontraremos una forma explicita de calcularlas.
Curiosamente, en el proceso de encontrar una conexién compatible y simétrica encontraremos la idea de los
simbolos de Christoffel, los cuales, de una forma no tan intuitiva, se puede decir que codifican la relacién entre
la métrica y la variedad diferenciable. La importancia de estos simbolos serd observada cuando demostremos
el Teorema Fundamental de la geometria riemanniana. Para finalizar el capitulo estudiaremos los mapas
exponenciales, que son aplicaciones entre el fibrado tangencial y la variedad. A través de ellos construiremos
coordenadas con propiedades especiales. Finalmente, en el capitulo 3 pondremos a trabajar los conceptos
definidos en el anterior capitulo para poder concluir hechos sobre la completitud, conectividad y convexidad
de las variedades riemannianas. Para ello primero veremos como interpretar una variedad riemanniana como
espacio métrico. A pesar de que llamamos al tensor de métrica riemanniana una ”"métrica’, no es trivial com-
probar que efectivamente conforma un espacio métrico en conjuncién con la variedad. Especialmente porque
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el tensor métrico actua sobre vectores del espacio tangente, por lo que primero necesitamos definir un métrica
inducida (topoldgica) sobre la variedad. Ademads, veremos el sorprendente resultado de que, independiente-
mente del tensor métrico que escojamos, este tensor inducird una métrica tal que la topologia inducida sobre
la variedad sea idéntica a la topologia de la variedad, es decir observaremos que las variedades riemannianas
siempre son espacios metrizables. Posteriormente trabajaremos para demostrar el teorema de Hopf-Rinow, un
teorema que muestra la especial conexién entre las variedades riemannianas y los espacios métricos. Entre los
resultados de este teorema, observaremos que las variedades riemannianas no son solo espacios metrizables,
sino que si asumimos completitud geodésica entonces implicard que sean espacios completamente metrizables.
Observaremos que esta relacién es tan fuerte, que la completitud métrica serd equivalente a la completitud
geodésica sobre variedades riemannianas. Ademaés el teorema de Hopf-Rinow nos entregard las condiciones
necesarias y suficientes para cuando una geodésica se comporta globalmente como dentro de una vecindad
normal (es decir, como una linea “recta”, significando esto la ruta mds corta entre dos puntos). Asi mismo,
con la ayuda del teorema de Hopf-Rinow observaremos que estas variedades completas necesariamente son
conexas por caminos globalmente. Y si es que no consideramos completitud, siempre podemos concluir, al
menos, conexidad por caminos localmente, con la ayuda del mapa exponencial. Para concluir, en esta seccién
también estudiaremos las propiedades de convexidad de una variedad riemanniana. Esta propiedad serda un
poco mas elusiva pues no es una implicacién directa de lo visto en este trabajo.



Ev apx1i v 0 Adyog, kai 6 Adyog v ipodg Tov Bedv, kai Bedg Av 6 Adyoc.
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1. Preliminares: Variedades Diferenciables

En este trabajo comenzaremos estudiando de manera formal a qué nos referimos con variedades to-
poldgicas. Después definiremos como comenzar a construir estructuras diferenciables sobre estas variedades
topolégicas. En este capitulo también comenzamos a definir las ideas de diferenciabilidad de una aplicacion
en un punto, su diferencial en el punto, el calculo tensorial, y como éste generaliza la idea de los espacios
tangentes de la geometria diferencial. Es decir, el capitulo 1 consta de los preambulos necesarios para po-
der comenzar a trabajar sobre variedades riemannianas, objeto sobre el que se desarrolla todo el estudio
matematico de este trabajo y que serd definido en el capitulo 2.

1.1. Variedades topoldgicas

Definicién 1.1 Sea M un conjunto universo. Se dice que M es una variedad topolégica de dimensiéon m si
verifica las siguientes condiciones:

1. M admite una topologia Tar, tal que (M, Trr) es un espacio topoldgico.

2. (M,7a) es Hausdorff, esto es,

Vp,ge M,p+# q,3U,,Userm:peUyNqge U, NU,NU, =0,

3. (M, 7anr) es seqgundo numerable, esto es, Ty admite una base numerable.

4. (MTpy) es localmente euclideo, esto es, existe un m € N fijo tal que para cualquier punto p € M existe
un homeomorfismo ¢, entre un abierto U, C M que contiene a p, y un abierto W de R™:

dm eN: Vpe M, U, € Tar que verifica que p € Uy,

A J¢p : Uy — W CR™ tal que ¢, es un homeomorfismo entre abiertos.

La propiedad de localmente euclidea nos permite definir el concepto de coordenadas de un punto p:

Definicién 1.2 Sea M una variedad topoldgica de dimension m, consideremos un punto p € M. Sabemos
que existe ¢p : M — R™ un homeomorfismo local en p. Entonces:

1. El (Up, ¢p) serd conocido como entorno coordenado de p;
2. El punto ¢,(q) = (z*(q),...,2™(q)) serd conocido como las coordenadas locales de g € U,;

3. Cada mapa ¢, serd conocido como una parametrizacién local o carta local de coordenadas para U,.

Obsérvese que por el literal 3. de la Definicién 1.2 , (U,, ¢,,) también es un entorno coordenado de algin
otro punto ¢ si es que se verifica que ¢ € Up, por lo que, por esta hiperlocalidad, podemos obviar el punto
p vy escribir (U, ¢). De hecho, cada ¢ es un homeomorfismo local entre M y R™ en un punto cualquiera
q € U C M, por lo que la variedad topolégica (M, 1as) es localmente homeomorfa a R™, y es por eso que se
dice que es de dimensiéon m.

Ahora, el hecho de que sea Hausdorff nos previene de que exista més de un resultado a la hora de calcular
un limite, y el que sea segundo numerable nos va a permitir construir un recubrimiento numerable por
abiertos de M, lo cual permitira la definicién de atlas mas adelante. Sin embargo, estas restricciones pueden
ser relajadas [4].

Ademés, si (Ua,¢a) ¥ (Ug, ¢3) son dos entornos coordenados de un mismo punto p € M, los abiertos
w, £ ba(Ua NUB) y Wp £ ¢3(Uq N Up) son homeomorfos con la topologia usual de R™ mediante el
homeomorfismo ¢ o ¢!, por lo que tienen la misma estructura topolégica:
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<

Figura 1: Variedad diferenciable enfatizando en la interseccién de vecindades abiertas

1.2. Variedades diferenciables

Ahora vamos a crear la estructura diferenciable sobre una variedad topoldgica. Para ello definimos primero
la idea de un atlas, el cual serd un conjunto de entornos coordenados que recubren a M:

Definicién 1.3 Se define al atlas de una variedad topolégica M como:

A= {(Ua,qsa):M: U Ua},

a€A

y A es un conjunto numerable.
De esta forma:

Definicién 1.4 Se dice que dos entornos coordenados (Ua, ¢a) y (Us, ¢g) pertenecientes al atlas A de una
variedad topoldgica son compatibles, y se denota como (U, ¢o) ~ (U, dg) si se verifica que:

1. Uy y Ug son abiertos;

2. ¢q 0 (;551 y @50 ¢5t son funciones diferenciables en su dominio de definicién.

Si (Ua, ¢a) ~ (Ug, ¢g), entonces los mapas compuestos ¢gl 0 da Y d5t 0 s son conocidos como cambios
locales de coordenadas y definen difeomorfismos (locales) entre abiertos de R™.

Obsérvese que si U, NUPB = 0, entonces los entornos coordenados (Uy, ¢o) y (Ug, ¢pg) son trivialmente
compatibles. Ademds, en las variedades topoldgicas ¢ (Us NUg) v ¢p(Uy N Vp) son homeomorfos, pero si
ademads los entornos coordenados son compatibles, entonces también son difeomorfos, esto es, tienen la misma
estructura diferenciable.
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Figura 2: Variedad diferenciable enfatizando en los cambios de coordenadas en la interseccion de dos vecin-
dades abiertas

Definicién 1.5 Se define un atlas diferenciable Ay; sobre una variedad topoldgica (M, Tar) que otorga es-
tructura diferenciable a M como aquel atlas tal que sus entornos coordenados son compatibles en pares, es
decir, si A es un conjunto de indices numerable y:

Ap = {(Ua7¢o¢) Vo, € Av(UaaQboe) ~ (U67¢B)AM = U U(x}-

a€cA

Ejemplo 1.6 Sea M wuna variedad topoldgica y Ay = {(U, @)} un atlas de un sdlo sistema coordenado.
Entonces, Ay proporciona de forma trivial una estructura diferenciable sobre M.

Ahora que ya tenemos un atlas diferenciable, podemos inducir una estructura diferenciable sobre una
variedad topoldgica, para asi poder hacer calculos analiticos:

Definicién 1.7 Se dice que (M, Apr) es una variedad diferenciable, si M es una variedad topoldgica y Ang
es un atlas diferenciable asociado a M.

Es importante demostrar que R™ es una variedad diferenciable pues més adelante utilizaremos este hecho
para encontrar el representante local de una curva en M:

Ejemplo 1.8 Consideremos el conjunto R™ con su topologia usual 7. Es un hecho topoldgico fundamental
que R™ es un espacio de Hausdorff [11]. Si consideramos la base para la topologia de R™, B = {By(r) : r >
0,p € R™} donde By(r) es la bola abierta con radio v centrada en p usando la distancia euclidea, podemos
definir un subconjunto B’ = {By (') : v € Q > 0,p € Q™ C R™} y este conjunto es una base numerable
para R™. Por lo que R™ es un espacio seqgundo numerable. Finalmente, consideremos el endomorfismo trivial
id(z) = x, Vo € R™. Entonces R™ es globalmente euclideo de forma trivial. Por lo que R™ es una variedad
topoldgica de dimension m.

Utilizando el mismo endomorfismo trivial, podemos definir un dnico entorno coordenado (R™,1id) que
recubre a todo R™ y que proporciona un sistema global de coordenadas para todo punto p € R™. Ademds id
es compatible consigo mismo. Es decir que podemos definir un atlas diferenciable A = {(R™, id)} para R™, y
por lo tanto (R™, A) es una variedad diferenciable.

Normalmente se comienza con un conjunto M que no tiene una topologia asociada. La topologia se
contruye una vez que encontramos un conjunto de funciones inyectivas entre M y R™. La topologia que se
contruye recae en una sola restriccién, que las cartas de coordenadas ¢, sean homeomorfismos locales entre
M y R". Dicho de otra manera, a través de las cartas locales ¢,, se induce una topologia sobre la variedad M
heredada de R™ la cual nos permite definir la idea de diferenciabilidad sobre la variedad M, exigiendo que
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los cambios de coordenadas sean diferenciables. Es decir, nuestra eleccién de atlas A induce una topologia
sobre M. Esta topologia inducida por el atlas esta relacionada de forma biunivoca con el atlas, es decir que
es Unica para cada atlas [6]. A través de estos conceptos, es posible construir la caracterizacién formal de las
variedades diferenciables segun la siguiente proposicién:

Proposicién 1.9 (Caracterizacién para variedades diferenciables) Sea A = {(U,, ¢0)}taca tal que
{Uus}taen es un recubrimiento de M, y ¢o : Uy C M — R™ son inyectivas, para un m € N fijo. Entonces,
si se verifican las siguientes condiciones, (M, A) serd una variedad diferenciable de dimension m:

(1) ¢ (Uy) es un abierto de R™ con la topologia usual, Voo € A;

(2) si U £ U, NUp, entonces Wy, £ ¢o(U) y Wg £ ¢5(U) son abiertos de R™ con la topologia usual,
Va, B € A;

(8) si U # ), entonces ¢q © gbgl :Ws — Wo y dgo oyt : Wo — Wg son funciones diferenciables en el
sentido tradicional;

(4) existe una familia finita de {Uy}acn que recubre a M;
(5) Vp,qge M,p#q,3U,, U € 7 :p € Uy, Aqe U, AU, NU, = 0.
Ademds, la topologia para la cual (M, A) es una variedad diferenciable es:
Ta={U C M :¥(Ua, ¢a) € A, ¢a(UNUa) € Tom},
Y la base para esta topologia es el conjunto:
By={6"(U):a € A\,U € mgm}.

Con todas las condiciones dadas y conocimientos bésicos de topologia y célculo analitico, es sencillo
comprobar esta proposicién, por lo que dejamos al lector que, siguiendo los pasos dados, pueda redactar la
demostracién estricta:

Pasos para la demostraciéon. Para demostrar esta proposicién, estos son los pasos a seguir:

(a) verificar que 74 es una topologia, esto es (se demuestra con las condiciones (1), (2)):

s M,DE Ty

(o]

w Si{Ui,...,Ug,...} €74, entonces U U, € T4
i=1

= SiUy,Us € 74, entonces Uy NUs € T4.

(b) verificar que (M, 74) es una variedad topoldgica, cuyo atlas topoldgico es A, esto es (se verifica con las
condiciones (1),(4), (5) y la definicién de 74):

» (Uy, ¢a) € A definen homeomorfismos locales [3];
= 74 es CII y Hausdorff;

= Construimos el atlas topoldgico usando {U, }aea la familia finita en la condicién (4).
(c) verificar que A es una atlas diferenciable (se demuestra con la condicién (3)).

Para poder demostrar que B4 es una topologia, tsese [11][3].



17

1.3. Aplicaciones diferenciables y curvas sobre una variedad diferenciable

Sobre estas variedades diferenciables es posible definir construcciones andlogas a los objetos analiticos
tradicionales sobre el espacio euclideo. La construccién mas importante, al menos en el marco de este trabajo,
es la construccién de curvas sobre una variedad, dado que muchos de los objetos geométricos se definen con
curvas: un vector tangente a un punto p € M, la diferencial df de una funcién f, las curvas geodésicas, el
mapa exponencial, etc. Para esto comenzamos definiendo al representante local de una aplicacién entre dos
variedades diferenciables.

Definicién 1.10 Consideremos dos variedades diferenciables M y N de dimension m y n respectivamente, y
una aplicacion F: M — N entre estas dos variedades. Seap € M, g = F(p) € N, y dos cartas locales (U, x)
y (V,€) asociadas a cada uno de estos dos puntos, respectivamente. Entonces, se define el representante local
de F en el punto p como el mapa F £ EoFox™!, de tal forma que el siguiente diagrama commuta:

y
F %
Wi
g

FIFV)INL) FLE™ V) )

&l

R* A1) a0 e

Obsérvese que el dominio de definicién de F' es D = x~Y(U N F~1(V)) € R™. Ademés, el representante
local es una funciéon con dominio un abierto de R™ y rango un abierto de R™, por lo que se puede estudiar su
diferenciabilidad de forma tradicional. Ahora, por la commutatividad del anterior diagrama podemos definir
el concepto de diferenciabilidad sobre variedades.

=

s

Definicién 1.11 S(; dice que una funcion F : M — N es diferenciable en el punto p si y solo si, su
representante local F' es diferenciable en el sentido tradicional en x(p) € R™, las coordenadas locales de p.

Podemos observar que esta definicién corresponde con la intuicién clasica. Una composicién de funciones
reales es diferenciable si y solo si todos sus componentes son diferenciables. Por lo que esta definicién es una
extension natural del caso cldsico. Por deﬁn1c10n los mapas & y x son difeomorfismos, por lo cual si requerimos
que F' sea diferenciable, dado que F2 &0 Fox™! se puede pensar que F es dlferenmables si y solo si F es
diferenciable.
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Ejemplo 1.12 Sea (M, Apr) una variedad diferenciable, y sea (Uy, o) € Ay un entorno coordenado cual-
quiera. Entonces, ¢, es una aplicacion diferenciable entre M vy la variedad diferenciable R™ con su estructura
diferenciable trivial asociada (véase el Ejemplo 1.8), para cualquier punto de Uy, dado que su representante
local es la funcion identidad en R™ restringida al abierto ¢o(Uy).

Ahora, de forma més general:

Definicién 1.13 Se dice que una aplicacion F : M — N es diferenciable en un abierto A € 1) si y solo si
F es diferenciable en p, Vp € A.

De la misma forma, podemos estudiar la diferenciabilidad de funciones f : M — RF para k € N
utilizando el concepto de diferenciabilidad entre variedades. A continuacién trabajaremos el caso para k = 1,
que corresponde a f : M — R en cuyo caso ¢ = f~! es conocida como una curva paramétrica sobre la
variedad M. Las curvas diferenciables en todo punto de su dominio de definicién nos permitiran construir la
idea de espacios tangenciales a una variedad diferenciable en un punto.

Definicién 1.14 Definimos a una curva sobre M como un mapa continuo c: (a,b) C R — M. Si conside-
ramos un entorno coordenado (Uy, ¢o) de p = c(t) € C(I), entonces la curva se dice que es diferenciable en
un punto t € I si y solo si su representante local ¢ 2 ¢ o ¢ es diferenciable en el punto t.

El representante local de una curva corresponde con el siguiente diagrama commutativo:

-1 o)) Gyep)

Como ya hemos comentado, esta construccion nos permite definir uno de los conceptos mas importantes
para la geometria riemanniana, el concepto de espacio tangente a M en un punto.

. *
1.4. El espacio tangente T,M y su cotangente 7 ;M
Comenzamos considerando los vectores tangentes a un punto p en el espacio R™, los cuales nos ayudaran
a desarollar la intuicién que después sera generalizada a variedades diferenciables.
1.4.1. Vectores en R]" y su relacién con las derivadas direccionales

Definicién 1.15 Consideremos un punto p € R™. Entonces, se dice que un vector v, € R™ es tangente en
el punto p € R™ si es que eriste alguna curva diferenciable c : (a,b) — R™ tal que c(t) = (c'(t)...,c™(t)), y
se verifican dos cosas:

1. ¢(0) = p, esto es, (c}(0)...,c™(0)) = (pt,...,p™) = p;

2. ¢(0) = vy, esto es, (¢1(0)...,¢™(0)) = (v!,...,0v™) = v,.
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donde ¢ indica la derivada de c

Ademas el conjunto de todos aquellos vectores tangentes en el punto p € R™ es llamado el espacio tangente
R}". Es fdcil comprobar que este espacio tangente es, efectivamente, un espacio vectorial de dimensién m [10].
Ahora, recordemos la definicién de una derivada direccional sobre el espacio euclideo:

Definicién 1.16 Consideremos una funcidn f € C°(R™ R) y una curva diferenciable ¢ : 0 € (a,b) — R™
tal que ¢(0) = p. Entonces definimos a la derivada direccional de la funcién f en el punto p en direccién de
la curva ¢ como

L foe),

(DPB) =

Asumamos que v, es un vector tangente en el punto p € R™ y que ¢,, es la curva que cumple con las
resctrcciones en la Definicién 1.15 para el vector v,. Entonces, podemos considerar cudl es el resultado de
la derivada direccional en direccién de la curva c¢,, para una funcion f € C° arbitraria si consideramos a
vp € R, es decir, si consideramos a v, como un miembro del espacio afin Rj* centrado en el punto p, e
1somorf0 con R™ como espacio vectorial:

d od . 0
(De,, f)(p) = p (fo Cvp)tzo = Z T (Cz)tzo e ()eo)

i=1
Si utilizamos las propiedades de c¢,, expuestas en la Definicién 1.15, entonces esta derivada direccional
puede ser reducida a

(e, D) =30 s (1, =30 g (1)
i=1 =

Definicién 1.17 Se dice que un operador D, : C*°(R) — R es una derivacién en p si es que se verifican dos
condiciones:

1. Es un operador lineal, es decir si a € R y f,g € C®(R) entonces Dy(af) = aDp(f) A D(a+b) =
D(a) + D(b).

2. Es un operador de Leibniz, es decir si f,g € C*°(R) entonces D,(fg) = f(p) - Dp(g) + Dp(f) - 9(p).

Ahora, (D, f)(p) en (1) estd compuesto de dos partes, un operador de derivacién D, |, en un punto

p € M y su argumento f:

»lp

D, ,: C®(M) — R

Cop [P

de tal forma que

De,,1p(f ivz (89@1) (f);

i=1

por lo que podemos escribir Dcvp Ip = ZZ’;I vl (%)p, y es facil demostrar que Dcl,p |p cumple las propiedades
para ser una derivacién en el punto p. Es més, si definimos 7,R™ como el conjunto de todas las derivadas
direccionales dadas por un vector v, € R}, se puede demostrar que éste tiene estructura de espacio vectorial,
y ademds es isomorfo con R de tal forma que el operador de derivacién Dcup (p) € un “vector” [5] y estd
completamente determinado solo por el vector v, [4]. Es decir, encontramos una relacién biunivoca entre
vectores tangentes de R} y los operadores de derivacién de T}, M.

Esta relacién es la que nos permitird generalizar la definicién de vectores tangentes a un punto sobre

variedades diferenciables mas adelante.
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1.4.2. Vectores en el punto p sobre una variedad diferenciable M

Recordemos que en la seccién anterior encontramos una relacién biunivoca entre vectores tangentes en
R} y las derivadas direcciones en el punto p, T}, (R™). Esto es, hemos encontrado un isomorfismo de espacios
vectoriales entre ellos, por lo que es natural extender esta identificacion para otra variedades diferenciables
no triviales. Para ello, identificamos a los vectores tangentes a una variedad diferenciable M en un punto p
como derivadas direccionales de forma andaloga:

Definicién 1.18 Consideremos una variedad diferenciable M de dimension m. Ademds, consideremos una

curva ¢ : (a,b) = M tal que ¢(0) = p. Entonces definimos al vector tangente v. a la curva ¢ en el punto p
como:

ve(p) £ De(p)

donde definimos la derivada de f en direccién de la curva ¢, en el punto p como:

d

De () = (/o O)ms.

Es decir, ahora tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Figura 3: Diagrama conmutativo para el representante local de curvas sobre variedades

Obsérvese que foc= fogylopaoc,ysiagrupamos foc= (fogyt)o(paoc) = foé Esdecir que:

Def(p) = (7 0 Shmo = £(f 0 E)uco

De esta forma, es posible calcular de forma explicita la forma del vector tangente sobre un punto p € M
sin necesidad de saber diferenciar sobre la variedad, dado que, dado un entorno coordenado (U, ¢) de p, se
tiene que (D.f)(p) queda totalmente definido por la derivada direccional Dg(f)(¢a(p)) definida en R™ del
representante local de f en la direccién de la velocidad de la curva que es la representante local de c. Ademas,
es facil comprobar que esta definiciéon no depende del entorno coordenado escogido, porque los cambios de

base son diferenciables, dado que las cartas locales de coordenadas son difeomorfismos locales.

Definicién 1.19 Al conjunto de todos los vectores tangentes en el punto p € M se lo conoce como espacio
tangente en p y se lo denota T,M y es un espacio vectorial de dimension finita igual a dim(M) =m [8].
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Definamos ahora el espacio dual de un espacio vectorial arbitrario V:

Definicién 1.20 Sea V' espacio vectorial cualquiera. Se define su espacio dual como el conjunto de todas las
aplicaciones lineales definidas de V' a R:

V*={T:V = R| T es una transformacidn lineal },

el cual es un espacio vectorial [10] y sus elementos son conocidos como covectores.

Podemos calcular una base para este espacio dual a través de la base del espacio vectorial asociado. Si
B = {e;} es una base para el espacio V donde ¢ = 1,...,n entonces podemos definir un conjunto de n
covectores €' tal que

'(ej) =6

donde 6;» es la delta de Kronecker definida como:

si_ |l sii=g
T10, sid g

Este conjunto de covectores es tnico, linealmente independiente y genera a V* [10], esta base es conocida
como la base natural para el espacio dual.
De esta forma:

Definicién 1.21 Si consideramos el espacio tangente T, M de una variedad diferenciable M en un punto p,
podemos definir su espacio dual Ty M conocido como el espacio cotangente y que estd conformado por todas
las transformaciones lineales de T, M a R.

Miés adelante, en la Seccién 1.6 veremos como, usando d¢, la aplicacién diferencial en p asociada a una
carta local de coordenadas ¢ de p, podremos encontrar una base para estos dos espacios vectoriales. Pero
para ello, necesitamos antes la definiciéon de la funcién diferencial de una aplicaciéon entre dos variedades
diferenciables.

1.5. Diferencial de una aplicacién entre variedades

Ahora obtendremos una expresiéon para la funcién diferencial en un punto p de una aplicacién entre
variedades, que a su vez es diferenciable en ese punto p. Esto es, queremos definir una aproximacién lineal
en un punto p de una aplicacién entre variedades. Recuérdese que, cuando tenemos una aplicaciéon entre
espacios euclideos f : R™ — R", se sabe que su diferencial en el punto p dada por df, : R" — R?(p) es
una transformacién lineal, satisface la regla del producto para derivadas, y ademds df,(v,) = Jacy(f)(vp)
Vo, € R, donde Jacy,(f) = ( 2 (f ))Z:ll:; es una matriz de n x m llamada el jacobiano de f en p [4]. De
tal manera, requerimos que nuestra definicién del diferencial de una aplicacién entre variedades en general,
cumpla con estas propiedades.

Definicién 1.22 Sea M y N dos variedades de dimension m y n respectivamente. Consideremos una aplica-
cion diferenciable f : M — N. Entonces, definimos el diferencial de f en el punto p € M como la aplicacion
lineal dfy, : T,M — Ty, N tal que dfy(vy) = (%(foc))t:w donde c es una curva tal que en el instante
inicial pasa por p con vector tangente v, € T, M.

Se puede observar que esta definicién es independiente de la curva ¢ que tomemos mientras cumpla con
las condiciones iniciales. Por eso, si (U, ¢) es un entorno coordenado de p, podemos tomar a ¢ = ¢~! o ¢ como
la curva definida en M tal que su representante local es ¢, = p + tv, donde v € R". Ademds, obsérvese que
dfp(vy) = (L(fo C))t:O = (D.f)(p), siendo en este caso la curva ¢ la que cambia en funcién del vector v,
escogido, por lo que, como es una derivacién, de forma trivial se puede comprobar que es una transformacion
lineal y satisface con la regla del producto para derivadas. Para poder encontrar la matriz jacobiana asociada
a dfp, necesitaremos antes definir una base sobre T, M y su dual (véase seccién 1.6).
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Ejemplo 1.23 Sea M una wvariedad diferenciable y (U, ¢) un entorno coordenado de un punto p € M.
Entonces, como ¢ es diferenciable en p, podemos definir su diferencial d¢, : Tp,M — Rzl(p), tal que:

d

d
dop(vp) = (Poc)— =

i (é)t=0 = Vg (p)» va cT,M.

donde c es una curva en M que en el instante inicial pasa por p con direccion vy, y ¢ = ¢oc es su representante
local, que en el instante inicial pasa por ¢(p) con velocidad vy (. Esto es, la diferencial de ¢ en p relaciona
cada v, € TyM con “su representante local” vg(,) € Ry, Es mds, como ¢ es un difeomorfismo en p, entonces
su diferencial es un isomorfismo en p. Ademds, 1 es diferenciable en ¢(p), por lo que también eviste su

diferencial d(b;(lp), Por qltimo, d(b(;(lp) = (d¢,)~! por construccién. En la Seccion 1.6 trabajaremos con el

isomorfismo d(b;(lp) para encontrar una base de T, M.

Usando el hecho de que d¢, y d(b(;(lp) son isomorfismos, para cualquier carta coordenada ¢ de p, es posible
generalizar a variedades diferenciables uno de los teoremas més importantes del cdlculo vectorial:

Teorema 1.24 (Teorema de la funcién inversa sobre variedades diferenciables) Consideremos dos
variedades diferenciables M y N, ambas de dimension m. Consideremos una aplicacion diferenciable f : M —
N. Entonces, si el diferencial dfy, : T, M — Ty,) N es una isomorfismo entre espacios vectoriales, la aplicacion
f es un difeomorfismo local para alguna vecindad de p.

Demostracién. Para demostrar este teorema, consideremos dos entornos locales (U, ¢) y (Uy(p), ¥) para
p€ My f(p) € N respectivamente. Consideremos entonces el representante local de f: f =1ofop~!. Dado
que f es diferenciable en p, f también tiene que ser diferenciable en ¢(p), por lo que podemos considerar
su diferencial d f¢(p) : R™ — R™.Ademds, recordemos que ¢ y 1 son difeomorfismos locales en p y f(p),
respectivamente, por lo que sus diferenciales en el punto dado son isomorfismos.

Ahora, como la definicién del representante local de f proviene de un diagrama commutativo compatible
con la estructura diferencial de la variedad,

> [N /

(W»ljr?\/‘ : / . 1 "4) (U ;‘;)Q
T ] /- \L‘“Tﬂp)j P
[

(h!]
Figura 4: Diagrama conmutativo del representante local de una aplicaciéon entre variedades

podemos definir el diferencial df}, en terminos del representante local también: [7]

Ao = Ay5() © ot © 40y



23

— : S

PN VN

Figura 5: Diagrama conmutativo del representante local de una aplicacion entre variedades enfatizando en
su diferencial

De nuevo, como tenemos que ¢ y 1 son difeomorfismos en p y en f(p) respectivamente, entonces d¢, y
dz/);(lf (p)) SO necesariamente isomorfismos entre espacios vectoriales [7] y por hipdtesis tenemos que df, es un

isomorfismo entre espacios vectoriales. Por lo tanto dfg(,) también es necesariamente un isomorfismo entre
espacios vectoriales, y como f es una funciéon R™ — R™ podemos aplicar el teorema de la funcién inversa

clasico y concluir que f es también es un difeomorfismo local. En conclusién, siendo f una composicién entre
difeomorfismos locales, es a su vez un difeomorfismo local [7].

Este teorema nos sera 1til mas adelante en el capitulo de mapas exponenciales. Por el momento necesita-
mos introducir mas objetos para poder comenzar un tratamiento formal de la geometria riemanniana.

1.6. Base para el espacio tangente y su dual

Sea M una variedad diferenciable, p € M y (U, ¢) un entorno coordenado de M. Obsérvese que, como
¢~ es un difeomorfosmo local en ¢(p), podemos usar su diferencial en ¢(p) dado por d¢¢:(1p) para mandar

la base de los vectores candnicos {51\¢(p)} de R;’L( a T, M, manteniendo su estructura de base, dado que su

)
diferencial serd a su vez un isomorfismo. Esto es, si {5i|¢(p)} es base de Rgl(p), entonces {d(b;(lp)(eiwp))} es

base de T, M. Por tanto, sélo queda determinar quién es d¢;(1p)(ei‘¢(p)), Vi=1,...,m.8ic(t) = ¢(p)+teipp
es la curva que en el instante inicial pasa por ¢(p) con velocidad e;)4(p), usando la definicién de diferencial se
tiene que:

Ot 0

d
Aoy (€ilom) = (7" © im0 = —Z—(6(p))

02 ¢ (p)

Para mejorar la notacién, si {% (p)} es la base canoénica de Ty(,)R™, entonces abusaremos de notacion

¢
y escribiremos {%p} para indicar la base en T, M:

0, 007! 0
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Encontremos las componentes de un vector v, € T, M dado en la definicién 1.18. Obsérvese que, si c es
una curva que en instante inicial pasa por p, entonces:

m

d d /. . d d [
0= Def () = G (Fohag = 5 (Foe) = 5 (@)a g5 (7)),
i=1
Pero como f: fo¢™!, entonces:
d 0 _
vp(f) = Z dt (C )t:O oxi (d) 1)(%(1)) 2:(1),

i=1

Usando la base candnica de T, M, esta expresién puede ser reducida a:

0 0
vp(f) = ZUZ Ozt (¢;1)¢(p) Oz (f)p

i=1

Por lo tanto, la expresién de v, el vector tangente a p € M dada en la Definicién 1.18 en términos de un
operador direccional sobre la variedad M acaba siendo:

Up = ZU <8xi>p€M

i=1

donde v* son las componentes del vector velocidad inicial de é = ¢ o c. Nétese que la forma es idéntica
que en el caso para R™, sin embargo, ahora los vectores y los puntos estéan sobre la variedad M. Ademds,
bajo esta demostracion se puede ver cémo la diferencial no depende de la curva ¢ tomada, sino que depende
exclusivamente de la velocidad inicial vy, de su representante local .

Para encontrar una base para el espacio dual de T}, M, definimos el covector dz;, como el tinico covector

tal que dm;(%p) = ¢’. Entonces {(daci)p} es la base natural para el espacio cotangente T M. Es decir,
cualquier vector cotangente w, € T, Ij‘ M puede ser escrito como:

wy, = Zwi (dsci)p
i=1

1.7. Calculo tensorial en una variedad

De aqui en adelante, muchas de las definiciones necesitaran de la definicién de un nuevo objeto geométrico,
la idea de tensores. Primero se introduce el concepto de tensor sobre un espacio vectorial V', y una vez tomado
V =1T,M, se generaliza la definiciéon a campos tensoriales definidos sobre el fibrado tangente y su dual:

Definicién 1.25 Consideremos un espacio vectorial V' real y su espacio dual V*. Entonces definimos un
(r, s)-tensor (r wveces covariante y s veces contravariante) como un mapa multilineal

T;:ﬁVXﬁV*—HR

Ahora, si consideramos que el espacio vectorial V tiene una base e;,i = 1,...,n, su base dual tendra una

base €/,= 1,...,n , entonces cualquier (r, s)-tensor sobre V puede ser escrito como (usando la notacién de
Einstein):
T llyenis g j
TT =T e ®.. 0 Qe, ®... @ e, (2)
. [ i1 seis i is . ) ili
tal que sus coeficientes estdn dados por lef...,’j: = T(e",...,€",ej,...,e;,) v se utiliza un producto ®

conocido como producto tensorial, cuyas propiedades y definicion dejamos implicitas, pues no son mas que
una formalidad en el 4mbito de este trabajo [8].
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Definicién 1.26 El conjunto de todos los (v, s)-tensores definidos sobre un espacio vectorial V es conocido
como el espacio (r, s)-tensorial sobre V' y se denota como T5(V').

En especial, estamos interesados en los tensores que pueden ser definidos sobre el espacio tangente V =
T,M. Mas aun, lo que se desea es definir una aplicacién diferenciable tal que a cada punto p € M le asigna
un tensor (r,s) en T,M, de tal forma que podemos movernos de un tensor en T, M a otro definido en T, M
de forma diferenciable. Para poder definir esto, definimos un tipo de aplicacién desde M hasta T, (T, M):

Definicién 1.27 Una aplicacion F : M — T5(T, M) es un campo (7, s)-tensorial definido sobre la variedad
M si es que se verifica que es una aplicacion diferenciable en todo punto p.

Localmente si (U, ¢) es un entorno coordenado del atlas de M, podemos escribir a este campo tensorial
como:
0
gt ®R...® Wq,Vq eU.
Para que un campo tensorial sea diferenciable como aplicacién, el tinico requisito es que sus componentes
lell 7t gean diferenciables en ¢, Vg € U[12]. Especialmente utilizaremos dos de estos campos tensoriales. Un

yeesds
caso muy eSpeCIal es cuando consideramos una aphcaCIOn que solo asigna (0, 1)-tenSOreSZ

TI(q) = T (q)del! © ... @ dolr @

Definicién 1.28 Un campo (0, 1)-tensorial definido sobre una variedad M en T, M se conoce como un campo
vectorial sobre M. Al conjunto de todos los campos vectoriales TY(T,M)) lo denotaremos por X(M).

Notablemente, podemos considerar solo la restriccién de estos campos tensoriales a curvas. Por ejemplo:

Definiciéon 1.29 un campo tensorial definido a lo largo de una curva c es simplemente un campo tensorial
T ie(I) = TL(Tp,M) tal que se verifique que es una aplicacion diferenciable.

En esta figura se puede observar cémo seria un campo vectorial a lo largo de una curva:

/f/ /

2

1

Figura 6: Ejemplificaciéon de un campo vectorial definido a lo largo de una curva sobre una variedad

Finalmente, la tltima construcciéon que necesitamos con tensores es la idea de un fibrado tensorial:

Definicién 1.30 Un fibrado tensorial sobre la variedad M, usualmente denotado T, M se define como

M = | (p, T5(T, M)
pEM

Es decir, es una relacién que acopla cada punto p de M con su espacio (r, s)-tensorial en T, M. Notable-
mente el fibrado tensorial TY M = |J,¢ 5, (p, T3(T,M)) es conocido como el fibrado tangencial de la variedad
M , pues a cada punto p € M lo identifica con su espacio tangencial T, M.
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2. Variedades riemannianas

En este capitulo 2 estudiaremos las siguientes construcciones sobre esta estructura nativa (la variedad
diferenciable), que da paso a las variedades riemannianas: el tensor métrico, la conexién affn y el mapa
exponencial, conceptos absolutamente necesarios para demostrar el teorema de Hopf-Rinow del capitulo 3.

2.1. Meétrica riemanniana

En dnimos de continuar, es necesario definir una forma de medir distancias y angulos sobre una variedad
M. Se podria proponer medir las distancias con la métrica euclidea canénica embebiendo la variedad en R™.
En 1954, John Nash comprobé que ciertamente, es posible estudiar cualquier variedad al estudiar la variedad
embebida en R", sin embargo, en la mayoria de casos se requiere n € N demasiado grandes para que los
computos sean factibles [4]. En general, Nash comprobé que cualquier variedad compacta de dimensién m,
puede ser estudiada al embeberla en R™ con n = % Sin embargo, Gromov comprobd que en realidad
solo se necesita n = wm, si bien esto mejora el panorama, segin Gromov, aun se necesita n = 10
para embeber cualquier variedad de dimensiéon m = 2.

Debido a esta complejidad, se introduce una forma de medir distancias de forma local sobre las variedades,
conocida como métrica riemanniana.

Definicién 2.1 Una métrica riemanniana g definida sobre una variedad diferenciable M es un campo (2,0)-
tensorial tal que, para cualquier p € M, se verifica que:

1. es simétrico, es decir ¥X,,Y, € TpM, g,(Xp,Y,) = 9p(¥p, X});
2. es positivo definido, esto es
VX,,Y, € TpM, X, #Y,, 9,(X,,Y,) >0,

o equivalentemente,
9p(Xp,Yp) =0 <= X, =0=Y;

3. es no-degenerada, esto es, si existe X, € TpM tal que g,(X,,Y,) = 0,VY, € TpM, entonces X, = 0.

Recordemos que como la métrica es un campo (2, 0)-tensorial, g se puede ver desde dos puntos de vista: o
bien como el producto g(X,Y") de dos campos vectoriales, tal que en cada punto p proporciona un producto
punto entre X, y Y, o como una aplicacién que a cada punto p le asocia las propiedades de un producto
punto sobre un espacio vectorial (simétrico, definido positivo y no-degenerado).

Resumiendo, g, la métrica riemanniana evaluada en un punto p esta definida sobre dos vectores X,,,Y,
del espacio tangencial de la variedad M y solo estd definida para miembros de un mismo espacio tangencial.
Es de esta forma que la métrica riemanniana nos define una forma local de medir distancias, moviendo
esta estructura de forma diferenciable de punto a punto de la variedad. Esto es, el tensor métrico define un
producto interno en cada uno de los espacios vectoriales sobre los cuales estd definido [5], por lo tanto a més
de medir distancias, el tensor métrico nos ayuda a definir la norma de un vector y el angulo entre vectores,
de la siguiente manera:

Definicién 2.2 Consideremos un vector X, € T,M, entonces su norma se define como

|X| £ gp(Xp>Xp>1/2

Si consideramos dos vectores X,,,Y, € T,M, no necesariamente diferentes, entonces el angulo 0, entre
X, y Y, cumple con la siguiente ecuacion:

9p(Xp, Yp)

50, =
O T XY
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Obsérvese que aunque la definicién es local, como g es diferenciable, esta definicién se puede extender a dos
campos vectoriales X, Y € X(M), de tal forma que, por ejemplo, cosf = % es una funcién diferenciable
tal que en cada punto p, proporciona el dngulo entre los dos campos en ese punto.

Ahora, localmente, sea p € M y (U, ¢ = (x!,...,2™)) un entorno coordenado de p. Podemos utilizar las
bases del espacio tangente 7}, M y cotangente T,y M para encontrar una expresion local para el tensor métrico

segln la expresion (2):

gp = Gij (p)dac; ® dxf)

Podemos notar que, dada la definicién de g, los coeficientes Gij(p) = g,(9;|p, 0;)p) tienen la forma de
una matriz simétrica, con determinante estrictamente positivo, y sus entradas son funciones diferenciables
definidas en U C M.

Por lo tanto, a consecuencia de su naturaleza local, el tensor métrico por si mismo es incompatible para
vectores que pertenezcan a diferentes espacios tangenciales. De hecho, podemos observar en la definicién de
la longitud de una curva, que para cada punto a lo largo de la curva tenemos que tomar una norma diferente
dada por la métrica riemanniana en ese punto. De esta forma, es necesario definir una forma de conectar
vectores entre espacios tangenciales del fibrado. Es de esta forma que se introduce la necesidad de la conexion
afin.

Pero antes, definamos la longitud de curvas sobre una variedad usando su métrica riemanianna:

Definicién 2.3 Sea ¢ : (a,b) — M wuna curva diferenciable en todo su dominio. Entonces, definimos la
longitud de la curva ¢ inducida por g entrex = a y x = b como

b
L(cia,b) / EOIY

y " representa a la derivada usual con respecto a t.

2.2. La conexién de Levi-Civita y el transporte paralelo

Consideremos M una variedad diferenciable y X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales definidos
sobre M.

Definicién 2.4 Podemos definir una conexion afin como un mapa bilinear V : X(M) x X(M) — X(M) tal
que:

L] fo+gyz = fVXZ—i-gVyZ
s Vx(Y+2)=VxY +VxZ
= Vx(fY)= (X )Y + fVxY

Si tomamos un entorno coordenado (U, ¢) donde ¢(p) = (z1(p), ..., Tm(p)), entonces podemos calcular una
forma local para cualquier punto ¢ € U de una conexién afin, utilizando las propiedades de su Definicién 2.4.
Para ello, consideremos dos campos vectoriales X,Y € X(M) tal que, en la base { a?ni } del fibrado tangente
proporcionada por el entorno coordenado (U, ¢) pueden ser escritos como:

X:2X 5 Y:Z}Y o

Como VxY también es un campo vectorial, entonces existen unas funciones diferenciables A*(X,Y),i =
1,...,m (las componentes de VxY') para cada X,Y tal que:

in ox' =t

i=1

= J_— f— ? R
VxY v< m 5 ) > v e ;A (X,Y) 5
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El objetivo es encontrar A*(X,Y) en esta base coordenada. Para una mejor visualizacién, usaremos la notacién
de Einstein, de tal forma que podamos omitir los simbolos de sumatorio:
.0 o,

X=X"— Y=Y —.
Oxt’ OyJ

Entonces, omitiendo los sumatorios y usando las propiedades de la derivada afin, tenemos que:

9 . B ) o )
_ xi j _ j j v
VxY = V(Xlai%)y 97 = X'V a <Y 97 J) X! (axl(y )8xi +Y Va(?ﬂ 8:c-7'>

En conclusién:

vxyzi( +ZZX1YJ< o a‘;) (3)

j=1 i=1 j=1

Para poder encontrar las funciones A*(X,Y), se definen a los sfmbolos de Christoffel Ffjcomo las compo-
a9 .
nentes del tensor V 2 P

1o} i 0
g~ 2T gn @)

Entonces, podemos reescribir (3) como:

a m m m
VxY = Z X(Y")) 8— ZZI Y3<Zl“wak)

obteniendo al fin:

s 0
VxY =) [ X(¥* Z rkXyd 5F (5)
k=1

3,j=1

Los simbolos de Christoffel son notablemente importantes para la conexién afin. Se puede notar que la
accién de la conexién estd completamente caracterizada por su simbolos de Christoffel asociados, dado que
X, Y Xj estan dados a la hora de calcular VxY, y por lo tanto sélo es necesario conocer a los valores de
V ama =y, Zj az'w para poder hacer la derivada afin de Y a lo largo de X [8]. De hecho, existe una
relac10n inyectiva entre los simbolos de Christoffel que pueden ser definidos sobre una variedad M y el nimero
de conexiones que ésta admite. Por lo que, siempre es posible definir al menos una conexién sobre cualquier
variedad diferenciable [8].

A través de esta conexién, definimos el concepto de una derivada direccional o covariante:

Definicién 2.5 Sea ¢: I = (a,b) — R™ una curva regular ¢(t) # 0), y V un campo vectorial definido sobre
la curva: V = V(t) € ToyyM, Vt € I. Se define la derivada covariante del campo vectorial a lo largo de la
curva ¢ como:

Ic)ll/ (1) = (V 3 V) e(t)

Esta definicién puede ser localizada si consideramos un entorno coordenado (U, ¢) del punto en el que
inicia nuestra curva c(tg) € M. Entonces, podemos escribir al campo vectorial V' como:

sz ( >C(t) Ve(t) € U.

Utilizando la ecuacién (5) obtenemos que:

0= (), X e () v (5).00

i=1 G k=1
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De esta manera, ahora podemos realizar comparaciones geométricas entre curvas que habitan diferentes
espacios vectoriales, especialmente podemos comenzar a definir la idea de paralelismo sobre una variedad
diferenciable.

Definicién 2.6 Dada un campo vectorial V' definido sobre una curva, decimos que el campo vectorial es
paralelo a la curva si

DV
|
dt
Y, construyendo sobre esta idea,

Definicién 2.7 Decimos que la curva c(t) es una geodésica, si estd parametrizada por el parametro longitud
de arco y si también se verifica que:

D,_O
=

Definicién 2.8 Una geodésica c(t) : I — M se dice que es maximal si es que su dominio I no puede ser
extendido a mingin otro I' O I. Usualmente una geodésica mazximal es simplemente llamada geodésica con
punto inicial ¢(0) = p y velocidad ¢(0) = v,,.

Nuevamente, si escogemos una carta local de coordenadas, podemos reescribirlo en en una expresién local.
Si en estas coordenadas locales, V (t) = (V1(t),...,V™(t)) y c(t) = (¢}(¢),...,c™(t)), entonces la condicién de
paralelismo esta dada por:

Vie Y i dvi=ovi=1,....m
jk=1

Y la condicién geodésica estd dada por:

F4+ > Thed=0Vi=1,...,m
J,k=1

gy,

H

Figura 7: Diagrama ejemplificando el transporte paralelo a lo largo de una curva sobre una variedad

En esta forma, se puede observar que son ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden, respectiva-
mente. Ademds, como asumimos que las curvas eran diferenciables, se concluye que también son continuas,
por lo tanto la existencia y unicidad puede estar dada por el teorema de Picard-Lindelof [4].

Una vez definida una conexion, es natural realizar la pregunta si es que la conexién es compatible en algin
sentido con la métrica de nuestra variedad riemanniana. En general, se espera que la métrica y la conexion
sean compatibles en el sentido de que la métrica sea invariante con respecto al transporte paralelo inducido
por la conexién. Si consideramos la variedad riemanniana (R™, d) con la métrica euclidea d, entonces podemos
observar que Vd = 0. De tal forma que buscamos aquella conexién sobre una variedad M cualquiera tal que
cumpla con esta propiedad. Por lo tanto:
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Definicién 2.9 Se dice que una métrica riemanniana g y una conexién son compatibles si es que Vg = 0.

En general, existen varias condiciones necesarias y suficientes para decir que una conexién es compatible
con una métrica:

Theorem 2.10 Consideremos una variedad riemanniana (M, g). Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes

= Vg=0;

= 51 X,Y son dos campos vectoriales definidos sobre la curva ¢, entonces %(g(XJ/)) = gp(%,Y) +
gp(Xv %)7

= Si X,Y son paralelos con respecto a la curva ¢ : I — M, entonces g(X,Y) = const;

» VXY, Z espacios vectoriales definidos sobre M, Vx(g(Y,Z)) = g(VxY,Z)+ ¢,(Y,VxZ).

A pesar de que este requerimiento es suficiente para garantizar existencia de una métrica y una conexién
compatibles [5], no es suficiente para garantizar la unicidad [8][2]. Por lo que se introduce un requerimiento
mas:

Definicién 2.11 Definimos la torsion de la conexién V, para cualquier par de campos vectoriales X,Y €

X(M) como el (2,1)-tensor 7(X,Y)
7(X,Y)=VxY - Vy X — [X,Y], donde [X,Y](f) = XY (f)) = Y(X())).

Definicién 2.12 Se dice que una conezion es simétrica si es que se verifica que, para cualquier par de campos
vectoriales X,Y definidos sobre M :

T(X,Y)=0

Esto es, una conexién es simétrica si y solo si, para cualquier par de campos vectoriales X, Y € X(M) se
tiene que

[X,Y]=VxY — VyX

Theorem 2.13 (Teorema Fundamental de la Geometria riemanniana) Sobre una variedad riemania-
na (M, g) siempre existe una inica conexrion afin tal que es simétrica y compatible [2][1][8], y a esta conexidn
se la conoce como conexién de Levi-Civita.

Demostracién Es facil comprobar la unicidad de esta conexién V: si consideramos tres campos vectoriales
X,Y,Z € X(M), a través de la condicién de compatibilidad conseguimos el siguiente sistema de ecuaciones:

Xg(Y,2) =9 (VxY,Z) +g(Y,VxZ)
Yg(Z,X)=9(VyZ,X)+g(Z,VyX)
Zg(X,)Y)=9g(VzX,)Y)+g(X,V2Y)
Y si aplicamos la condicién de simetria, se obtiene que:
Xg(Y,2)=g(VxY.Z)+g(Y.VzX)+g(Y,[X, Z])
Yg(Z,X)=9(VyZ X)+9(Z,VxY)+g(Z]Y,X])
Zg (X7Y) = g(vZX7Y) +g(X7 VYZ) +g(X7 [Z7Y])

Si sumamos la primera y la segunda ecuacién de arriba, y después restamos la tercera obtenemos que:

§(VxY,2) = 5(Xg (Y, 2)+ Yg(2,X) ~ Zg (X.Y)
-9 [X,2]) - g(Z,[Y,X]) + g(X,[Z,Y])).

(6)
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Podemos observar que el lado derecho es independiente de la conexién V, por lo que si consideramos dos
conexiones V! y V2 tal que sean simétricas y compatibles, entonces necesariamente g (Vﬁ(Y - V%Y, Z ) =0
y esto solo es posible si V! = V2. Es decir que esta conexién es tnica.

Para probar la existencia, notemos que, por la condiciéon de unicidad, si comprobamos la existencia en un
entorno coordenado, esta conexién tiene que ser compatible con respecto a los cambios de coordenadas, lo
que asegura que esta conexién exista en el resto de entornos coordenados de la variedad.

Consideremos un entorno coordenado (U, ¢). Entonces, podemos expresar los campos vectoriales en ter-
minos de la base {%} del fibrado tangente. Evaluando las bases coordenadas en la ecuacién (6), obtenemos:

v, 2 o9N_1(o0 (90 90\ 9 (90 0\ 9 (0 0
I\V %00 00 ) ~ 2\ 029\ 007 0 0279\ 92" 0z 79\ 927" B

Finalmente, si recordamos que g (%, %) = G;; y ademsds la definicion (4), entonces esto se reduce a:

1 m b o 0
1 = 5 30 (G + s (Ga) — 5(G) ™

=1

lo que por (5) determina de forma tnica a la conexién de Levi-Civita. Por lo tanto, hemos encontrado
una construccién de los simbolos de Christoffel, que a su vez contruyen la conexiéon de Levi-Civita.
Por lo tanto, se comprueba la existencia y unicidad de tal conexién.

Una consecuencia importante de estas comprobaciones es que se puede verificar que cualquier geodésica
definida con respecto a una conexién de Levi-Civita tiene velocidad constante y por lo tanto estdan parame-
trizadas por el pardmetro longitud de arco [8].

De aqui en adelante trabajaremos con la conexién de Levi-Civita en todos los casos.

2.3. EIl mapa exponencial

La tdltima estructura que necesitamos definir es la de mapas exponenciales. Para poder entender esta
definicién, son necesarios ciertos lemas previos [8]:

Lema 2.14 (Homogeneidad de las geddesicas) Sea (M, g) una variedad riemanniana. Si una geodésica
a(t) = alq,vg;t) que en el instante inicial pasa por q con velocidad vy € TyM estd definida en un intervalo
(—9,9), entonces la geodésica B(t) = B(q, avy;t) que en el instante inicial pasa por q con velocidad avy € TyM
con a > 0 estd definida en el intervalo (—d0/a,d0/a), y ademds B(t,q,avy) = a(at, q,v).

En conclusién, el intervalo de definiciéon de una geodésica se puede expandir o contraer, de tal forma que se
puede homogeneizar su dominio de definicién:

Lema 2.15 Sea (M, g) una variedad riemanniana. Por cada p € M siempre existe un entorno V de p, un
nidmero € > 0 y una aplicacidn diferenciable v : (—2,2) x U C TM — M definida como ~(t, q,v) con

U={(qyw)eTM:qeV,weT,Mw| <ce},

tal que la trayectoria a(t) = v(t,q,v) definida en t € (2—,2) es la Unica geodésica en M que en el instante
inicial t = 0 pasa por el punto q con velocidad v, para cada (q,v) € TM, con |v| < e.

Obsérvese que para cualquier punto (¢, w) en U, siempre vamos a poder encontrar una tnica geodésica
definida en (—2,2) tal que en el instante inicial pasa por ¢ con velocidad w. Esta unicidad permite definir el
mapa exponencial de manera tnica, de la siguiente manera:

Definicién 2.16 Sea (M, g) una variedad riemanniana y el conjunto U C TM definido como

U={(qw)eTM :qge M,weT,M,|w| <e}.
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Decimos que este conjunto U es el dominio de un mapa diferenciable exp : E — M llamado el mapa
exponencial , que estd definido como:

eap(q, w) = Y(gu)(1) = (g, w3 1),
tal que y(q,w)(t) es la (inica) geodésica que en el instante inicial pasa por p con direccion v.

Primeramente, necesitamos que exista la curva vz, p y que esté definida en ¢ = 1, lo cual se consigue con el
Lema 2.15. Ademads, usando el Lema 2.14 podemos ver que

'V(q,v)(l) =7(q,v; 1) = v(g,v/v]; |v]),

por lo que (1, ar)q,0(1) se puede interpretar como el punto que se obtiene al recorrer la curva geodésica con
instante inicial ¢ y velocidad inicial v/|v| una distancia de |v|. Equivalentemente, si reparametrizamos la
curva para que su velocida inicial tenga longitud 1, podemos decir que 74, (1) es avanzar a lo largo de la
geodésica 7(4,,) una distancia igual a la longitud de su velocidad inicial v. Ademds, U se demuestra que es
un abierto de TM que contiene a la seccién M x {0}.

Es decir, el mapa exp proyecta un elemento del fibrado tangencial (p,T,M) en el punto (1) € M, tal
que Y(p,v) €s la geodésica con punto inicial p y velocidad v, Vv € T, M.

Figura 8: Ejemplificacién de la proyeccién de vectores tangenciales en curvas sobre la variedad, a través del
mapa exponencial

A través de esta definicién, se puede observar que el mapa exponencial es un mapa diferenciable en todo
punto el que esté definido. Por lo cual, es natural preguntarnos si, para cada ¢ € M, define un difeomor-
fismo entre el espacio tangente y la variedad riemanniana. Definimos la funcién exponencial, como el mapa
exponencial con ¢ € M fijo, de la siguiente manera:

Definicién 2.17 Sea M una variedad diferenciable, ¢ € M y W un abierto de Ty M. Entonces, se define la
funcién exponencial en el punto ¢ como exp, : W — M tal que exp,(v) = exp(q,v), donde exp es el mapa
exponencial de la Definicion 2.16.

Por definicién, esta funcién es diferenciable y ademas equ(ﬁ) = ¢. Es més:

Proposicién 2.18 Para cada ¢ € M, la funcion exponencial exp, es un difeomorfismo local en 0, esto es,
expy es un difeomorfismo entre un entorno abierto de 0e TyM y U un abierto de M.

Demostracion. Usando el teorema de la funcién inversa Teorema 1.24 , vamos a calculamos el diferencial
de la funcién exponencial exp, en el punto 0, y comprobaremos que es un isomorfismo, y demostrando asi la
tesis.

Recuérdese que T, M es una aproximacién lineal de M, y mediante el isomorfismo d¢,, conseguimos que
T,M sea isomorfo a Rg’( o) Por lo tanto podemos concluir que el espacio tangente a T, M en 0 es el mismo

TqM, que a su vez es isomorfo con R »:

T5(T,M) = T, M.
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Asi, dado que exp,(0) = g, tenemos que d(expq)g : TyM — Ty M. Calculemos ahora el valor de d(exp,)g(v),
para v € T5(Ty M) = T,M. Por definicién:

d
d(equ)a(v) = (dt(equ o c)>
t=0
tal que c es una curva sobre T; M tal que en el instante inicial pasa por 0 con velocidad inicial v. Tomando
en especifico la curva ¢(t) = tv,v € T, M, se tiene que:

d d d d dygw
dlexn,)o(0) = (Gow,oc) = (grow, @) = (Fram®) = Goa0) = D=0 -
t=0 t=0 t=0

Por lo que trivialmente d(equ)ﬁ = Ir,n es la funcién identidad, y por tanto es un isomorfismo entre
espacios vectoriales. Entonces, por el teorema de la funcién inversa, existe una vecindad del punto 0 € T, M
tal que exp, es un difeomorfismo local entre abiertos.

En conclusion, alrededor del vector 0e T, M siempre existe un abierto que se puede tomar como una bola de
radio €, dado que T, M es un espacio métrico trivialmente (véase el Cap. 3), de tal forma que al proyectar la
bola mediante exp, conseguimos un entorno abierto U difeomorfo a esta bola. Estos conjuntos son de especial
interés y los llamamos vecindades normales.

Definicién 2.19 Se dice que un abierto U C M es una vecindad normal alrededor del punto p € M si existe
otra vecindad V' C T, M alrededor de 0 tal que el mapa exponencial exp, : V — U es un difeomorfismo.

Por tanto, si restringimos a V' como una bola abierta de radio € centrada en 0 suficientemente pequeia, esto
es, V = BE(G), su imagen U = exp, (V') en M se convierte en una una “bola geodésica” sujeta a la métrica g.
A esta bola la llamamos una bola normal geodésica centrada en p € U C M . Por dltimo, ¢ € U = expy(V)
y Vp € U se verifica que p y ¢ se pueden unir mediante una tnica geodésica que parte de ¢, por definicion.

Ademas, como V es un isomorfo a Rgl ) Por construccién, la funciéon exponencial equ’1 se puede usar
como una carta local de coordenadas sobre la vecindad normal U, lo cual es muy interesante, ya que usamos
todas las geodésicas que parten de ¢ para definir coordenadas en un entorno suficientemente pequeno de M.
Esto es, son coordenadas adaptadas a los entornos normales, que simplifican los calculos aunque a veces es
pesado de por si calcular estas coordenadas explicitamente:

Definicién 2.20 Sea p € M y U un entorno normal de p, esto es, U = exp,(V) tal que exp,y es un
difeomorfismo, y V un entorno de 0 € T,M. Tomemos {EZ}
isomorfismo:

i1 una base normal de T;, M. Definimos el

E:R™ —T,M
tal que E(p1,...,pm) = p1E' + ... + pn E™. Definimos el isomorfismo ¢ = E‘}l o exp;‘b, de tal forma que

#(q) € R™, y como ¢ es un difeomorfimo entre U un abierto de M y U = E~Y(V) un abierto de R™, se
concluye que ¢ es un entorno coordenado de M, llamado sistema de coordenadas normales en p € M.

Finalmente, para la demostracién del teorema de Hopf-Rinow, necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 2.21 Un subconjunto abierto U C M se dice que es uniformemente normal si es que existe un
6 >0 tal que U estd contenido en una bola geodésica de radio § alrededor de cada uno de sus puntos.

Esto es, un conjunto es uniformemente normal, si es un entorno o vecindad normal para cada uno de sus
puntos.

Curiosamente, las geodésicas tienen comportamientos interesantes dentro de vecindades normales. Espe-
cialmente, si consideramos una vecindad normal V,, de un punto p € M, si ¢: I — M es una geodésica para
[a,b] C I, tal que c¢(a) =py c(b) = ¢ para algin ¢ € V,, y ¢1 : I' = V},, donde [a,b] C I’, es cualquier otra
curva diferenciable tal que ¢1(a) = p y ¢a = ¢ entonces necesariamente las longitudes verifican lo siguiente:

‘CQ (C, a, b) S ‘Cg(ch a, b)
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y se da la igualdad si y solo si ¢; es una reparametrizacién de c. Es decir, dentro de estas vecindades, las
geodésicas tienen la propiedad de ser el camino més corto entre los puntos p, ¢ [10] [8] [2] utilizando la métrica
g. Y finalmente, dentro de las vecindades uniformemente normales, se asegura la existencia de la geodésica
para todo punto (y conectando cualquier par de puntos dentro de la vecindad) [4] [8].



35

3. Completitud, convexidad y conectividad

En este capitulo, ejemplificaremos como la estructura que construimos en el capitulo 2 nos permite aseverar
hechos geométricos. Realizaremos una analogia formal entre variedades riemannianas y espacios métricos, y
con esto comprobaremos el teorema de Hopf-Rinow, con el cual discutiremos, aunque solo de forma breve, 3
aspectos geométricos de las variedades riemannianas: la completitud, la conectividad y la convexidad.

3.1. Variedades riemannianas como espacios métricos

Para poder seguir estudiando las propiedades de las geodésicas y de la métrica riemanniana sobre varie-
dades es necesario que nos desviemos un poco hacia el drea de la topologia, pues el resultado que queremos
comprobar mas adelante es un resultado cuyo centro es un argumento topoldgico. Especialmente estamos
interesados en espacios métricos, ya que queremos estudiar como la métrica riemanniana induce una métrica
sobre una variedad tal que se puede estudiar como un espacio métrico.

Para ello comenzamos definiendo la idea de un espacio métrico dentro de la topologia,

Definicién 3.1 Consideremos un conjunto X # 0 y una funcién d : X x X — R. Si se verifica que

1. d es una funcidn positivo definida, es decir d(a,b) > 0, donde d(a,b) =0 < a =1b;

2. d es simétrica, d(a,b) = d(b,a);

3. y respeta la desigualdad triangular d(a,c) < d(a,b) + d(b,¢) para cualquier trio de puntos a,b,c € X,
entonces se dice que d es una métrica sobre X y se dice que el conjunto (X, d) es un espacio métrico .

Al ser un espacio métrico, se puede definir una topologia “métrica”, de la siguiente manera: Ahora, introdu-
ciremos el concepto de topologia inducida sobre un conjunto por la métrica, en dnimos de estudiar cual es la
topologia que induce la distancia riemanniana sobre M:

Definicién 3.2 Consideremos un espacio métrico (X, d), entonces definimos a la bola abierta de radio r
centrada en a € X como el conjunto

B,(r)={pe M : Ly(a,p) <r,r € R,r >0}

El congunto de bolas abiertas B = {B,(r)} es una base para una topologia conocida como la topologia inducida
por la métrica d sobre M [11].

Si consideramos la métrica riemanniana g, entonces observamos que a pesar de su nombre, no es una
métrica topoldgica por si misma sobre la variedad M. Lo que ocurre en realidad es que podemos usar el
producto punto g, para definir una métrica sobre T, M y demostrar que T,M es un espacio métrico[l].
Ademaés, la métrica riamnniana induce una forma de medir distancias entre puntos a través de su propiedad
de medir longitud de curvas, lo cudl va a permitir definir una métrica en M, llamada la distancia riemanniana,
que le dard estructura de espacio métrico a una variedad riemanniana:

Definicién 3.3 Consideremos una variedad riemanniana (M, g) y dos puntos a,b € M. Entonces, definimos
la distancia riemanniana entre los puntos a y b como:

Lg(a,b) = inf {L4(c,a,b)}
donde ¢ : (0,1) = M es una curva diferenciable a trozos, tal que ¢(0) = a y ¢(1) = b.

Con esta definicién, se tiene que:

Proposicién 3.4 Sea (M,g) variedad riemanniana, y Ly su distancia riemanniana asociada. Entonces,
(M, Lg) es un espacio métrico.
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Demostracion.

Las propiedades de simetria y de ser positivo definida provienen directamente de la definicién de la
métrica riemanniana, por lo que para ser una métrica topoldgica solo tenemos que comprobar que cumpla
con la desigualdad triangular. Para ello, tomemos p, ¢, 7 € M y demostremos que Ly (p, ¢) < Ly(p,7)+Ly(r, ).
Para esto consideremos dos curvas cualesquiera ¢y : [a,b] — M y co : [a’, V] tal que ¢(a) = p, r = ¢1(b) = c2(a’)
y ¢2(b') = ¢q. Entonces podemos definir una tercera curva por partes:

c3(t) = ci(t +a) : 0<t<b—a
3 62(t+a7b+a') : b*GStSber’fafa’:b”
Cotb) = Cetal)
QALO) C/LLBW

Figura 9: Construccién de curva utilizada en la comprobacién

Entonces, la longitud de la curva cs es:

Lg(c3,0,b") = Ly(c1,a,b) + Ly(ca,a’, V)
Ahora, la curva c3 es una curva que va desde el punto ¢;(a) = p hasta ca(b') = ¢ y ademds pasa por el
punto 7 = ¢1(b) = ea(a’) y por la Definicién 3.3 tenemos necesariamente que:
Lg(pa q) S ﬁg(c37 Oa b”)'

Ademas,
Eg(c3a 07 b//) = ‘Cg(cla a, b) + 69(627 a/7 b/)7

Por lo que:
Lg(p» q) S Eg(cla a7 b) + ‘CQ(CQa a/a b/)

Obsérvese que esto se debe verificar para cualesquiera dos curvas ¢; y ¢ que unan a p con r y r con g
respectivamente, por lo que también se debe verificar para el infimo de estas longitudes, obteniendo asi que:

Lg(p7 Q) S Lg(p, T) + Lg(ra Q)
|

Ahora ya podemos enunciar y comprobar un resultado importante dentro de la geometria riemanniana
(vedse Definicién 3.2 y Proposicién 1.9):
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Teorema 3.5 Consideremos una variedad riemanniana (M, g). Entonces la topologia inducida por Ly sobre
la variedad topoldgica M coincide con la topologia de M como variedad topolégica.

Antes de poder demostrar este teorema, necesitamos introducir un lemma que serad utilizado en la com-
probacién:

Lema 3.6 Sea (M,g) una variedad riemanniana. Entonces, para cualquier entorno coordenado (U, ) alre-

dedor de un punto p € M podemos tomar un p > 0 de tal forma que By, (p) C ¢(U) y ¢~ (Bypy(p)) C U.
Ademds, existen constantes ki, ky > 0 tal que Vg € U

k1Ly(p,q) < L(¢(p), 9(q)) < kaLy(p,q),

donde L es la longitud euclidiana en R™.

Demostracion. Primero vamos a ver que la topologia métrica es mas fina que la topologia de la variedad,
demostrando que dado un punto p y un abierto U cualesquiera, tal que p € U, siempre se puede encontrar
un € > 0 tal que la bola métrica By () verifica que p € By(¢) C U. Para ello, supongamos que U C M es un
abierto en la topologia de M como variedad. Ahora, seap e Uy V = ¢’1(B¢(p) (r)) donde escogemos r de
tal forma que la clausura V sea una subconjunto propio de U. Escogemos un & > 0 tal que, si ¢ ¢ V/,

Ly(p,q) > ¢

Figura 10: Ejemplificacién de que q esta fuera de V'

Pero esto es equivalente a decir que

Ly(p,q) <e = q€V

Bg )

Figura 11: Ejemplificacién de que q ahora se encuentra dentro de V'

Es decir, la bola métrica B,(¢) es un subconjunto propio de U que contiene a p (para demostrar que U
es un abierto de la topologia métrica, basta con recubrir a U con estos abiertos.)

Demostremos ahora que la topologia de la variedad es més fina que la topologia métrica. Para ello,
supongamos que W es un abierto en la topologia métrica. Demostremos que para cualquier p € W existe
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V = ¢~ (By(p)(r)) para algin r > 0 tal que p € V. C W. Obsérvese que como By, (r) es un abierto en R™
y ¢ es un difeomorfismo, entonces V' es un abierto de M.

Como W es un abierto en la topologia métrica de M, si tomamos p € W arbitrario sabemos que existe
€ > 0 tal que p € B = B,(e) C W. Entonces, por el lema 3.6, podemos tomar dos constantes positivas ky y
ko tal que para g € W se verifica que:

k1Ly(p,q) < L(¢(p), #(q)) < kaLy(p;q)

Como ¢ € B siy s6lo si Lq(p, q) < €, podemos conseguir un conjunto V’ como el conjunto de todos los puntos
g sobre 1IW, tal que la distancia euclidea entre ¢(p) y ¢(q) sea menor o igual a un r = kp - € > 0:

V' ={q| L(¢(p),d(q)) <7} = ¢ 1By (r)) NW,

y asi, nuevamente por el lema 3.6,tenemos que p € V' C B,(r/ky) "W C W. Y comop ' (By)(r)) y W
son abiertos en M, la interseccién también lo es, por lo para cualquier p € W y W cualquier bola abierta W
definida por la distancia euclidea, que hemos encontrado V' un abierto tal que p € V' C W.

o

Figura 12: Ejemplificacién de la localizacion de las vecindades definidas en la comprobacion

Es por esta relacién que se habla de las variedades riemannianas como espacios métricos y se pueden estu-
diar sus propiedades, como la de completitud métrica o convexidad métrica [7], los conceptos que estudiaremos
en esta seccién.

Por el momento, definimos la idea de completitud sobre un espacio métrico. Para eso comenzamos defi-
niendo un tipo especial de secuencias:

Definicién 3.7 Si consideramos un espacio métrico (X,d), entonces una secuencia de puntos {Zq}aca,
indexados por un conjunto a lo mucho numerable A, se dice que es una secuencia de Cauchy si es que
Ve > 0,3dn € N tal que

Vni,ng > n, d(Tn,,Tn,) <€



39

Intuitivamente, una secuencia de puntos se dice que es de Cauchy si es que pasan algtin punto, sus puntos
se acercan arbitrariamente con respecto a la métrica del espacio.
Ahora,

Definicién 3.8 Una secuencia de Cauchy {xo} se dice que estd completa dentro de M si es que {zo} — «
entonces necesariamente tenemos que x € M

Finalmente,

Definicién 3.9 Un espacio métrico (X, d) se dice completo métricamente si es que todas sus secuencias de
Cauchy son completas dentro de M.

3.2. Teorema de Hopf-Rinow

Lo que nos lleva a la pregunta central de este trabajo. ; Cuales son las condiciones, en general, para poder
asegurar la existencia de una geodésica entre cualquier par de puntos dentro de la variedad y que se comporte
como dentro de una vecindad normal?

Definicién 3.10 Consideremos una variedad riemanniana (M, g), entonces decimos que es geodésicamente
completa si es que el dominio de cualquier geodésica es R.

Por lo que podemos refinar la pregunta a: jcudles son las condiciones para que una variedad Riemanniana
sea geodésicamente completa?

Theorem 3.11 Consideremos (M, g) una variedad Riemanniana coneza. El teorema de Hopf-Rinow esta-
blece que las siguientes condiciones son equivalentes [2] [14]:

1. (M, Ly) es un espacio métrico completo.
2. (M,g) es una variedad geodésicamente completa.
3. dp € M tal que exp,, estd definido sobre todo T, M.

4. Todo subconjunto U C M cerrado y acotado es compacto (propiedad de Heine-Borel)

Y todas las anteriores implican lo siguiente:

5. dpe M,Yqg € M,q#p tal que q estd conectado a p a través de una geodésica con longitud dg(p,q).

3.2.1. Demostracién del Teorema de Hopf-Rinow

Nuestra comprobacion estara dividida en partes. Este es el camino que se va a seguir para demostrar
todas las equivalencias:
4= 1= 2 =3 =4

Una vez demostrado esto, demostraremos que 3 = 5, para demostrar que todas ellas implican a 5.

La primera no se discutird en este trabajo, pues es un resultado fundamental en la topologia que 4 = 1.

1 = 2

Consideremos primero un variedad riemanniana (M,d,) tal que es un espacio métrico completo. Por
reduccién al absurdo, supongamos que M no es un espacio geodésicamente completo. Esto es, existe una
geodésica maximal tal que su dominio de definicién no es todo R. Equivalentemente, Jc : [0,b] — M tal que
¢ es una geodésica maximal, y ¢: [0,b+ €],e > 0 ya no es una geddesica.

Ahora, consideremos una secuencia {z;} — b~ en [0,b], si ¢ — co. Como estamos en R™, sabemos que
podemos encontrar una subsecuencia de Cauchy, por lo que sin pérdida de generalidad asumimos que {z;}
es una secuencia de Cauchy.

Si asumimos que c¢ es una geodésica norma y como la geodésica c estd parametrizada por el parametro
longitud de arco por definicién,

Ly(c(wiv1),c(xi) < [@ipr — 4
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/
v b

((0) M

Figura 13: Ejemplificacién de como encontramos una extensiéon geodésica

Por lo tanto {c(x;)} — ¢(b) € M es una secuencia de Cauchy, y ademds es completa por hipétesis.

Ahora, consideremos una vecindad normal V; alrededor del punto b € M. De tal forma que existe una
geodésica conectando el punto ¢ € V, con cualquier otro punto p € V4, debido a las propiedades de una
vecindad normal. Especialmente, existe una geodésica c¢; que pasa por los puntos definidos por la secuencia
c{z;} y que termina en ¢(b). Sin embargo, podemos encontrar una geodésica ¢y que comienza en c(b) y
termina en cualquier otro punto de V; diferente a los puntos de ¢;. Por unicidad esta geodésica c; tiene que
ser una extension de ¢; y por ende una extension de ¢, por lo que ¢ no es maximal. Lo que nos lleva a una
contradiccién y necesariamente tenemos que concluir que M es un espacio geodésicamente completo.

3 =5

Supongamos por hipétesis que existe un punto p € M cualquiera tal que exp,, estd definido sobre todo
T,M. Entonces M es una vecindad normal de p y por lo tanto, cualquier punto ¢ € M estd conectado por
una geodésica con p. Sean ahora dos puntos ¢,r. Sabemos que existe una geodésica ¢; que conecta a g con
p, v otra geodésica co que conecta a p con r. Por tanto, ¢ = ¢3 0 ¢; conecta a ¢ con 7, es una geodésica, y
minimiza la distancia entre esos dos puntos, por lo que la longitud de la geddesica desde p a g es exactamente
la distancia riemanniana entre p y q.

3 = 4

Consideremos un subconjunto K C M tal que sea cerrado y acotado. Es decir, existe un C tal que
Ly(r,s) < C para cualquier par de puntos r,s € K. Nuevamente si asumimos que existe un punto p € M
tal que exp, estd definido sobre todo T, M podemos observar que K C exp,(B), donde B es una bola
geodésica cerrada, la cual es compacta en T),M. Como exp,, es un difeomorfismo en todo M, también es un
homeomorfismo en todo M y por lo tanto exp,(B) es compacto en M. Por lo tanto K es un subconjunto
cerrado de un subespacio compacto, por lo que también tiene que ser compacto.

2 = 3

Asumamos que M es una variedad riemanniana geodésicamente completa. Es decir, que toda geodésica
tiene como dominio R.

Consideremos un punto p € M. Con el mapa exp,), fijando el punto p fijamos un elemento del fibrado
(p, T,M). El mapa exponencial estd definido para todos aquellos vectores v € T, M tal que la geodésica con
punto inicial p y velocidad v esté definida en algiin intervalo que contenga [0,1]. Ademds, las geodésicas
verifican que:

v(p, avst) = v(p, v, at),

y con esta propiedad podemos no sélo restringir o aumentar el dominio de una geodésica, sino que también
podemos encontrar el valor de exp,(v') para v’ = av, siempre que la geodésica esté definida en esos valores.
En este caso, por hipdtesis M es un espacio geodésicamente completo, esto es, el dominio de definicién de
cualquier geodésica es todo R, por lo que eso nos hace darnos cuenta que el mapa exponencial estara definido
para todos los vectores v € T, M. Por lo tanto hemos encontradoque (4 = 1 = 2 = 3 = 4) = 5§
como requeriamos.
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3.3. Conectividad y convexidad

Por el momento ya hemos demostrado que la completitud geodésica y la completitud métrica son equi-
valentes. Ahora podriamos tratar de encontrar relaciones en conectividad y convexidad, y ver céomo estos
conceptos son extendidos a variedades riemannianas.

3.3.1. Conectividad

Comenzamos con el concepto de conectividad, que resulta provenir directo del concepto de completitud.

Definicién 3.12 Una variedad topoldgica se dice que es conexa si es que no puede ser representada como la
unidn de dos (o mds) subconjuntos propios tal que son separados.

En esta definicién, dos espacios X,Y son separados si es que X NY = X NY = (). Es decir, un espacio es
conexo si es que, de forma intuitiva, no estd compuesto de subespacios ”separados” (es decir que no se tocan).
Esta definicién coincide con la intuicién de que algo sea conexo (es decir, que pertenezca a un solo objeto).

Existen tipos de conectividad mas fuertes que la conectividad general. Por ejemplo:

Definicién 3.13 Se dice que una variedad topoldgica es conexa por caminos si es que se verifica que para
cualquier dos puntos x,y € M, existe un camino continuo que los une.

De esta forma, se puede ver que trivialmente, cualquier variedad riemanniana que sea geodésicamente
completa, es conexa por caminos. Pues, en una variedad riemanniana completa, cualquier dos puntos estan
unidos por un camino diferenciable (la geodésica), que de hecho es un requerimiento mas fuerte que un camino
continuo.

Es mas, en general, si es que no se asume que M es una variedad geodésicamente completa, atin se puede
asegurar que M localmente conexo por caminos. Pues las vecindades normales nos aseguran la existencia de
estos caminos localmente.

3.3.2. Convexidad

El concepto de convexidad es un poco mas dificil de estudiar sobre variedades riemannianas. Para esto
comenzamos definiendo una nueva caracteristica de los espacios exponenciales:

Definicién 3.14 Definimos el radio de inyectividad de la variedad riemanniana (M, g) en el punto p €
M como

ing,(M, g) = sup{r > 0 : exp, : Bo(r) — M es un difeomorfismo }
Con la ayuda de este radio de inyectividad definiremos la idea de una vecindad totalmente normal

Definicién 3.15 Una vecindad normal W del punto p se dice que es totalmente normal si es que se verifica
que 36 > 0,Yq € W = inj,(M,g) > 0 A By(0) D W

Ahora, sobre estas vecindades totalmente normales tenemos que cualquier par de puntos estan conectados
por una unica geodésica [9].
Recordemos que

Definicién 3.16 Una wvariedad topoldgica se dice convexra si es que el camino continuo mas corto entre
cualesquiera dos puntos es un subconjunto propio de la variedad

Es decir, una variedad topoldgica es convexa si es que se verifica que todos los caminos mas cortos se
encuentran dentro de la variedad.
Por lo que podriamos extender esta idea a estas vecindades totalmente normales

Definicion 3.17 Decimos que una vecindad totalmente normal es geodésicamente convexa si es que todas
sus geodésicas son subconjuntos propios de la vecindad
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Ademas

Definicién 3.18 Decimos que una variedad es geodésicamente convexa si es que todas las geodésicas son
subonconjuntos propios de algin conjunto de vecindades totalmente normales

Sin embargo, a pesar de que la idea de convexidad puede ser definida sin anadir nuevos teoremas, para
poder realizar conclusiones sobre la convexidad de una variedad riemanniana, aunque sea solo convexidad
local, necesitamos estudiar otros resultados. Como por ejemplo, el Teorema de Whitehead, el cual en conjunto
con completitud geodésica asegura que una variedad riemanniana sea globalmente convexa [13]. Ademds, por
si solo asegura la existencia de una vecindad convexa para cualquier punto de una variedad riemanniana
[9] o lo que llamarfamos convexidad local. Adicionalmente, el estudio de convexidad usualmente se lo hace
distinguiendo entre dos tipos de convexidades; una fuerte y una débil.
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