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RESUMEN

En este proyecto estudiaremos el modelo de gravastar desarrollado por P. Mazur

y E. Mottola. Este modelo fue propuesto como una alternativa a los agujeros negros

y consta de tres regiones: su exterior está descrito por el vaćıo de Schwarzschil, su

interior está descrito por el espacio-tiempo de Sitter y una región intermedia que

consta de una fina capa de materia. Estudiaremos los temas más esenciales de la

teoŕıa de la relatividad general y terminaremos demostrando cómo el modelo de

Gravastar surge como un ĺımite de la solución interior de Schwarzschil.

Palabras clave: gravastar, estrellas ultracompactas, estrellas gravitacionales

de vaćıo, agujeros negros, relatividad general, métrica de Schwarzschil, métrica de

Sitter.
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ABSTRACT

In this project we will study the gravastar model developed by P. Mazur and

E. Mottola. This model was proposed as an alternative to black holes and consists

of three regions: its exterior is described by the Schwarzschil vacuum, its interior

is described by de Sitter spacetime, and an intermediate region consisting of a thin

layer of matter. We will study the most essential topics of the theory of general

relativity and we will end by demonstrating how the Gravastar model emerges as

a limit of the Schwarzschil interior solution.

Keywords: gravastar, ultracompact stars, gravitational vacuum stars, black

holes, general relativity, Schwarzschil metric, de Sitter metric.
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et al. [1]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50



13

Caṕıtulo 1

Introduccion

Una estrella ultracompacta, estrella gravitacional de vaćıo o gravastar es un

modelo teórico originalmente propuesto por Pawel Mazur y Emil Mottola [11] en

el año 2002. Este modelo surge como una propuesta alternativa a los agujeros

negros. Una gravastar y un agujero negro luciŕıan similares en el exterior debido

a que en esa región ambos se describen mediante la métrica de Schwarzschild en

el vaćıo.

En el modelo original [11, 12] una gravastar posee tres regiones: una externa

que está descrita por la métrica Schwarzschild en el vaćıo, una interna descrita por

la métrica de Sitter y una capa fina de materia ubicada justo en el radio de Sch-

warzschild Rs que acopla el vaćıo de Schwarzschil con el espacio-tiempo de Sitter.

En la zona interna la ecuación de estado es p = −ρ0, donde la presión negati-

va constante puede interpretarse como “enerǵıa oscura” que causa una expansión

frenando el colapso gravitacional y evitando aśı la formación de una singularidad.



14

Para estudiar el modelo de gravastar es necesario hacer una revisión de los tópi-

cos más esenciales de la teoŕıa de la relatividad general, tales como la derivación de

las ecuaciones de campo de Einstein y sus soluciones en simetŕıa esférica: la métri-

ca interior y exterior de Schwarzschild. A lo largo de este proyecto se estudiarán

los temas mencionados para luego construir el modelo de gravastar propuesto por

Mazur y Mottola.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones de Campo de Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein nos dicen cómo el espacio-tiempo se curva

por la presencia de materia y dicha curvatura es la responsable del efecto gravi-

tacional. Existen dos formas de derivar las ecuaciones de campo, la primera orgi-

nalmente propuesta por Albert Einstein en 1915, la cual consiste en construir un

tensor que contenga información de la geometŕıa del espacio-tiempo y su deriva-

da covariante sea cero. La segunda forma de obtener estas ecuaciones, propuesta

originalmente por David Hilbert, es mediante el principio de mı́nima acción. A lo

largo de este caṕıtulo se construirán las ecuaciones de campo y veremos cómo en

la aproximación de campo débil estas ecuaciones concuerdan con la teoŕıa de la

gravitación de Newton.

De la aproximación de campo débil (apéndice A) sabemos que el tensor métrico

gµν contiene información de la geometŕıa del espacio-tiempo y el campo gravita-

cional, por lo que queremos construir una densidad lagrangiana L que dependa del

tensor métrico y sus derivadas. Considere que:
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1. El sector gravitacional de la acción solo debe depender de la geometŕıa (No

debe existir ningún marco de referencia o sistema de coordenadas preferen-

cial).

2. La geometŕıa debe ser Pseudo-Riemanniana, es decir, la signatura del tensor

métrico es (−+ ++).

3. La densidad lagrangiana debe contener términos lineales de hasta la segunda

derivada del tensor métrico.

Por la condición (1) la acción es:

S =

∫
M
d4x
√
−gL. (2.1)

Como se mencionó anteriormente, L es una función escalar que depende del

tensor métrico y sus derivadas. Por la condición (3) L no puede contener termi-

nos más allá de la segunda derivada del tensor métrico. Un escalar que contiene

información sobre la geometŕıa del espacio-tiempo y posee términos lineales que

dependen hasta la segunda derivada del tensor métrico es el escalar de curvatu-

ra R. Si tomamos L = R, etonces la ecuación (2.1) se convierte en la acción de

Hilbert-Einstein:

SEH =

∫
M
d4x
√
−gR. (2.2)

Note que SEH es invariante frente a transformaciones generales de coordenadas,

ya que d4x
√
−g forma el elemento de volumen. Utilizamos el principio de mı́nima
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acción δSEH = 0:

δSEH = δ

[∫
M
d4x
√
−gR

]
=

∫
M
d4x(
√
−gδR +Rδ

√
−g) = 0. (2.3)

Utilizando las expresiones calculadas para δ
√
−g y δR en los apéndices B y E

respectivamente, se tiene que:

δSEH =

∫
M
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν +

∫
M
d4x∂a(

√
−gJa) = 0. (2.4)

Suponiendo una variedad espacio-temporal M sin frontera que se extiende

hasta el infinito y que la variación de la métrica δgµν se anula en el ĺımite, entonces

la segunda integral no contribuye con la variación de la acción y podemos escribir:

δSHE =

∫
M
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν = 0. (2.5)

Luego, esto conduce a:

Rµν −
1

2
Rgµν = 0, (2.6)

que corresponden a las ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo. La acción

completa de la teoŕıa está dada por la suma de la acción de Einstein-Hilbert y el

término de materia.

S = SHE + Sm =

∫
M
d4x
√
−gR +

∫
M
d4x
√
−gLm. (2.7)



18

Nuevamente, utilizamos el principio de mı́nima acción:

δS =

∫
M
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν −

κ

2
Tµν

)
δgµν = 0, (2.8)

y obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein en presencia de materia:

Rµν −
1

2
Rgµν =

κ

2
Tµν , (2.9)

donde:

R = gµνRµν , (2.10)

Rµν = Rα
µαν , (2.11)

Rα
µβν = ∂βΓανµ − ∂νΓαβµ + ΓαβλΓ

λ
νµ − ΓανλΓ

λ
βµ, (2.12)

Γλµν =
1

2
gλm (∂νgmµ + ∂µgmν − ∂mgµν) , (2.13)

Tµν = gµνLm − 2
δLm
δgµν

, (2.14)

Rµν es el tensor de Ricci, Rα
µβν es el tensor de Riemann, Γλµν son los śımbolos

de Christoffel y Tµν es el tensor de enerǵıa-momento. La constante κ es elegida

de tal forma que en el ĺımite Newtoniano recuperemos la Ley de la Gravitación

Universal. Multiplicando por gµν a ambos lados de la ecuación (2.9), se tiene que:

R− 1

2
Rδµµ = R− 1

2
4R =

κ

2
T ⇒ R = −κ

2
T, donde T = gµνTµν .
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Al reemplazar este resultado en las ecuaciones de campo de Einstein (2.9),

podemos escribir:

Rµν =
κ

2

[
Tµν −

1

2
Tgµν

]
. (2.15)

Considere la aproximación de campo débil discutida en el apéndice A:

gµν = ηµν + hµν y gµν = ηµν − hµν , donde |h| << 1. (2.16)

Recuerde que la componente g00 del tensor métrico contiene información del

campo gravitacional. Tomamos la componente 00 de las ecuaciones de campo:

R00 =
κ

2

[
T00 −

1

2
T 0

0g00

]
=
κ

4
T00, donde T00 = T 0

0g00. (2.17)

Note que:

R00 = Rµ
0µ0 = −∂µΓµ00. (2.18)

Como gµν no depende del tiempo, unicamente queda la parte espacial de la

contracción anterior:

R00 = −∂iΓi00 =
1

2
∂i(g

iα∂αg00) =
1

2
∂i(g

ij∂jg00) ≈ 1

2
∂i(η

ij∂jh00) =
1

2
∂i∂ih00 =

1

2
∇2h00,

R00 =
1

c2
∇2φ =

4πG

c2
ρm, (2.19)
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donde φ es el potencial gravitatorio Newtoniano. Considere el tensor enerǵıa

momento como:

Tµν = −
(
ρm +

p

c2

)
UµUν + pgµν , (2.20)

donde Uµ = γ(c, ~v) es el vector cuadrivelocidad, γ es el factor de Lorentz, c

es la velocidad de la luz en el vaćıo, ρm es la densidad de masa y p es la presión.

Calculamos la componente T00:

T00 =
(
ρm +

p

c2

)
c2 − (1− h00)p ≈ c2ρm. (2.21)

Al reemplazar (2.19) y (2.21) en (2.17), se tiene que:

κ =
16πG

c4
. (2.22)

Finalmente, al reemplazar (2.22) en (2.9) obtenemos las ecuaciones de campo

de Einstein de tal forma que en la aproximación de campo débil coincidan con la

ley de la gravitación universal de Newton:

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν . (2.23)

En el siguiente caṕıtulo calcularemos las ecuaciones de campo de Einstein para

un espacio-tiempo estático con simetŕıa esférica, las cuales serán utilizadas en

posteriores caṕıtulos para obtener la métrica dentro y fuera de un cuerpo esférico

en reposo con masa M .
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Caṕıtulo 3

Ecuaciones de Campo Para un
Espacio-Tiempo Estático de
Simetŕıa Esférica

Trabajaremos con el siguiente sistema de coordenadas (x0, x1, x2, x3) = (ct, r, θ, φ),

donde ct representa la componente temporal, c es la velocidad de la luz en el vaćıo

y (r, θ, φ) son las coordenadas esféricas en R3 que representan las componentes

espaciales. Considere que:

El espacio-tiempo tiene simetŕıa esférica, es decir, es invariante bajo rotacio-

nes y reflexiones.

El espacio-tiempo es estático, es decir, la geometŕıa del mismo no cambia a

mediada que el tiempo transcurre ∂gµν
∂x0 = 0.

La signatura del tensor métrico es (−+ ++).
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La forma más general del elemento de ĺınea está dada por:

ds2 = gµνdx
µdxν , (3.1)

donde gµν es el tensor métrico de 4 × 4 componentes, el cual es simétrico

por definición (esto implica que tiene únicamente 10 elementos independientes).

Considere las siguientes transformaciones (reflexiones sobre una coordenada, por

lo que se espera que las componentes de la métrica mantengan su forma):

(x0, x1, x2, x3)→ (−x0, x1, x2, x3)

g′0ν =
∂xα

∂x0′
∂xβ

∂xν ′
gαβ = −∂x

α

∂x0

∂xβ

∂xν
gαβ = −g0ν , para ν 6= 0.

Sin embargo, sabemos que las componentes del tensor métrico no deben de

cambiar sobre reflexiones, por lo que podemos escribir g′0ν = g0ν . Al combinar

estos resultados, se tiene que:

g0ν = −g0ν ⇒ g0ν = gν0 = 0, para ν 6= 0.

De manera similar se obtienen las expresiones para las otras componentes.

g1ν = −g1ν ⇒ g1ν = gν1 = 0, para ν 6= 1,

g2ν = −g2ν ⇒ g2ν = gν2 = 0, para ν 6= 2,

g3ν = −g3ν ⇒ g3ν = gν3 = 0, para ν 6= 3.
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De los resultados anteriores se puede inferir que el tensor métrico es diagonal,

por lo que el elemento de ĺınea se reduce a la siguiente expresión:

ds2 = g00c
2dt2 + g11dr

2 + g22dθ
2 + g33dφ

2. (3.2)

Considere una hipersuperficie espacio-temporal con t fijo. Si variamos (θ, φ) y

las componentes de la métrica cambian, entonces se estaŕıa violando la invariancia

sobre rotaciones. Por lo tanto, la componente g11 del tensor métrico debe depender

únicamente del radio r, g11 = A(r). Mediante un argumento similar, se tiene que

g22 = B(r). Para una Hipersuperficie Espacio-Temporal con t y r fijos, el elemento

del ĺınea debe de ser igual al de una esfera en un espacio Euclideo tridimensional:

dl2 = r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2. (3.3)

Al comparar con la parte angular de la métrica obtenida en la ecuación (3.2),

se tiene que:

g22dθ
2 + g11dφ

2 = r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2, (3.4)

⇒ g22 = r2 ∧ g33 = r2 sin2(θ). (3.5)

Al combinar los resultados anteriores, podemos escribir:

ds2 = A(r)c2dt2 +B(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2. (3.6)
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Definimos dΩ2 = dθ2 + sin2(θ)dφ2. Para mantener la signatura de la métrica

tomamos A(r) = −e2α(r) y B(r) = e2β(r), por lo tanto:

ds2 = −e2α(r)c2dt2 + e2β(r)dr2 + r2dΩ2. (3.7)

El tensor métrico está dado por:

gµν =



−e2α(r) 0 0 0

0 e2β(r) 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2(θ)


. (3.8)

Utilizando la métrica (3.8) y la ecuación (2.13) podemos calcular los śımbolos

de Christoffel para un espacio-tiempo estático con simetŕıa esférica:

Γtµν =



0 ∂rα 0 0

∂rα 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


, (3.9)

Γrµν =



e2(α−β)∂rα 0 0 0

0 ∂rβ 0 0

0 0 −re−2β 0

0 0 0 −re−2β sin2(θ)


, (3.10)
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Γθµν =



0 0 0 0

0 0 1
r

0

0 1
r

0 0

0 0 0 − sin(θ) cos(θ)


, (3.11)

Γφµν =



0 0 0 0

0 0 0 1
r

0 0 0 cot(θ)

0 1
r

cot(θ) 0


. (3.12)

Utilizando los śımbolos de Christoffel (3.9), (3.10), (3.11), (3.12) y la ecuación

(2.12) obtenemos las componentes no nulas del tensor de Riemman:

Rt
rtr = ∂rα∂rβ − ∂2

rα− (∂rα)2 , (3.13)

Rt
θtθ = −re−2β∂rα, (3.14)

Rt
φtφ = −re−2β sin2 θ∂rα, (3.15)

Rr
θrθ = re−2β∂rβ, (3.16)

Rr
φrφ = re−2β sin2 θ∂rβ, (3.17)

Rθ
φθφ =

(
1− e−2β

)
sin2 θ. (3.18)
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Utilizando el tensor de Riemman y la ecuación Rσν = Rρ
σρν obtenemos las

componentes no nulas del tensor de Ricci:

Rtt = e2(α−β)

[
∂2
rα + (∂rα)2 − ∂rα∂rβ +

2

r
∂rα

]
, (3.19)

Rrr = −∂2
rα− (∂rα)2 + ∂rα∂rβ +

2

r
∂rβ, (3.20)

Rθθ = e−2β [r (∂rβ − ∂rα)− 1] + 1, (3.21)

Rφφ = sin2 θRθθ. (3.22)

El escalar de curvatura se calcula mediante la contracción R = gµνRµν . Debido

a que la métrica gµν es diagonal, entonces su inversa gµν también es diagonal y se

relacionan de la siguiente forma gµν = 1/gµν . Por lo que podemos escribir:

R =
1

gtt
Rtt +

1

grr
Rrr +

1

gθθ
Rθθ +

1

gφφ
Rφφ, (3.23)

R = −2e−2β

[
∂2
rα + (∂rα)2 − ∂rα∂rβ +

2

r
(∂rα− ∂rβ) +

1

r2

(
1− e2β

)]
. (3.24)

Definimos el tensor de Einstein como:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (3.25)

Calculamos sus componentes:

Gtt = e2(α−β)

[
2

r
∂rβ −

1

r2

(
1− e2β

)]
=

8πG

c4
Ttt, (3.26)
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Grr =
2

r
∂rα +

1

r2

(
1− e2β

)
=

8πG

c4
Trr, (3.27)

Gθθ = e−2β
[
r2∂2

rα + r2 (∂rα)2 − r2∂rα∂rβ + r (∂rα− ∂rβ)
]

=
8πG

c4
Tθθ, (3.28)

Gφφ = sin2(θ)Gθθ =
8πG

c4
Tφφ. (3.29)

Utilizando las ecuaciones de campo de Einstein para un espacio-tiempo estático

con simetŕıa esférica obtendremos una solución de vaćıo (donde Tµν = 0) en el exte-

rior de un cuerpo esférico de masa M . La métrica que satisface estas condicones es

conocida como métrica exterior de Schwazschil y puede describir aproximadamen-

te como se comporta el espacio-tiempo en el exterior de un planeta, una estrella o

cualquier otro cuerpo con simetŕıa esférica. Además, esta métrica puede describir

el modelo más simple de un agujero negro.
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Caṕıtulo 4

Solución Exterior de
Schwarzschild

Sea un objeto esférico de masa M , estático, aislado y de radio R. Queremos

encontrar la métrica del espacio-tiempo para r > R. Note que en dicha región del

espacio-tiempo no hay materia ni enerǵıa, por lo que el tensor de enerǵıa-momento

es nulo Tµν = 0, entonces por (2.15) las ecuaciones de campo de Einstein en el

vaćıo también se pueden escribir como:

Rµν = 0. (4.1)

Utilizando las componentes no nulas del tensor de Ricci (??) para un espacio-

tiempo estático con simetŕıa esférica, obtenemos tres ecuaciones independientes

(debido a que Rφφ = sin2 θRθθ). Note que:

e2(β−α)Rtt +Rrr = 0, (4.2)
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2

r
(∂rα + ∂rβ) = 0 ⇒ α = −β + k, (4.3)

donde k es una constante de integración. Al reemplazar el resultado anterior

en la ecuación Rθθ = 0 se tiene:

e−2ke2α[r(−2∂rα)− 1] + 1 = 0, (4.4)

e2α = e2k − Rs

r
y e2β = e2k

(
e2k − Rs

r

)−1

, (4.5)

donde Rs es una constante de integración. Al reemplazar estos resultados en la

ecuación (3.7), se tiene que:

ds2 = −
(
e2k − Rs

r

)
c2dt2 +

e2k(
e2k − Rs

r

)dr2 + r2dΩ2. (4.6)

Tomando el ĺımite cuando r →∞:

ĺım
r→∞

ds2 = −e2kc2dt2 + dr2 + r2dΩ2. (4.7)

Como condición se impone que si r →∞ recuperemos la métrica de Minkowski,

es decir, el espacio-tiempo debe ser asintóticamente plano. La única forma de que

esto suceda es cuando k = 0. Por lo tanto, la métrica exterior de Schwarzschild

está dada por:

ds2
ext = −

(
1− Rs

r

)
c2dt2 +

1(
1− Rs

r

)dr2 + r2dΩ2. (4.8)



30

Para valores de r muy grandes, pero aún bajo la influencia de un campo gra-

vitacional, la métrica de Schwarzschild debe ser compatible con la aproximación

de campo débil (apéndice A). Al igualar las componentes gtt de ambas métricas,

se tiene que:

1− Rs

r
= 1 +

2φ

c2
⇒ Rs =

2GM

c2
, (4.9)

donde φ = −GM
r

es el potencial gravitatorio Newtoniano y Rs es el radio de

Schwarzschild. Note que la métrica de Schwarzschil (4.8) aparentemente tiene dos

puntos problemas {0, Rs}. Supongamos que tenemos un objeto con R < Rs. Si

existe algún problema con la geometŕıa, entonces algún escalar debe ser divergente

en dichos puntos. Note que:

El escalar de curvatura R = 0, debido a que para soluciones de vaćıo Rµν = 0.

El escalar Ricci cuadrado RµνR
µν = 0.

El escalar de kretschmann RµνλρR
µνλρ = 48G2M2

c4r6 .

El punto r = Rs es un punto regular para el escalar de Kretschmann, mientras

que r = 0 es un punto singular. Ahora considere el siguiente escenario, un emisor

ubicado en r1 > Rs env́ıa señales de luz a un receptor ubicado en r2 > r1, tal como

se muestra en la siguiente figura:
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Figura 4.1: Env́ıo de señales de luz.

El cociente entre la variación del tiempo propio del emisor y el receptor está

dado por:

∆τR
∆τE

=
νE
νR

=
λR
λE

=

(
1− 2GM

c2r1

) 1
2

(
1− 2GM

c2r2

) 1
2

. (4.10)

Suponga que el emisor se acerca al radio de Schwarzschild r1 → Rs y el receptor

es un observador muy lejano r2 →∞, entonces se tiene que:

∆τR =
1(

1− 2GM
c2r2

) 1
2

∆τE →∞ y
λR
λE
→∞, (4.11)

el intervalo de tiempo en que el receptor recibe una señal de luz tiende a infinito,

es decir, a medida que el emisor se acerca al radio de Schwarzschild, el receptor

tarda más tiempo en recibir sus señales y este nunca lo ve ingresar más allá de RS.

Al calcular las geodésicas radiales de tipo tiempo, se tiene que:

τ − τ1 = −2

3

(
c2

2GM

) 1
2

(r
3
2 − r

3
2
1 ), (4.12)
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donde r < Rs. Por lo tanto, el tiempo propio del emisor para atravesar Rs es

finito, es decir, el emisor śı puede ir más allá de Rs aunque para el receptor este

nunca logre pasar dicha zona. Calculamos las geodésicas nulas con θ y φ constantes:

ct = r +
2GM

c2
ln |c2r − 2GM |+ cte, (4.13)

ct = −r − 2GM

c2
ln |c2r − 2GM |+ cte. (4.14)

Utilizando el siguiente cambio de coordenadas (Eddington - Finkelstein):

c̄t = ct+
2GM

c2
ln |c2r − 2GM |, (4.15)

entonces las geodésicas nulas adoptan la siguiente forma:

barct = r +
4GM

c2
ln |c2r − 2GM |+ cte, (4.16)

c̄t = −r + cte. (4.17)
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Los diagramas espacio-temporales para la métrica de Schwarzschil se muestran

en la siguiente figura:

Figura 4.2: Diagramas espacio-temporales. (Corteśıa de L. Ryder [4].)

Note que los conos de luz se doblan y apuntan hacia r = 0 a medida que alguna

part́ıcula de prueba se acerca a Rs. Si r < Rs, el elemento de ĺınea se puede escribir

como:

ds2 = −
(

1− 2GM

c2r

)−1

dr2 +

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2 + r2dΩ2. (4.18)

Esto demuestra que los roles del espacio y el tiempo se intercambian en la re-

gión r < Rs, debido a que las coordenadas r y t cambian de signo. El objeto que

acabamos de describir se denomina agujero negro y el borde r = Rs es el horizonte

de sucesos. Estos objetos pueden producirse en la naturaleza debido al colapso

gravitacional en la “muerte” de una estrella con M = 4− 5M�.
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En el siguiente caṕıtulo calcularemos la métrica interior de Schwarzschild para

un objeto esférico de radio R y masa M en reposo. Como condiciones de borde se

tienen: presión nula en la superficie p(R) = 0, la función de masa en la superficie

es la masa total m(R) = M y el acomple entre las métricas externa e interna

g
(int)
µν (R) = g

(ext)
µν (R).
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Caṕıtulo 5

Solución Interior de Schwarzschild

5.1. Consideraciones

Considere una esfera de materia de radio R (estática) aislada en el espacio

profundo. La materia contenida en el interior se puede describir como un fluido

perfecto, cuyo Tµν está dado por:

Tµν = −
(
ρm +

p

c2

)
UµUν + pgµν , (5.1)

donde Uµ es el vector cuadrivelocidad de la esfera de materia y gµν es la métrica

que describe el espacio en su interior. Debemos resolver las ecuaciones de campo

de Einstein con simetŕıa esférica utilizando el tensor de enerǵıa-momento en (5.1)

para r < R. Por conservación del tensor de enerǵıa-momento se tiene que:

∇µ

[(
ρm +

p

c2

)
UµUν − pgµν

]
= 0, (5.2)
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UµUν∇µ

(
ρm +

p

c2

)
+
(
ρm +

p

c2

)
[Uµ∇µU

ν + Uν∇µU
µ]− p∇µg

µν − gµν∇µp = 0.

(5.3)

Multiplicamos la expresión anterior por Uν . Al reducir términos:

Uµ∇µρm +
(
ρm +

p

c2

)
∇µU

µ = 0. (5.4)

Reemplazando la ecuación (5.4) en la ecuación (5.3):

−
(
gµν − UµUν

c2

)
∇µp+

(
ρm +

p

c2

)
Uµ∇µU

ν = 0. (5.5)

Resolviendo la ecuación (5.5), vea el apéndice F, obtenemos:

∂rα = − 1

c2
(
ρm + p

c2

) dp
dr
, (5.6)

la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). Considere la componente

Gtt del tensor de Einstein para simetŕıa esférica:

Gtt = e2(α−β)

[
2

r
∂rβ −

1

r2

(
1− e2β

)]
= − 1

r2
e2α∂r

[
r(e−2β − 1)

]
. (5.7)

El cuadrivector velocidad para un fluido estático está dado por Uµ = (c, 0, 0, 0).

Calculamos la componente Ttt del tensor enerǵıa - momento:

Ttt =
(
ρm +

p

c2

)
c2e2α − pe2α = c2ρme

2α. (5.8)
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Al reemplazar (5.7) y (5.8) en las ecuaciones de campo:

1

r2
∂r
[
r(e−2β − 1)

]
= −8πG

c2
ρm. (5.9)

Integrando la ecuación anterior hasta cierto radio r ≤ R:

r(e−2β − 1) = −8πG

c2

∫ r

0

ρm(r′)r′2dr′. (5.10)

Se define la función de masa como:

m(r) = 4π

∫ r

0

ρm(r′)r′2dr′. (5.11)

Al reemplazar (5.11) en (5.10) obtenemos la componente grr del tensor métrico:

1

grr
= e−2β = 1− 2Gm(r)

rc2
. (5.12)

Considere la componente Grr del tensor de Einstein para simetŕıa esférica:

Grr =
2

r
∂rα +

1

r2

(
1− e2β

)
=

2

r
∂rα−

2Gm

r2(rc2 − 2Gm)
. (5.13)

Sabemos que Ur = 0 y grr = e2β. Al calcular la componente rr del tensor
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enerǵıa-momento:

Trr = −
(
ρm +

p

c2

)
(Ur)

2 + pgrr = pe2β. (5.14)

Utilizando este el resultado en (5.12), tenemos:

Trr = p

(
1

1− 2Gm
rc2

)
=

rc2p

rc2 − 2Gm
. (5.15)

Reemplazando las ecuaciones (5.13) y (5.15) en las ecuaciones de campo:

∂rα =
G(mc2 + 4πr3p)

rc2(rc2 − 2Gm)
=
Gmc2(1 + 4πr3p

mc2
)

r2c4(1− 2Gm
rc2

)
. (5.16)

Tomando el resultado anterior podemos reescribir la ecuación TOV:

dp

dr
= −Gm

r2

(
ρm +

p

c2

)(
1 +

4πr3p

mc2

)(
1− 2Gm

rc2

)−1

. (5.17)

5.2. Métrica Interior de Schwarzschild

Note que para este caso las ecuaciones de campo de Einstein corresponden a un

sistema de 3 ecuaciones y 4 incógnitas (p(r), ρ(r), α(r)yβ(r)), para resolver estas

ecuaciones es necesario proveer de una ecuación de estado. Supongamos que:

ρm(r) = ρo = cte, (5.18)
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entonces la ecuación (5.11) se puede escribir como:

m(r) = 4πρo

∫ r

0

r′2dr′ =
4

3
πr3ρo. (5.19)

Utilizando la condición de borde m(R) = M en la ecuación (5.12), se tiene:

grr = h(r) = e2β(r) =

(
1− Rsr

2

R3

)−1

. (5.20)

Ahora, considere la ecuación (5.6):

∂rα = − 1

c2
(
ρo + p

c2

) dp
dr

= − 1(
ρo + p

c2

) d
dr

(
ρo +

p

c2

)
= − d

dr
ln
(
ρo +

p

c2

)
. (5.21)

Integrando la expresión anterior:

p(r) = c2
( a

eα(r)
− ρo

)
. (5.22)

La presión en la superficie de la esfera de materia debe de ser nula:

p(R) = 0 ⇒ c2
( a

eα(R)
− ρo

)
= 0 ⇒ a = ρoe

α(R). (5.23)
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Por las condiciones de Juntura de Darmois-Israel que aseguran la continuidad

de la primera forma fundamental, la componente gtt = −e2α(r) de la métrica interior

debe de acoplarse con la métrica exterior para r = R. Por lo tanto, se tiene que:

e2α(R) = 1− 2GM

c2R
= 1− Rs

R
. (5.24)

Aśı, a está dada por:

a = ρo

(
1− Rs

R

)1/2

. (5.25)

Ahora, reemplazamos las ecuaciones (5.19) y (5.22) en (5.16)

∂rα =
G(mc2 + 4πr3p)

rc2(rc2 − 2Gm)
=

G

rc2(rc2 − 8
3
πr3ρoG)

(
4

3
πr3ρoc

2 +
4πr3ac2

eα(r)
− 4πr3ρoc

2

)
.

(5.26)

Al integrar, organizar terminos y utilizar la ecuación (5.25), se tiene:

eα(r) =
1

2ρo

[
3ρo

(
1− Rs

R

)1/2

−
√

3cK

(
1− Rsr

2

R3

)1/2
]
, (5.27)

donde K es una constante de integración. Utilizando nuevamente las condicones

de Juntura de Darmois-Israel, tal que la métrica interior y exterior se acoplen en

r = R obtenemos:

1

2ρo

[
3ρo

(
1− Rs

R

)1/2

−
√

3cK

(
1− Rs

R

)1/2
]

=

(
1− Rs

R

)1/2

, (5.28)

⇒ K =
ρo√
3c
. (5.29)
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Al reemplazar el valor de K en (5.27), se obtiene la componente gtt de la métrica

interior de Schwarzschild:

− gtt = f(r) = e2α(r) =
1

4

[
3

(
1− Rs

R

)1/2

−
(

1− Rsr
2

R3

)1/2
]2

≥ 0. (5.30)

El elemento de ĺınea en el interior (r < R) de la esfera de materia está dado

por:

ds2
int = −1

4

[
3

(
1− Rs

R

)1/2

−
(

1− Rsr
2

R3

)1/2
]2

c2dt2 +
1(

1− Rsr2

R3

)dr2 + r2dΩ2.

(5.31)

Definimos:

H =
2GM

c2R3
=
Rs

R3
. (5.32)

Al reemplazar las ecuaciones (5.25), (5.30) y (5.32) en la ecuación para la

presión (5.22), se tiene que:

p(r) = ρoc
2

[ √
1−H2r2 −

√
1−H2R2

3
√

1−H2R2 −
√

1−H2r2

]
. (5.33)

Note que las ecuaciones (5.20), (5.30) y (5.33) son soluciones de primer orden

sujetas a las siguientes condiciones de borde:

p(R) = 0, m(R) = M, f(R) = h−1(R) = 1− Rs

R
(5.34)
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Por lo tanto, no hay libertad para ajustar la primera derivada f ′(R). Sin embar-

go, esta primera derivada es también continua con la solución exterior de Schwarzs-

child, siempre y cuando la solución interior (5.30) - (5.33) se mantenga regular en

todas partes. Esta solución es regular en todas partes excepto por al menos un r

en el interior cuando el denominador en la ecuación (5.33):

D = 3
√

1−H2R2 −
√

1−H2r2 (5.35)

se anula en el intervalo r ∈ [0, R]. Debido a que f = 1
4
D2, si D = 0 la presión

p(r) diverge en el mismo valor en el cual f(r) se anula. De otra forma f(r) > 0 y

la solución interior es regular en todas partes. La solución para D = 0 está dada

por r = Ro donde:

3
√

1−H2R2 =
√

1−H2R2
0 ⇒ R0 = 3R

√
1− 8

9

R

Rs

(5.36)

La cual es puramente imaginaria si R > 9
8
Rs. Por lo tanto, en este caso se tiene

que D > 0 y la presión p(r) permanece finita en el eje real [0, R]. La presión p(r)

es positiva y monótona decreciente hacia afuera de su máximo en r = 0 y f(r)

permanece estrictamente positiva.
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Figura 5.1: p(r) para R > 9
8
Rs, se muestran los valores R/Rs = 1,250, 1,136, 1,126

(rojo, verde, azul) respectivamente. (Corteśıa de P. Mazur y E. Mottola [12].)

Figura 5.2: f
1
2 (r) para R > 9

8
Rs, se muestran los valores R/Rs =

2,50, 1,67, 1,25, 1,136, 1,126 (café, naranja, rojo, verde, azul) respectivamente. (Cor-

teśıa de P. Mazur y E. Mottola [12].)
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A medida que R → 9
8
Rs (Ĺımite de Buchdahl) desde arriba, el cero del deno-

minador D se aproxima al eje real en R0 = 0 y la divergencia de la presión central

p(0) → ∞ aparece con f(0) → 0 en el mismo punto. Por lo tanto, en el valor

cŕıtico R = 9
8
Rs, la solución con densidad constante para p(r) finita en todos lados

deja de existir.

Figura 5.3: p(r) para R < 9
8
Rs, se muestran los valores R/Rs = 1,124, 1,087, 1,053

(café, naranja, rojo) respectivamente. (Corteśıa de P. Mazur y E. Mottola [12].)

Figura 5.4: f
1
2 (r) para R < 9

8
Rs, se muestran los valores R/Rs =

1,124, 1,087, 1,053, 1,010, 1,001 (café, naranja, rojo, verde, azul) respectivamente.
(Corteśıa de P. Mazur y E. Mottola [12].)
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Ahora que hemos calculado la solución interior de Schwarzschil y analizamos su

comportamiento en el ĺımite de Buchdahl, en el siguiente caṕıtulo, demostraremos

cómo el modelo de gravastar propuesto por Mazur y Mottola surge como un ĺımite

de esta solución y estudiaremos sus propiedades.
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Caṕıtulo 6

Modelo de Gravastar como un
ĺımite de la solución interior de
Schwarzschild

6.1. Modelo de Mazur y Mottola

En esta sección estudiaremos el modelo de gravastar de Mazur y Mottola pro-

puesto en [11, 12]. Considere las soluciones (5.30) y (5.33) para Rs < R < 9
8
Rs

donde el cero del denominador D en R0 se desplaza fuera del origen a valores fini-

tos en el intervalo 0 < R0 < R. Luego, (5.33) muestra una nueva solución interior

regular para 0 ≤ r < R0 donde D < 0 y p(r) < 0, mientras que f(r) se mantiene

positiva.
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A medida que la estrella se comprime y su radio se acerca al radio de Schwarzs-

child R → R+
s desde afuera, la ecuación (5.36) muestra que Ro se desplaza desde

el origen hasta el borde exterior de la estrella, i.e. R0 → R−s , y en ese limite la

solucion con presión negativa llega a abarcar toda la región interior 0 ≤ r < R,

excluyendo solo el ĺımite exterior en R = Rs. Finalmente, debido a que en este

ĺımite H2R2 = Rs
R
→ 1, la ecuación (5.33) muestra que dicha presión negativa es

constante:

p(r) = −ρoc2, para r < R = R0 = Rs =
2GM

c2
, (6.1)

y las componentes de la métrica adquieren la siguiente forma:

f(r) =
1

4

(
1−H2r2

)
=

1

4
h−1(r) =

1

4

(
1− r2

R2
s

)
, H =

1

Rs

. (6.2)

Aśı, el elemento de ĺınea en el interior de una gravastar está dado por:

ds2 = −1

4

(
1−H2r2

)
c2dt2 +

1

(1−H2r2)
dr2 + r2dΩ2, (6.3)

que corresponde a un parche del espacio-tiempo de Sitter en coordenadas estáti-

cas (vea el apéndice G), aunque gtt es 1
4

de su valor usual. Por lo tanto, el paso del

tiempo en el interior se modifica de lo que se esperaŕıa en las coordenadas estáticas

habituales del espacio - tiempo de Sitter. Las gráficas para p(r) = −ρoc2 y f
1
2 (r)

se muestran en las siguientes figuras:
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Figura 6.1: Presión negativa para ĺımite de la solución interior de Schwarzschild
R = 1,000001Rs. (Corteśıa de P. Mazur y E. Mottola [12].)

Figura 6.2: f
1
2 (r) para ĺımite de la solución interior de Schwarzschild R = Rs. Note

que f
1
2 (0) = 0,5 en el centro de la estrella. (Corteśıa de P. Mazur y E. Mottola

[12].)
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La solución (6.3) corresponde a una solución interior de radio R = R0 = Rs =

2GM
c2

, la cuál contiene un flúıdo cosmológico. El exterior de esta estrella luce como

un agujero negro de de Schwarzschil, pero sin singularidad ni horizonte de eventos.

El precio que se debe pagar es que la solución viola la continuidad de la presión.

Debido a la aparente dificultad de unir el espacio de Sitter interior con el vaćıo

de Schwarzschild exterior en los bordes comunes nulos H = 1
Rs

, entonces una capa

fina superficial máximamente ŕıgida con p = ρoc
2 debe de ser colocada entre la

solución interior de Sitter y la solución exterior de Schwarzschild. En ese caso hay

dos bordes separados tipo - tiempo en r = r1 y r = r2 con r1 < r2, tal que ambos

están muy cerca del horizonte. Por lo tanto, se podŕıa tomar el ĺımite r1 → R−s y

r2 → R+
s . Note que la tensión superficial habitual de la membrana de una burbuja

proporciona una fuerza hacia adentro (correspondiente a pt < 0) resistiendo la

expansión del volumen encerrado con presión positiva y en este caso el gradiente

de presión dp
dr

es negativo en el borde, mientras que la presión transversal pt > 0

de una gravastar produce una fuerza hacia afuera, tendiendo a expandir el área

superficial y el gradiente de presión dp
dr

es positivo en el borde.

Para tratar de recuperar la continuidad de la presión, en el siguiente caṕıtulo

exploraremos la idea de que la presión de una gravastar debe de ser anisótropa.

Para ello debemos de reemplazar la función delta de presión positiva en Rs debida

a la capa fina de materia, por una función continua.
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6.2. Gravastars con Presión Anisótropa

A lo largo de esta sección demostraremos que la presión dentro de una gravastar

debe ser anisótropa, tal como propone Cattoen et al. en [1]. Se quiere eliminar la

capa fina de materia del modelo anterior. Para ello, la presión radial pr ya no debe

de ser descrita mediante una delta de Dirac en R = Rs = R0 sino que debe ser

continua (aunque no es necesario que la densidad sea continua y, por lo general,

no es continua en la superficie de la gravastar). Cualitativamente la presión radial

debe tener la siguiente forma:

Figura 6.3: Gráfico cualitativo de p(r) para una gravastar. (Corteśıa de Cattoen

et al. [1])
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Para “suavizar” la capa infinitesimalmente delgada del modelo de gravastar

propuesto por Mazur y Mottola, consideraremos geometŕıas esféricas simétricas

estáticas, tales que:

Dentro de la gravastar, r < R, la densidad es positiva y finita.

La presión central es negativa, pc < 0, tal que pc = −ρc. (No demandamos

que ρ = −pr = −pt excepto en el centro.)

El espacio tiempo no tiene un horizonte de sucesos.

La densidad positiva, la presión central negativa y la ausencia de horizonte de

sucesos son las 3 principales caracteŕısticas que describen a una gravastar. Adicio-

nalmente se tiene que:

Para mantener el espacio-tiempo regular, p′r(0) = 0 y pc = pr(0) = pt(0).

Debe haber un máximo de presión cerca del radio de Schwarzschild, rmax =

Rs, que satisface pr(rmax) > 0 y p′r(rmax) = 0.

Debe haber exactamente dos radios en donde la presión radial sea nula.

• El primer punto, r0, donde pr(r0) = 0 y p′r(r0) > 0.

• El segundo punto, R, donde pr(R) = 0 y p′r(R) ≤ 0. El punto r = R, el

cual por construcción debe de satisfacer R > rmax > ro, es denominado

como la superficie de la gravastar.

La presión pr(r) debe de ser continua.
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Ahora demostraremos porque una gravastar debe de tener una presión anisótro-

pa. Considere un fluido perfecto, tal que la presión es isotrópica p = pr = pt. Note

que la ecuación TOV evaluada en r = r0, el primer punto donde la presión es nula,

da como resultado:

dp

dr

∣∣∣∣
r=r0

= −4πr0

3

ρρ̄

1− 2m/r0

, (6.4)

donde ρ̄(r) ≡ m(r)/
(

4
3
πr3
)
. Note que dp

dr

∣∣
r=r0

es por suposición positivo, mien-

tras que en la ecuación (6.4) muestra que el gradiente de presión es negativo. Por

lo tanto, la ecuación TOV no se cumple en el punto r = ro. Ahora considere el

punto de presión máxima positiva, r = rmax. La ecuación TOV en este punto da

como resultado:

dp

dr

∣∣∣∣
r=rmáx

= −4πrmáx

3

(ρ+ p)(ρ̄+ 3p)

1− 2m/rmáx

. (6.5)

Pero ρ > 0 en todas partes dentro de la gravastar, y por suposición pr(rmax) > 0

en el modelo que estamos considerando. Aśı que dp
dr

∣∣
r=rmáx

debe de ser cero, pero

la ecuación (6.5) muestra que el gradiente de presión es negativo. Por lo tanto, la

ecuación TOV no se cumple en el punto r = rmax.

De hecho la presión radial es creciente en el intervalo ro ≤ r < rmax, mientras

que la presión radial en el mismo intervalo es positiva. Es decir, que el gradiente

de presión dp
dr

es positivo en dicha región, pero la ecuación TOV arroja un valor

negativo. Por lo tanto, por contradicción se deduce que una presión isotrópica en

dicho intervalo no permite satisfacer la ecuación TOV y una geometŕıa espacio -

temporal estática puede ser solamente obtenida con presiones anisótropas.
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Conclusiones

La solución interior de Schwarzschild posee algunas propiedades notables, entre

ellas el hecho de que puede describir un modelo en que la materia ordinaria puede

ser incompresible y la posibilidad de una densidad constante bajo las presiones

extremas de un colapso gravitacional, lo cual conduce al modelo de gravastar como

alternativa al modelo de agujero negro.

En la capa fina de materia con ecuación de estado p = ρc2, se podŕıa esperar

producir frentes de choque salientes cuando esta sea golpeada. Esto puede servir

para distinguir gravastars de agujeros negros mediante la observación. Los espec-

tros de radiación gravitacional de una gravastar golpeada debeŕıan llevar la huella

de sus frecuencias fundamentales de vibración.

Note que el espacio-tiempo de Sitter en el interior de la gravastar con ecuación

de estado p = −ρc2 puede ser interpretado como un fluido cosmológico, tal que

el horizonte del universo en expansión es reemplazado por una interfase cuántica

(capa delgada de materia).
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Observaciones recientes de ondas gravitacionales como la señal GW190521 son

indicadores de que la teoŕıa de formación de agujeros negros no es consistente,

debido a que hay un gap de masa en su formación. Una forma teórica de solucionar

el problema del gap de masa es que los objetos ultracompactos generadores de

la señal GW190521 posiblemente son gravastars, debido a que estas no tienen

restricciones de masa. Por lo tanto, GW190521 podŕıa ser evidencia experimental

a favor de la existencia de gravastars, tal como se propone en [2].

(Para trabajos recientes ver referencias [6, 7, 8, 9, 10]).
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Apéndice A

Aproximación de Campo Débil

La acción de una part́ıcula relativista viene dada por:

S =

∫
Ldt = −mc2

∫ τ2

τ1

dτ = −mc
∫ s2

s1

ds. (A.1)

El lagrangiano de una part́ıcula relativista en ausencia de gravedad es:

L0 = −mc2

√
1− v2

c2
. (A.2)

Tomando el ĺımite v
c
<< 1, se tiene que:

L0 = −mc2 +
mv2

2
, (A.3)

donde v es la velocidad de la part́ıcula y c es la velocidad de la luz. Note

que el primer término en el lagrangiano es la enerǵıa en reposo de la part́ıcula,
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mientras que el segundo termino es su enerǵıa cinética. En presencia de gravedad

el lagrangiano toma la forma:

Lg = −mc2 +
mv2

2
−mφ, (A.4)

donde φ es el potencial gravitatorio Newtoniano. Note que:

S =

∫
Lgdt =

∫ t2

t1

(
−mc2 +

mv2

2
−mφg

)
dt = −mc

∫ s2

s1

ds,

⇒ ds =

(
c− v2

2c
+
φg
c

)
dt.

Elevando al cuadrado y despreciando los términos que se anulan en el ĺımite

para velocidades muy pequeñas v
c
<< 1, se tiene que:

ds2 = −
(

1 +
2φ

c2

)
c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (A.5)

Hemos obtenido el elemento de ĺınea para la aproximación de campo débil. El

tensor métrico para esta aproximación está dado por:

gµν =



−
(
1 + 2φ

c2

)
0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


. (A.6)
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De forma alternativa es posible escribir:

gµν = ηµν + hµν =



−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


+



−2φ
c2

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


. (A.7)

Donde ηµν es la métrica de Minkowski y hµν es una pequeña perturbación debi-

da al campo gravitacional débil. Note que elemento gtt de la métrica es dependiente

del potencial gravitatorio φ, por lo que la métrica contiene no solamente informa-

ción acerca de la geometŕıa del espacio, también posee información referente al

campo gravitacional.
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Apéndice B

Variación de la Ráız del
Determinante del Tensor Métrico

Considere la función f : Rn → R definida como:

f(x1, x2, ..., xn) =
√
x1 · x2 · · · xn.

Obtenemos su expansión en series de Taylor aproximada a primer orden en el

punto p = (λ1, λ2, ..., λn):

f(x1, x2, ..., xn) ≈ f(λ1, λ2, ..., λn)+
∂f

∂x1

∣∣∣∣
p

(x1−λ1)+
∂f

∂x2

∣∣∣∣
p

(x2−λ2)+...+
∂f

∂xn

∣∣∣∣
p

(xn−λn).

Se define la variación de f como δf = f(x1, x2, ..., xn)−f(λ1, λ2, ..., λn), enton-

ces se puede escribir:

δf =
∂f

∂x1

∣∣∣∣
p

(x1 − λ1) +
∂f

∂x2

∣∣∣∣
p

(x2 − λ2) + ...+
∂f

∂xn

∣∣∣∣
p

(xn − λn).
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Sea i = 1, 2, ..., n el ı́ndice que indica la i-ésima variable, note que:

∂f

∂xi
(x1, x2, ..., xi, ..., xn) =

1

2
√
x1 · x2 · · · xi · · · xn

· (x1 · x2 · · · xi−1 · xi+1 · · · xn),

∂f

∂xi
(x1, x2, ..., xi, ..., xn) =

1

2xi
√
x1 · x2 · · · xi · · · xn

· (x1 ·x2 · · ·xi−1 ·xi ·xi+1 · · ·xn),

∂f

∂xi
(x1, x2, ..., xi, ..., xn) =

1

2xi
·
√
x1 · x2 · · · xi · · · xn,

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

=
1

2λi
·
√
λ1 · λ2 · · · λi · · · λn.

Definimos δλi = xi − λi y al utilizar el resultado anterior en la expresión para

δf podemos escribir:

δf = δ(
√
λ1 · λ2 · · · λn) =

1

2
·
√
λ1 · λ2 · · · λn

(
1

λ1

δλ1 +
1

λ2

δλ2 + ...+
1

λn
δλn

)
.

Construimos la siguiente matriz:

A =



λ1 0 ... 0

0 λ2 ... 0

...
...

. . .
...

0 0 ... λn


.

Claramente A es una matriz diagonal. Sabemos que det(A) =
√
λ1 · λ2 · · · λn
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y su inversa está dada por:

A−1 =



1
λ1

0 ... 0

0 1
λ2

... 0

...
...

. . .
...

0 0 ... 1
λn


.

Sean Aαβ los elementos de A y Aαβ los elementos de A−1 podemos escribir:

δ(
√
det(A)) =

1

2

√
det(A)

(
A11δA11 + A22δA22 + ...+ AnnδAnn

)
.

Utilizando el convenio de suma de Einstein tenemos que:

δ(
√
det(A)) =

1

2

√
det(A)AαβδAαβ.

Sea gµν el tensor métrico escrito en una base tal que este sea diagonal con

signatura (- + + +). Definimos g = det(gµν) y escribimos:

∴ δ(
√
−g) =

1

2

√
−g gµνδgµν . �

Note que a pesar de que esta expresión ha sido construida con una base tal que

la métrica sea diagonal, el resultado es independiente de la base escogida. Esto es

debido a que gµν , δgµν son tensores y su contracción es un escalar. Por lo tanto,

la expresión anterior es la misma sin importar la base con la que trabajemos.
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Apéndice C

Śımbolos de Christoffel en
Función del Determinante del
Tensor Métrico

Partimos de la conexión métrica:

Γαγδ =
1

2
gαβ(∂γgβδ + ∂δgβγ − ∂βgγδ).

Hacemos el siguiente cambio de ı́ndices α→ µ, γ → µ y δ → ν:

Γµµν =
1

2
gµβ(∂µgβν + ∂νgβµ − ∂βgµν),

Γµµν =
1

2
(gµβ∂µgβν + gµβ∂νgβµ − gµβ∂βgµν).

Utilizando la simetŕıa del tensor métrico en el tercer término:

Γµµν =
1

2
(gµβ∂µgβν + gµβ∂νgβµ − gβµ∂βgµν).
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Haciendo el cambio de ı́ndices mudos (β ↔ µ) en el tercer término:

Γµµν =
1

2
(gµβ∂µgβν + gµβ∂νgβµ − gµβ∂µgβν).

Observamos que el primer y segundo termino se cancelan, por lo que podemos

escribir:

⇒ Γµµν =
1

2
gµβ∂νgβµ.

Ahora tomando la expresión obtenida en el apéndice anterior para la variación

de la ráız del tensor métrico:

δ(
√
−g) =

1

2

√
−g gβµδgβµ.

Dividiendo para δxν :

δ(
√
−g)

δxν
=

1

2

√
−g gβµ

δgβµ
δxν

.

Tomando el ĺımite δxν → 0:

∂ν
√
−g =

1

2

√
−g gβµ∂νgβµ ⇒ 1

2
gµβ∂νgβµ =

1√
−g

∂ν
√
−g.

Finalmente, al comparar las expresiones podemos escribir:

∴ Γµµν =
1√
−g

∂ν
√
−g. �
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Apéndice D

Variación del Tensor de
Curvatura de Ricci

Partimos del tensor de curvatura de Riemann:

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ.

El tensor de curvatura de Ricci se define como:

Rσν = Rρ
σρν = ∂ρΓ

ρ
νσ − ∂νΓρρσ + ΓρρλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
ρσ.

Procedemos a tomar la variación de la expresión anterior:

δRσν = δ(∂ρΓ
ρ
νσ)− δ(∂νΓρρσ) + δ(ΓρρλΓ

λ
νσ)− δ(ΓρνλΓ

λ
ρσ),

δRσν = ∂ρ(δΓ
ρ
νσ)− ∂ν(δΓρρσ) + Γλνσδ(Γ

ρ
ρλ) + Γρρλδ(Γ

λ
νσ)− Γλρσδ(Γ

ρ
νλ)− Γρνλδ(Γ

λ
ρσ).
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Hacemos el cambio de ı́ndices mudos (ρ→ µ):

δRσν = ∂µ(δΓµνσ)− ∂ν(δΓµµσ) + Γλνσ(δΓµµλ) + Γµµλ(δΓ
λ
νσ)− Γλµσ(δΓµνλ)− Γµνλ(δΓ

λ
µσ).

Como la diferencia de conexiones δΓµνσ es un tensor, entonces podemos tomar

su derivada covariante:

∇µ(δΓµνσ) = ∂µ(δΓµνσ) + Γµµλ(δΓ
λ
νσ)− Γλµν(δΓ

µ
λσ)− Γλµσ(δΓµνλ),

∇ν(δΓ
µ
µσ) = ∂ν(δΓ

µ
µσ) + Γµνλ(δΓ

λ
µσ)− Γλνµ(δΓµλσ)− Γλνσ(δΓµµλ).

Restando las expresiones anteriores se tiene:

∇µ(δΓµνσ)−∇ν(δΓ
µ
µσ) = ∂µ(δΓµνσ)−∂ν(δΓµµσ)+Γλνσ(δΓµµλ)+Γµµλ(δΓ

λ
νσ)−Γλµσ(δΓµνλ)−Γµνλ(δΓ

λ
µσ).

Finalmente, comparando se tiene:

∴ δRσν = ∇µ(δΓµνσ)−∇ν(δΓ
µ
µσ). �

Esta expresión es mejor conocida como la Identidad de Palatini.
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Apéndice E

Variación del Escalar de Ricci

El Escalar de Ricci se define como:

R = gαβRαβ.

Tomamos la variación de la ecuación anterior:

δR = Rαβδg
αβ + gαβδRαβ.

Al reemplazar por la expresión para la variación del Tensor de Ricci se tiene:

δR = Rαβδg
αβ + gαβ

(
∇λ(δΓ

λ
αβ)−∇β(δΓλλα)

)
,

δR = Rαβδg
αβ + gαβ∇λ(δΓ

λ
αβ)− gαβ∇β(δΓλλα).
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Recuerde que por la conexión métrica se tiene que ∇ρgµν = 0. Si T γαβ es un

tensor, entonces ∇ρ(gµνT
γ
αβ) = gµν∇ρT

γ
αβ + T γαβ∇ρgµν = gµν∇ρT

γ
αβ. Por lo que

podemos escribir:

δR = Rαβδg
αβ +∇λ(g

αβδΓλαβ)−∇β(gαβδΓλλα).

Hacemos el cambio de los ı́ndices mudos en el segundo término (λ→ a) y para

el tercer término (β → a)

δR = Rαβδg
αβ +∇a(g

αβδΓaαβ)−∇a(g
αaδΓλλα),

δR = Rαβδg
αβ +∇a(g

αβδΓaαβ − gαaδΓλλα).

Como la diferencia de conexiones es un tensor y la multiplicación de tensores

es un tensor, definimos el siguiente tensor contravariante de rango 1:

Ja = gαβδΓaαβ − gαaδΓλλα.

Tomando la derivada covariante del vector Ja:

∇bJ
a = ∂bJ

a + ΓabcJ
c.
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Igualando los ı́ndices a = b en la expresión anterior y utilizando la expresión

del apéndice C:

∇aJ
a = ∂aJ

a + ΓaacJ
c = ∂aJ

a +

(
1√
−g

∂c
√
−g
)
J c.

Haciendo el cambio de ı́ndices c→ a:

∇aJ
a = ∂aJ

a + ΓaacJ
c = ∂aJ

a +
1√
−g

Ja∂a
√
−g,

∇aJ
a =

1√
−g
√
−g∂aJa +

1√
−g

Ja∂a
√
−g =

1√
−g

(
√
−g∂aJa + Ja∂a

√
−g),

∇aJ
a =

1√
−g

∂a(
√
−gJa) →

√
−g∇aJ

a = ∂a(
√
−gJa).

Reemplazando en la expresión para la variación del escalar de Ricci:

∴ δR = Rαβδg
αβ +

1√
−g

∂a(
√
−gJa). �
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Apéndice F

Ecuación TOV

Tomando la derivada covariante del tensor enerǵıa-momento ∇µT
µν = 0 para

un fluido perfecto, se tiene que:

∇µ

[(
ρm +

p

c2

)
UµUν − pgµν

]
= 0,

UµUν∇µ

(
ρm +

p

c2

)
+
(
ρm +

p

c2

)
[Uµ∇µU

ν + Uν∇µU
µ]− p∇µg

µν − gµν∇µp = 0.

(F.1)

Multiplicamos la expresión anterior por Uν . Además, recuerde que UνUν = c2

y ∇µg
µν = 0:

c2Uµ∇µ

(
ρm +

p

c2

)
+
(
ρm +

p

c2

)
[UµUν∇µU

ν + c2∇µU
µ]− gµνUν∇µp = 0,

c2Uµ∇µ

(
ρm +

p

c2

)
+
(
ρm +

p

c2

)
[UµUν∇µU

ν + c2∇µU
µ]− Uµ∇µp = 0.
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Note que ∇µ(UνUν) = ∇µc
2 = 0 ⇒ Uν∇µU

ν = 0. Aśı, podemos escribir:

c2Uµ∇µ

(
ρm +

p

c2

)
+ c2

(
ρm +

p

c2

)
∇µU

µ − Uµ∇µp = 0,

c2Uµ∇µρm + Uµ∇µp+ c2
(
ρm +

p

c2

)
∇µU

µ − Uµ∇µp = 0,

Uµ∇µρm +
(
ρm +

p

c2

)
∇µU

µ = 0. (F.2)

Reemplazando la ecuación (F.2) en la ecuación (F.1):

UνUµ∇µρm+UµUν∇µ
p

c2
+
(
ρm +

p

c2

)
[Uµ∇µU

ν+Uν∇µU
µ]−p∇µg

µν−gµν∇µp = 0,

−
(
ρm +

p

c2

)
Uν∇µU

µ+UµUν∇µ
p

c2
+
(
ρm +

p

c2

)
[Uµ∇µU

ν+Uν∇µU
µ]−gµν∇µp = 0,

UµUν∇µ
p

c2
+
(
ρm +

p

c2

)
Uµ∇µU

ν − gµν∇µp = 0,

−
(
gµν − UµUν

c2

)
∇µp+

(
ρm +

p

c2

)
Uµ∇µU

ν = 0. (F.3)

La expresión anterior es la Ecuación de Euler para fluidos en forma covariante.

Note que el único ı́ndice independiente en la ecuación (F.3) es ν. Considere los

siguientes casos:

Si ν = t

−
(
gµt − UµU t

c2

)
∇µp+

(
ρm +

p

c2

)
Uµ∇µU

t = 0.

Debido a que la métrica gµν es diagonal y el vector cuadrivelocidad Uµ posee

solo componente temporal, al expandir los ı́ndices los únicos términos no
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nulos se obtienen cuando µ = t:

−
(
gtt − U tU t

c2

)
∇tp+

(
ρm +

p

c2

)
U t∇tU

t = 0.

Como la presión es un campo escalar se tiene que ∇tp = ∂tp:

−
(
gtt − U tU t

c2

)
∂tp+

(
ρm +

p

c2

)
U t[∂tU

t + ΓttkU
k] = 0.

Expandiendo sobre el ı́ndice k:

−
(
gtt − U tU t

c2

)
∂tp+

(
ρm +

p

c2

)
U t[∂tU

t + ΓtttU
t] = 0. (F.4)

Note que Γttt = 0 y por la condición de que el cuerpo es estático se tiene que

∂tP = 0 y ∂tU
t = 0. Por lo tanto, se satisface la ecuación anterior.

Si ν = j (alguna coordenada espacial)

−
(
gµj − UµU j

c2

)
∇µp+

(
ρm +

p

c2

)
Uµ∇µU

j = 0,

−gµj∇µp+
UµU j

c2
∇µp+

(
ρm +

p

c2

)
Uµ∇µU

j = 0.

Note que µ = i (alguna coordenada espacial) en el primer término, debido a

que el segundo ı́ndice j en la métrica representa a una coordenada espacial

y la métrica es diagonal. Además, U j = 0 en el segundo término porque

representa a una componente espacial de la cuadrivelocidad y esta sólo tiene

componente temporal, pero ∇µU
j = ∂µU

j + ΓjµkU
k = ΓjµtU

t 6= 0 en el último
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término.

−gij∇ip+
(
ρm +

p

c2

)
UµΓjµtU

t = 0.

Expandiendo sobre el ı́ndice µ en el segundo término:

−gij∂ip+
(
ρm +

p

c2

)
U tΓjttU

t = 0.

Note que el único elemento de Γjtt distinto de cero es Γrtt. Por lo tanto, en la

ecuación anterior escogemos j = r:

−gir∂ip+
(
ρm +

p

c2

)
U tΓrttU

t = 0.

Como la métrica es diagonal, necesariamente i = r:

− grr∂rp+
(
ρm +

p

c2

)
Γrtt(U

t)2 = 0. (F.5)

Recuerde que U t = (c, 0, 0, 0) y gttU
tU t = c2 ⇒ (Ut)2 = c2/gtt = gttc2:

−grr∂rp+ c2
(
ρm +

p

c2

)
gttΓrtt = 0.

Reemplazando la métrica de la ecuación (3.8) y tomando Γrtt de la ecuación

(3.10), se tiene que:

−e−2β∂rp− c2
(
ρm +

p

c2

)
e−2αe2(α−β)∂rα = 0,

e−2β∂rp+ c2
(
ρm +

p

c2

)
e−2β∂rα = 0,
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∂rp+ c2
(
ρm +

p

c2

)
∂rα = 0.

Para un cuerpo con simetŕıa esférica, la presión únicamente dependeŕıa de

forma expĺıcita del radio. Por lo tanto, se tiene que:

∂rα = − 1

c2
(
ρm + p

c2

) dp
dr
. � (F.6)

Esta es la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV).



75

Apéndice G

Espacio - Tiempo de Sitter

G.1. Espacios Maximalmente Simétricos

Def.n Una variedad n - dimensional con 1
2
n(n+ 1) vectores de Killing (número

de isometŕıas) es un espacio maximalmente simétrico.

Si una variedad es maximalmente simétrica, la curvatura es la misma en todas

partes (debido a las isometŕıas de traslación) y la misma en cada dirección (debido

a las isometŕıas de rotación). Por lo tanto, si sabemos la curvatura en un punto de

un espacio maximalmente simétrico, entonces sabemos su curvatura en todos sus

puntos.

Debido a que la geometŕıa es la misma en todas las direcciones, entonces el

tensor de curvatura debe de ser el mismo en todas las direcciones, es decir, Rρσµν

no cambia respecto a transformaciones de Lorentz en un vecindario para un punto

p (donde gµν ≈ ηµν). Los únicos tensores que no cambian respecto a las transfor-

maciones de Lorentz son la métrica, la delta de Kronecker y el tensor de Levi -
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Civita. Esto significa que para estas coordenadas y para este punto, las compo-

nentes el tensor de Riemman Rρσµν serán proporcionales a un tensor construido a

partir de estos tensores invariantes. Intentando construir un tensor con las mismas

simetŕıas que el tensor de Riemann se llega a que la única posibilidad es:

Rρσµν = k(gρµgσν − gρνgσµ),

donde k es una constante de proporcionalidad. Note que al multiplicar por gαρ:

Rα
σµν = k(δαµgσν − δαν gσµ).

Haciendo la contracción µ = α:

Rσν = Rα
σαν = k(δααgσν − δαν gσα) = k(ngσν − gσν) = k(n− 1)gσν .

Finalmente, al multiplicar por gσν se tiene que:

R = gσνRσν = k(n− 1)gσνgσν = n(n− 1)k ⇒ k =
R

n(n− 1)
.

Obteniendo las expresiones para el tensor de Riemann y el tensor de Ricci en

espacios maximalmente simétricos:

Rρσµν =
R

n(n− 1)
(gρµgσν − gρνgσµ) y Rσν =

R

n
gσν . � (G.1)



77

Esta es una relación tensorial, aśı que debe de ser cierta para cualquier siste-

ma de corrdenadas. Nuestro argumento para construir esta relación se basa en un

pequeño vecindario para un punto p, pero en un espacio maximalmente simétri-

co todos los puntos son creados igual, aśı que esta relación debe de ser cierta

en cualquier otro punto. Por lo tanto, esta relación es verdadera para cualquier

espacio maximalmente simétrico, en cualquier punto, para cualquier sistema de

coordenadas.

G.2. Espacio - tiempo de Sitter

Def.n El espacio tiempo de Sitter es una subvariedad de un espacio de Min-

kowski generalizado de una dimensión superior.

Considere el espacio de Minkowski R1,n con la métrica estandar:

ds2 = −dx2
o +

n∑
i=1

dx2
i . (G.2)

El espacio de Sitter es la subvariedad descrita por la hiperboloide de una hoja:

− x2
o +

n∑
i=1

x2
i = α2, (G.3)

donde α es alguna constante distinta de cero con dimensiones de longitud. El

grupo de isometŕıas del espacio - tiempo de Sitter es el grupo de Lorentz O(1, n).

Por lo tanto, el espacio - tiempo de Sitter tiene 1
2
n(n + 1) campos vectoriales
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de Killing linealmente independientes y es maximalmente simétrico (su curvatura

escalar debe de ser constante).

Debido a que el tensor de enerǵıa momento Tµν es nulo para el espacio - tiempo

de Sitter, entonces este debe de ser una solución de vaćıo para las ecuaciones de

campo de Einstein:

Rµν −
1

2
Rgµν = −Λgµν , (G.4)

donde Λ > 0 es una constante positiva que representa la enerǵıa de vaćıo.

Se define el tensor de enerǵıa - momento del vaćıo como:

T (vacuum)
µν = − c4

8πG
Λgµν . (G.5)

Reemplazando la expresión para el tensor de Ricci (G.1) en (G.4), se tiene que:

R

n
gµν −

1

2
Rgµν = −Λgµν ,

(
Λ− n− 2

2n
R

)
gµν = 0.

Como gµν 6= 0, se deduce que:

R =
2n

n− 2
Λ > 0. � (G.6)

La curvatura escalar R es positiva y constante.
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G.3. Espacio Tiempo de Sitter en Coordenadas

Estáticas

Considere un espacio - tiempo de Minkowski R1,4 con la métrica estandar:

ds2 = −dx2
o + dx2

1 + dx2
2 + dx2

3 + dx2
4. (G.7)

El espacio - tiempo de Sitter es la hipersuperficie definida por:

− x2
o + x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 = α2, (G.8)

donde (xo, x1, x2, x3, x4) son las coordenadas cartesianas en el espacio de Min-

kowski. El espacio de Sitter está dado por una hiperboloide. Considere el siguiente

cambio de coordenadas:

xo = −
√
α2 − r2 sinh

(
t

α

)
,

x1 = −
√
α2 − r2 cosh

(
t

α

)
,

x2 = r cos(θ),

x3 = r sin(θ) cos(φ),

x4 = r sin(θ) sin(φ).

(G.9)

Note que las ecuaciones (G.9) satisfacen la relación (G.8) y (x2, x3, x4) son la

parametrización de una esfera de radio r. La métrica de Sitter puede ser obtenida
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al calcular la métrica inducida por el cambio de coordenadas en (G.9):

dxo = − 1

α

√
α2 − r2 cosh

(
t

α

)
dt+

r√
α2 − r2

sinh

(
t

α

)
dr,

dx1 = − 1

α

√
α2 − r2 sinh

(
t

α

)
dt+

r√
α2 − r2

cosh

(
t

α

)
dr,

dx2 = cos(θ)dr − r sin(θ)dθ,

dx3 = sin(θ) cos(φ)dr + r cos(θ) cos(φ)dθ − r sin(θ) sin(φ)dφ,

dx4 = sin(θ) sin(φ)dr + r cos(θ) sin(φ)dθ + r sin(θ) cos(φ)dφ.

(G.10)

Al reemplzar las ecuaciones (G.10) en (G.7) y simplificando términos, se obtiene

la métrica de Sitter:

ds2 = −
(

1− r2

α2

)
dt2 +

dr2(
1− r2

α2

) + r2
(

dθ2 + sin2 θdφ2
)
. � (G.11)

Note que hay un horizonte cosmológico en r = α.
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