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RESUMEN

En este proyecto estudiaremos el modelo de gravastar desarrollado por P. Mazur
vy E. Mottola. Este modelo fue propuesto como una alternativa a los agujeros negros
y consta de tres regiones: su exterior esta descrito por el vacio de Schwarzschil, su
interior esta descrito por el espacio-tiempo de Sitter y una region intermedia que
consta de una fina capa de materia. Estudiaremos los temas mas esenciales de la
teoria de la relatividad general y terminaremos demostrando cémo el modelo de

Gravastar surge como un limite de la solucién interior de Schwarzschil.

Palabras clave: gravastar, estrellas ultracompactas, estrellas gravitacionales
de vacio, agujeros negros, relatividad general, métrica de Schwarzschil, métrica de

Sitter.



ABSTRACT

In this project we will study the gravastar model developed by P. Mazur and
E. Mottola. This model was proposed as an alternative to black holes and consists
of three regions: its exterior is described by the Schwarzschil vacuum, its interior
is described by de Sitter spacetime, and an intermediate region consisting of a thin
layer of matter. We will study the most essential topics of the theory of general
relativity and we will end by demonstrating how the Gravastar model emerges as

a limit of the Schwarzschil interior solution.

Keywords: gravastar, ultracompact stars, gravitational vacuum stars, black

holes, general relativity, Schwarzschil metric, de Sitter metric.
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Capitulo 1

Introduccion

Una estrella ultracompacta, estrella gravitacional de vacio o gravastar es un
modelo tedrico originalmente propuesto por Pawel Mazur y Emil Mottola [I1] en
el ano 2002. Este modelo surge como una propuesta alternativa a los agujeros
negros. Una gravastar y un agujero negro lucirian similares en el exterior debido
a que en esa regiéon ambos se describen mediante la métrica de Schwarzschild en

el vacio.

En el modelo original [I1], 2] una gravastar posee tres regiones: una externa
que esta descrita por la métrica Schwarzschild en el vacio, una interna descrita por
la métrica de Sitter y una capa fina de materia ubicada justo en el radio de Sch-
warzschild R que acopla el vacio de Schwarzschil con el espacio-tiempo de Sitter.
En la zona interna la ecuacion de estado es p = —pg, donde la presion negati-
va constante puede interpretarse como “energia oscura” que causa una expansion

frenando el colapso gravitacional y evitando asi la formaciéon de una singularidad.
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Para estudiar el modelo de gravastar es necesario hacer una revisién de los topi-
cos mas esenciales de la teoria de la relatividad general, tales como la derivacién de
las ecuaciones de campo de Einstein y sus soluciones en simetria esférica: la métri-
ca interior y exterior de Schwarzschild. A lo largo de este proyecto se estudiaran
los temas mencionados para luego construir el modelo de gravastar propuesto por

Mazur y Mottola.
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Capitulo 2

Ecuaciones de Campo de Einstein

Las ecuaciones de campo de Einstein nos dicen cémo el espacio-tiempo se curva
por la presencia de materia y dicha curvatura es la responsable del efecto gravi-
tacional. Existen dos formas de derivar las ecuaciones de campo, la primera orgi-
nalmente propuesta por Albert Einstein en 1915, la cual consiste en construir un
tensor que contenga informacién de la geometria del espacio-tiempo y su deriva-
da covariante sea cero. La segunda forma de obtener estas ecuaciones, propuesta
originalmente por David Hilbert, es mediante el principio de minima accién. A lo
largo de este capitulo se construiran las ecuaciones de campo y veremos cémo en
la aproximacién de campo débil estas ecuaciones concuerdan con la teoria de la

gravitaciéon de Newton.

De la aproximacion de campo débil (apéndice |A]) sabemos que el tensor métrico
gy contiene informaciéon de la geometria del espacio-tiempo y el campo gravita-
cional, por lo que queremos construir una densidad lagrangiana £ que dependa del

tensor métrico y sus derivadas. Considere que:
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1. El sector gravitacional de la accién solo debe depender de la geometria (No
debe existir ningtin marco de referencia o sistema de coordenadas preferen-

cial).

2. La geometria debe ser Pseudo-Riemanniana, es decir, la signatura del tensor

métrico es (— + ++).

3. La densidad lagrangiana debe contener términos lineales de hasta la segunda

derivada del tensor métrico.

Por la condicién (1) la accién es:

S = /Md Y (2.1)

Como se mencioné anteriormente, £ es una funcion escalar que depende del
tensor métrico y sus derivadas. Por la condicién (3) £ no puede contener termi-
nos mas alla de la segunda derivada del tensor métrico. Un escalar que contiene
informacion sobre la geometria del espacio-tiempo y posee términos lineales que
dependen hasta la segunda derivada del tensor métrico es el escalar de curvatu-
ra R. Si tomamos £ = R, etonces la ecuacién se convierte en la accion de

Hilbert-Einstein:

Note que Sgy es invariante frente a transformaciones generales de coordenadas,

ya que d*z\/—g forma el elemento de volumen. Utilizamos el principio de minima
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accién 0Sgy = 0:

§Spg =96 { /M d4x¢—_gR] = /M d*r(v/=géR + Ré\/—g) = 0. (2.3)

Utilizando las expresiones calculadas para d,/—g y R en los apéndices [B|y

respectivamente, se tiene que:

0Spy = / d*z\/—g <Ruv — %ng) ogh” +/ d*20,(v/—gJ*) = 0. (2.4)
M M

Suponiendo una variedad espacio-temporal M sin frontera que se extiende
hasta el infinito y que la variacion de la métrica dg"” se anula en el limite, entonces

la segunda integral no contribuye con la variacién de la acciéon y podemos escribir:

1
0Syg = / d*zv/—g (RW — §Rg,w) 0g'” = 0. (2.5)
M

Luego, esto conduce a:

1
R/u/ - §Rgm/ = 07 (26>

que corresponden a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio. La accién
completa de la teoria estd dada por la suma de la accién de Einstein-Hilbert y el

término de materia.

S =Syp+ Sm = / d*r/—gR+ / d*a/=gLo. (2.7)
M M
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Nuevamente, utilizamos el principio de minima accion:

K

—TW> Sg" =0, (2.8)

1
0S = / d4:L‘\/ —g (RMV - _Rg/w -
M 2 2

y obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein en presencia de materia:

Ruw = 3R = ST, (2.9)
donde:
R=g"R,, (2.10)
Ry = R% 0, (2.11)
R® 5, = 0gl's, — 0,05, + T5,I0, — [0\ T'3,, (2.12)
= %g”” (OvGmp + OuGmv — OmGn) » (2.13)
Ty = GuvLom — gObm (2.14)

dgrv’

R, es el tensor de Ricci, R” 4, es el tensor de Riemann, I' l’)y son los simbolos
de Christoffel y T}, es el tensor de energia-momento. La constante x es elegida
de tal forma que en el limite Newtoniano recuperemos la Ley de la Gravitacion

Universal. Multiplicando por g"” a ambos lados de la ecuacién ([2.9)), se tiene que:

1 1 K K
—_ - H — — —4 = —T == ——T T - MVT .
R— 3RO, =R—-4R=ST = R=-T, donde 9" T
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Al reemplazar este resultado en las ecuaciones de campo de Einstein (2.9)),

podemos escribir:

K 1
Rw/ = 5 |:Tu1/ - §Tg;u/:| . (215)

Considere la aproximacién de campo débil discutida en el apéndice [A}

G =N +hw y ¢ =n""=h", donde |h| << 1. (2.16)

Recuerde que la componente ggy del tensor métrico contiene informacién del

campo gravitacional. Tomamos la componente 00 de las ecuaciones de campo:

K 1 K
Roo = 2 {TOO - §T00900} B ZTO(M donde Too = T’ goo- (2.17)
Note que:
Roo = R0 = =0T (2.18)

Como g, no depende del tiempo, unicamente queda la parte espacial de la

contraccion anterior:

, 1 ‘ 1 . 1 ’ 1., 1
Roo = =0T = 59i(9"*Dagoo) = 50:(9”;900) ~ 50i(n"” D;hao) = 50"0ihoo = 5V *hoo,
2 2 2 2 2
1 ArG
ROO = C_2VZ¢ = 2 Pms (219)
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donde ¢ es el potencial gravitatorio Newtoniano. Considere el tensor energia

momento como:

p
T;w = - (pm + g) U;,LUV +pg;wa (220)

donde U* = ~(e,v) es el vector cuadrivelocidad, v es el factor de Lorentz, ¢
es la velocidad de la luz en el vacio, p,, es la densidad de masa y p es la presion.

Calculamos la componente Ty:

Too = (pm + %) ¢ — (1 — hoo)p ~ pum. (2.21)

Al reemplazar (2.19) y (2.21)) en (2.17)), se tiene que:

167G

ct

K =

. (2.22)

Finalmente, al reemplazar (2.22)) en (2.9) obtenemos las ecuaciones de campo
de Einstein de tal forma que en la aproximacion de campo débil coincidan con la

ley de la gravitacion universal de Newton:

1 87
RIU/ — §ng/ = 7Tuy. (223)

En el siguiente capitulo calcularemos las ecuaciones de campo de Einstein para
un espacio-tiempo estatico con simetria esférica, las cuales seran utilizadas en
posteriores capitulos para obtener la métrica dentro y fuera de un cuerpo esférico

en reposo con masa M.
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Capitulo 3

Ecuaciones de Campo Para un
Espacio-Tiempo Estatico de
Simetria Esférica

Trabajaremos con el siguiente sistema de coordenadas (2°, 1, 2%, 3) = (ct,r,0, ¢),
donde ct representa la componente temporal, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio
y (r,0,¢) son las coordenadas esféricas en R® que representan las componentes

espaciales. Considere que:

= Kl espacio-tiempo tiene simetria esférica, es decir, es invariante bajo rotacio-

nes y reflexiones.

= Kl espacio-tiempo es estatico, es decir, la geometria del mismo no cambia a

. . Oguv
mediada que el tiempo transcurre ag:() =0.

» La signatura del tensor métrico es (— + ++).
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La forma mas general del elemento de linea esta dada por:

ds® = g, datdx”, (3.1)

donde g,, es el tensor métrico de 4 x 4 componentes, el cual es simétrico
por definicién (esto implica que tiene tinicamente 10 elementos independientes).
Considere las siguientes transformaciones (reflexiones sobre una coordenada, por

lo que se espera que las componentes de la métrica mantengan su forma):

v (29 2t 22 23) — (=20 2!, 2% 2P)

, 0z Ox” Oz 0xP
Joo = ww%,@ = _@@gaﬁ = —gov , para v #0.

Sin embargo, sabemos que las componentes del tensor métrico no deben de
cambiar sobre reflexiones, por lo que podemos escribir ¢, = go,. Al combinar

estos resultados, se tiene que:

Joo=—900 = Goo=20w =0, para v #0.

De manera similar se obtienen las expresiones para las otras componentes.
" gL, =—9, = Jgu=01=0, para v#1,
" Go,=—Go, = (o =20 =0, para v+#2,

" g3 =0 = g3 =0 =0, para v#3.
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De los resultados anteriores se puede inferir que el tensor métrico es diagonal,

por lo que el elemento de linea se reduce a la siguiente expresion:

ds® = goo*dt® + gu1dr® + goadf? + gs3dg’®. (3.2)

Considere una hipersuperficie espacio-temporal con ¢ fijo. Si variamos (6, ¢) y
las componentes de la métrica cambian, entonces se estaria violando la invariancia
sobre rotaciones. Por lo tanto, la componente g;; del tensor métrico debe depender
unicamente del radio r, g;; = A(r). Mediante un argumento similar, se tiene que
g2o = B(r). Para una Hipersuperficie Espacio-Temporal con ¢ y r fijos, el elemento

del linea debe de ser igual al de una esfera en un espacio Euclideo tridimensional:

di? = r*d0* + r*sin”(0)d¢*. (3.3)

Al comparar con la parte angular de la métrica obtenida en la ecuacién (3.2)),

se tiene que:

G22d0* + g11d¢* = r?dH* + r? sin®(0)d¢?, (3.4)

= gu=r> A gg=r1° sinz(ﬁ). (3.5)

Al combinar los resultados anteriores, podemos escribir:

ds* = A(r)dt* + B(r)dr?® + r*d6* + r*sin*(0)d¢?. (3.6)
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Definimos dQ? = d#? + sin?(0)d¢*. Para mantener la signatura de la métrica

tomamos A(r) = —e?*) y B(r) = ¢**(") por lo tanto:

ds? = = c2dt? 4 PO dr? 4 1r2d02. (3.7)

El tensor métrico esta dado por:

—e2 0 0 0
0 e28r) 0
G = . (38)
0 0 7 0
0 0 0 r%sin?(9)

Utilizando la métrica (3.8]) y la ecuacién (2.13)) podemos calcular los simbolos

de Christoffel para un espacio-tiempo estatico con simetria esférica:

0 da 0 0
o laa 0 00
T, = , (3.9)
0 0 00
0 0 00
e Ada 0 0 0
0 0. 0 0
I, = : (3.10)
0 0 —re 2 0
0 0 0 —re~2%sin?(#)




000 0
) 00 1 0
I, =

010 0

0 0 0 —sin(f)cos(M)

0 0 0 0

1

e 00 0 1

00 0 cot(h)

0 =+ cot(0) 0

25

, (3.11)

(3.12)

Utilizando los simbolos de Christoffel (3.9)), (3.10)), (3.11)), (3.12)) y la ecuacién

(2.12)) obtenemos las componentes no nulas del tensor de Riemman:

R, = 8,00, — 8a — (0,a)?,

R,y = —re” 0.,
Ry = —re”*#sin?00,a,
Ry, =re 0,5,

bro = re 2 sin% 00,4,

Rz)9¢ =(1- 6_2’8) sin? 6.

(3.13)

(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)

(3.18)
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Utilizando el tensor de Riemman y la ecuacién R,, = Rf, obtenemos las

componentes no nulas del tensor de Ricci:

2
Ry = e 1520 + (9,0)* — 0,0,8 + ~Opal (3.19)
Ry = —0% — (0,0)% + 0,00, + %&B, (3.20)
Roo = e 2 [r (0,8 — 0,0) — 1] + 1, (3.21)

R¢¢ = SiIl2 QRQQ. (322)

El escalar de curvatura se calcula mediante la contracciéon R = ¢g*” R,,,,. Debido
a que la métrica g, es diagonal, entonces su inversa g"” también es diagonal y se
relacionan de la siguiente forma g = 1/g,,. Por lo que podemos escribir:

1

1 1 1
R = ERtt + W o WR()G + ﬁRqﬁqﬁa (323)

R=—2¢2 9%+ (0,a)” — 0,00, + % (O, — 0.5) + %2 (1—¢e*)|. (3.24)

Definimos el tensor de Einstein como:

1

G =R, — 5

Rgyuw. (3.25)

Calculamos sus componentes:

2 1
Gu=e"D 20,6 — 5 (1-)| = =T, (3.26)
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2 1 25 8rG
Gr'r’ = ;&a + ﬁ (1 — € ) = ?Tr'ra (327)
—28[,.292 2 2 2 8nGG
Gop = € [7’ OZa+r° (0,a)” — r°0,a0.5 + r (Oya — dﬁ)} = Toe, (3.28)
Gy = sin?(0)Gyy = 8:4GT¢¢- (3.29)

Utilizando las ecuaciones de campo de Einstein para un espacio-tiempo estatico
con simetria esférica obtendremos una solucién de vacio (donde 7, = 0) en el exte-
rior de un cuerpo esférico de masa M. La métrica que satisface estas condicones es
conocida como métrica exterior de Schwazschil y puede describir aproximadamen-
te como se comporta el espacio-tiempo en el exterior de un planeta, una estrella o
cualquier otro cuerpo con simetria esférica. Ademas, esta métrica puede describir

el modelo més simple de un agujero negro.
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Capitulo 4

Solucion Exterior de
Schwarzschild

Sea un objeto esférico de masa M, estatico, aislado y de radio R. Queremos
encontrar la métrica del espacio-tiempo para r > R. Note que en dicha regién del
espacio-tiempo no hay materia ni energia, por lo que el tensor de energia-momento
es nulo 7}, = 0, entonces por las ecuaciones de campo de Einstein en el

vacio también se pueden escribir como:
R, = 0. (4.1)
Utilizando las componentes no nulas del tensor de Ricci (??7) para un espacio-

tiempo estatico con simetria esférica, obtenemos tres ecuaciones independientes

debido a que Ry, = sin? O Ryy). Note que:
¢

62(B_Q)Rtt + Rrr = 0, (42)
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% Ga+8B) =0 = a=-B+k (4.3)

donde k es una constante de integracion. Al reemplazar el resultado anterior

en la ecuacién Ryy = 0 se tiene:

e ke [r(—20,a) — 1] +1 =0, (4.4)
R, RN\
62a — €2k . T y 626 — er (62k . 7) ’ (45)

donde R, es una constante de integracion. Al reemplazar estos resultados en la

ecuacion ([3.7)), se tiene que:

R 2k
2 2%k s\ 2,2 2 2 192
dS :—(6 —T>Cdt —|—de +r dQ . (46)
Tomando el limite cuando r — oo:
lim ds? = —e**c?dt? + dr® 4 r2dQ>. (4.7)

7—00

Como condicién se impone que si 7 — oo recuperemos la métrica de Minkowski,
es decir, el espacio-tiempo debe ser asintéticamente plano. La tnica forma de que
esto suceda es cuando £ = 0. Por lo tanto, la métrica exterior de Schwarzschild

esta dada por:

" dr® 4 r2dQ>. (4.8)

R,
ds?,, = — (1 — —) cdt* +

R
(-%)
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Para valores de » muy grandes, pero aiin bajo la influencia de un campo gra-
vitacional, la métrica de Schwarzschild debe ser compatible con la aproximacién
de campo débil (apéndice . Al igualar las componentes g;; de ambas métricas,

se tiene que:

R, 2 2GM
1——:1+—f =  Ri=—, (4.9)
r c c
donde ¢ = —% es el potencial gravitatorio Newtoniano y R es el radio de

Schwarzschild. Note que la métrica de Schwarzschil (4.8)) aparentemente tiene dos
puntos problemas {0, R,}. Supongamos que tenemos un objeto con R < Rg. Si
existe algiin problema con la geometria, entonces algiin escalar debe ser divergente

en dichos puntos. Note que:

» Elescalar de curvatura R = 0, debido a que para soluciones de vacio R, = 0.

» El escalar Ricci cuadrado R, R* = 0.

2 2
» El escalar de kretschmann R, R/ = 48G-M-
NN A6

El punto r = R, es un punto regular para el escalar de Kretschmann, mientras
que r = 0 es un punto singular. Ahora considere el siguiente escenario, un emisor
ubicado en r; > R, envia senales de luz a un receptor ubicado en ry > rq, tal como

se muestra en la siguiente figura:
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Emisor Receptor

11 ?/\f\_f\/-l- YAV

12 |
1

Figura 4.1: Envio de senales de luz.

El cociente entre la variacién del tiempo propio del emisor y el receptor esta

dado por:
1
1 _ 26M 2
ATR Ve )\R o 2ry (4 10)
ATE VR )\E (1_ 2G]V[>§. ’
cra

Suponga que el emisor se acerca al radio de Schwarzschild r; — Ry y el receptor

es un observador muy lejano ry — 0o, entonces se tiene que:

1 A
Atp = ———— AT = 00 Yy LN 00, (4.11)

el intervalo de tiempo en que el receptor recibe una senal de luz tiende a infinito,
es decir, a medida que el emisor se acerca al radio de Schwarzschild, el receptor
tarda més tiempo en recibir sus senales y este nunca lo ve ingresar mas alld de Rg.

Al calcular las geodésicas radiales de tipo tiempo, se tiene que:

2/ & \? 3
T—T = 3 <2G’M> (7“% —r7), (4.12)
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donde r < R,. Por lo tanto, el tiempo propio del emisor para atravesar R, es
finito, es decir, el emisor si puede ir méas alld de R, aunque para el receptor este

nunca logre pasar dicha zona. Calculamos las geodésicas nulas con 6 y ¢ constantes:

2GM
ct =r+——1In|*r —2GM| + cte, (4.13)
¢
2GM
ct=—-r———In |c*r — 2G M| + cte. (4.14)
¢

Utilizando el siguiente cambio de coordenadas (Eddington - Finkelstein):

M
In|c®r — 2G M|, (4.15)

_ 2
ct = ct + 3
c

entonces las geodésicas nulas adoptan la siguiente forma:

A4GM
barct =r+ ——1In |c?r — 2G M| + cte, (4.16)
c

ct = —r + cte. (4.17)
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Los diagramas espacio-temporales para la métrica de Schwarzschil se muestran

en la siguiente figura:

ct

ct r=2m

Figura 4.2: Diagramas espacio-temporales. (Cortesia de L. Ryder [4].)

Note que los conos de luz se doblan y apuntan hacia r = 0 a medida que alguna
particula de prueba se acerca a R. Sir < Ry, el elemento de linea se puede escribir

COImao:

2GM\ 2GM
d32:_<1_ G ) dr2+(1— (’; >c2dt2+r2d92. (4.18)

cr c2r

Esto demuestra que los roles del espacio y el tiempo se intercambian en la re-
gién r < R, debido a que las coordenadas r y t cambian de signo. El objeto que
acabamos de describir se denomina agujero negro y el borde r = R es el horizonte
de sucesos. Estos objetos pueden producirse en la naturaleza debido al colapso

gravitacional en la “muerte” de una estrella con M =4 — 5M,.
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En el siguiente capitulo calcularemos la métrica interior de Schwarzschild para
un objeto esférico de radio R y masa M en reposo. Como condiciones de borde se
tienen: presién nula en la superficie p(R) = 0, la funcién de masa en la superficie

es la masa total m(R) = M y el acomple entre las métricas externa e interna

g (R) = g (R).
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Capitulo 5

Solucion Interior de Schwarzschild

5.1. Consideraciones

Considere una esfera de materia de radio R (estdtica) aislada en el espacio
profundo. La materia contenida en el interior se puede describir como un fluido

perfecto, cuyo T, estd dado por:

P
T, =— <pm i §> UU, + PG, (5.1)

donde U, es el vector cuadrivelocidad de la esfera de materia y g, es la métrica
que describe el espacio en su interior. Debemos resolver las ecuaciones de campo
de Einstein con simetria esférica utilizando el tensor de energia-momento en (/5.1))

para r < R. Por conservacion del tensor de energia-momento se tiene que:

V. [(pm + %) urur — pg’“’] =0, (5.2)
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., p P A v
UrUry, (pm i C—2> + <pm n g) [U"N U + UV, UM — pV g™ — ¢V p = 0.

(5.3)
Multiplicamos la expresién anterior por U,. Al reducir términos:
UPY o + (pm + %) v, 0" = 0. (5.4)
Reemplazando la ecuacion en la ecuacién ((5.3)):
_ (g’“’ _ Ug]) V. + (pm n %) Urv,U" = 0. (5.5)
Resolviendo la ecuaciéon (5.5)), vea el apéndice , obtenemos:
doa——— L B (5.6)

la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). Considere la componente

Gy del tensor de Einstein para simetria esférica:

Gy = 2P %&ﬁ — 7“_12 (1—e*)| = =50, [r(e™® —1)]. (5.7)

El cuadrivector velocidad para un fluido estatico estd dado por U* = (¢, 0,0, 0).

Calculamos la componente T}; del tensor energia - momento:

T, — (,Om I %) 22— e = 2p, (5.8)
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Al reemplazar (5.7)) y (5.8) en las ecuaciones de campo:

_ 8w
ﬁﬁr [T(@ 28 _ 1)} = _7pm (59)

Integrando la ecuacién anterior hasta cierto radio r < R:

rG [T
e -1 = =52 [ gyt (5.10)
c 0
Se define la funcién de masa como:
m(r) = 47r/ P ()2 dr. (5.11)
0

Al reemplazar ((5.11f) en ([5.10]) obtenemos la componente g, del tensor métrico:

1 g 2G'm(r)
— =1- . 5.12
Grr ‘ rc? (5.12)

Considere la componente G, del tensor de Einstein para simetria esférica:

1

r2

2G'm

r2(rc2 —2Gm) (5.13)

G, = 287,04 + (1 - 626) = 2&@ —
T T

Sabemos que U, = 0y ¢, = €*’. Al calcular la componente rr del tensor
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energia-momento:

p
T = = (Pm + C_z) (U)* + pgrr = pe®. (5.14)

Utilizando este el resultado en ((5.12)), tenemos:

1 rcip
T, — - . 5.15
p<1—20—m> rc2 —2Gm (5.15)

rc?

Reemplazando las ecuaciones (5.13)) y (5.15)) en las ecuaciones de campo:

2 4 o3 Gmc2(1 4nr3p
B — G(mc® + 4mrop) _ Gme ( +2ch2 ) (5.16)
rc(re? — 2Gm) rict(1 — 223)

Tomando el resultado anterior podemos reescribir la ecuacion TOV:

d Amp 2 -
—pz—G—m(per%) <1+ Mp) (1— Gm) . (5.17)

dr 72 mc? rc2

5.2. Meétrica Interior de Schwarzschild

Note que para este caso las ecuaciones de campo de Einstein corresponden a un
sistema de 3 ecuaciones y 4 incégnitas (p(r), p(r), a(r)yB(r)), para resolver estas

ecuaciones es necesario proveer de una ecuacion de estado. Supongamos que:

pm (1) = po = cte, (5.18)
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entonces la ecuacién (5.11)) se puede escribir como:

" 4
m(r) = 47Tp0/ r2dr’ = 57?7“3,00. (5.19)
0

Utilizando la condicién de borde m(R) = M en la ecuacion ([5.12)), se tiene:

2\ —1
Grr = h(r) = 200 = (1 _ R ) |

= (5.20)

Ahora, considere la ecuacion (5.6)):

1 dp 1 d D D
OSSN . SN ) DO A B
¢ 2 (po+ &) dr (po+ %) dr Po 2 ar "\t 2 (5:21)
Integrando la expresion anterior:
e
p(?“) =cC <€a(T) - po) . (522)

a
PR =0 = (o mp)=0 = e=pe® (52
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Por las condiciones de Juntura de Darmois-Israel que aseguran la continuidad

2a(r)

de la primera forma fundamental, la componente g, = —e de la métrica interior

debe de acoplarse con la métrica exterior para r = R. Por lo tanto, se tiene que:

2GM R
2a(R) _ 1 _ -1
e - =17 (5.24)
Asi, a esta dada por:
R\ M2
a=p, (1 — E) : (5.25)

Ahora, reemplazamos las ecuaciones (5.19) y (5.22)) en ([5.16)

G(mc? 4 4rr3p) G 4 4rrdac?
0’[‘ - = o 3 o 2 - 4 s o ? :
“ rc2(rc2 —2Gm)  ré(re — $mrip,G) TP ot

(5.26)

Al integrar, organizar terminos y utilizar la ecuacién ([5.25)), se tiene:

1 1/2 2\ 1/2
) — 5 [3p0 (1 - &) —V3cK (1 L > , (5.27)

o R R3

donde K es una constante de integracién. Utilizando nuevamente las condicones
de Juntura de Darmois-Israel, tal que la métrica interior y exterior se acoplen en

r = R obtenemos:

1 R. 1/2 R. 1/2
1—=2)  —VBeK (1--=
20, [3p0( R) Ve ( R)
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Al reemplazar el valor de K en ([5.27)), se obtiene la componente gy de la métrica
interior de Schwarzschild:

2

1 R\ ? B2\ V2
_ _ J2a(r) _ S S

por:
2
1 R\ M2 R\ /2 1
dsj,, = — |3 (1 - —s> - (1 -= ) Adt? + —————dr? + r*dQ>.
Cod [ R R (1 5)
(5.31)
Definimos:
2GM R,
H=—rs = 15 (5.32)

Al reemplazar las ecuaciones (5.25)), (5.30) y (5.32) en la ecuacién para la
presion ((5.22)), se tiene que:

L[ VIZHZ? 1 PR
3v1— H2R? — /1 — H%2

p(r) = poc (5.33)

Note que las ecuaciones (5.20), ((5.30) y (5.33]) son soluciones de primer orden

sujetas a las siguientes condiciones de borde:

p(R)=0, m(R)y=M, f(R)=h'(R)=1-—-2 (5.34)
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Por lo tanto, no hay libertad para ajustar la primera derivada f’(R). Sin embar-
go, esta primera derivada es también continua con la solucién exterior de Schwarzs-
child, siempre y cuando la solucién interior - se mantenga regular en
todas partes. Esta solucion es regular en todas partes excepto por al menos un r

en el interior cuando el denominador en la ecuaciéon (5.33)):

D =3V1— H2R? — /1 — H?p? (5.35)

se anula en el intervalo r € [0, R]. Debido a que f = $D?, si D = 0 la presién
p(r) diverge en el mismo valor en el cual f(r) se anula. De otra forma f(r) >0y
la solucién interior es regular en todas partes. La solucién para D = 0 estd dada

por r = R, donde:
5 8 R
3vV1— H2R? = 1—H2R0 = Ry=3R 1-55 (536)

La cual es puramente imaginaria si R > %Rs. Por lo tanto, en este caso se tiene
que D > 0 y la presién p(r) permanece finita en el eje real [0, R]. La presion p(r)
es positiva y monétona decreciente hacia afuera de su méaximo en r = 0y f(r)

permanece estrictamente positiva.
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0.6 0.8 o T
—sof

—100 F

-150 F

Figura 5.1: p(r) para R > %RS, se muestran los valores R/ Ry = 1,250, 1,136, 1,126

(rojo, verde, azul) respectivamente. (Cortesia de P. Mazur y E. Mottola [12].)

1O \1'1.
U.S_—

0.6

Figura 5.2: f2(r) para R > 3R,, se muestran los valores R/R, =
2,50,1,67,1,25,1,136, 1,126 (café, naranja, rojo, verde, azul) respectivamente. (Cor-
tesia de P. Mazur y E. Mottola [12].)
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A medida que R — gRS (Limite de Buchdahl) desde arriba, el cero del deno-
minador D se aproxima al eje real en Ry = 0 y la divergencia de la presion central
p(0) — oo aparece con f(0) — 0 en el mismo punto. Por lo tanto, en el valor

critico R = %Rs, la solucién con densidad constante para p(r) finita en todos lados

deja de existir.

150

100

=50 |

—100F ‘

Figura 5.3: p(r) para R < %Rs, se muestran los valores R/R; = 1,124,1,087,1,053
(café, naranja, rojo) respectivamente. (Cortesia de P. Mazur y E. Mottola [12].)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 r

Figura 5.4: f2(r) para R < 3R,, se muestran los valores R/R, =
1,124,1,087,1,053,1,010, 1,001 (café, naranja, rojo, verde, azul) respectivamente.
(Cortesia de P. Mazur y E. Mottola [12].)



45

Ahora que hemos calculado la solucién interior de Schwarzschil y analizamos su
comportamiento en el limite de Buchdahl, en el siguiente capitulo, demostraremos
como el modelo de gravastar propuesto por Mazur y Mottola surge como un limite

de esta solucién y estudiaremos sus propiedades.
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Capitulo 6

Modelo de Gravastar como un
limite de la solucion interior de

Schwarzschild

6.1. Modelo de Mazur y Mottola

En esta seccion estudiaremos el modelo de gravastar de Mazur y Mottola pro-
puesto en [I1], 12]. Considere las soluciones y para R, < R < %Rs
donde el cero del denominador D en Ry se desplaza fuera del origen a valores fini-
tos en el intervalo 0 < Ry < R. Luego, (5.33) muestra una nueva solucion interior
regular para 0 < r < Ry donde D < 0y p(r) < 0, mientras que f(r) se mantiene

positiva.
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A medida que la estrella se comprime y su radio se acerca al radio de Schwarzs-
child R — R} desde afuera, la ecuacién muestra que R, se desplaza desde
el origen hasta el borde exterior de la estrella, i.e. Ry — R, y en ese limite la
solucion con presion negativa llega a abarcar toda la regién interior 0 < r < R,
excluyendo solo el limite exterior en R = R,. Finalmente, debido a que en este

limite H?R? = % — 1, la ecuacién ([5.33) muestra que dicha presion negativa es

constante:
p(r) = —p,c?, para r<R=Ry=R,= 2C;]V[, (6.1)
y las componentes de la métrica adquieren la siguiente forma:
Fr) = i (1— H%?) = ihlm _ }l <1 - %) CH- R%. (6.2)
Asi, el elemento de linea en el interior de una gravastar esta dado por:
ds® = —i (1— H*?) Pdt* + deQ + r2dQ?, (6.3)

que corresponde a un parche del espacio-tiempo de Sitter en coordenadas estati-
cas (vea el apéndice , aunque gy es i de su valor usual. Por lo tanto, el paso del
tiempo en el interior se modifica de lo que se esperaria en las coordenadas estaticas
habituales del espacio - tiempo de Sitter. Las graficas para p(r) = —p,c® y f2(r)

se muestran en las siguientes figuras:
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Figura 6.1: Presion negativa para limite de la solucién interior de Schwarzschild
R = 1,000001R;. (Cortesia de P. Mazur y E. Mottola [12].)

Figura 6.2: f2 (r) para limite de la solucién interior de Schwarzschild R = R,. Note
que f2(0) = 0,5 en el centro de la estrella. (Cortesia de P. Mazur y E. Mottola

[12].)
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La solucion (|6.3)) corresponde a una solucion interior de radio R = Ry = R, =

QfZM , la cudl contiene un fluido cosmoldgico. El exterior de esta estrella luce como

un agujero negro de de Schwarzschil, pero sin singularidad ni horizonte de eventos.

El precio que se debe pagar es que la solucién viola la continuidad de la presion.

Debido a la aparente dificultad de unir el espacio de Sitter interior con el vacio

de Schwarzschild exterior en los bordes comunes nulos H = -

R entonces una capa
S

fina superficial maximamente rigida con p = p,c® debe de ser colocada entre la
solucion interior de Sitter y la solucion exterior de Schwarzschild. En ese caso hay
dos bordes separados tipo - tiempo en r = ry y r = ry con r; < ry, tal que ambos
estan muy cerca del horizonte. Por lo tanto, se podria tomar el limite ry = R y
ro — RY. Note que la tension superficial habitual de la membrana de una burbuja
proporciona una fuerza hacia adentro (correspondiente a p; < 0) resistiendo la
expansion del volumen encerrado con presion positiva y en este caso el gradiente
de presion % es negativo en el borde, mientras que la presién transversal p, > 0

de una gravastar produce una fuerza hacia afuera, tendiendo a expandir el area

superficial y el gradiente de presion Z—f es positivo en el borde.

Para tratar de recuperar la continuidad de la presion, en el siguiente capitulo
exploraremos la idea de que la presién de una gravastar debe de ser anisétropa.
Para ello debemos de reemplazar la funcion delta de presion positiva en Ry debida

a la capa fina de materia, por una funcién continua.
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6.2. Gravastars con Presion Anisétropa

A lo largo de esta seccién demostraremos que la presion dentro de una gravastar
debe ser anisétropa, tal como propone Cattoen et al. en [I]. Se quiere eliminar la
capa fina de materia del modelo anterior. Para ello, la presién radial p, ya no debe
de ser descrita mediante una delta de Dirac en R = R, = Ry sino que debe ser
continua (aunque no es necesario que la densidad sea continua y, por lo general,
no es continua en la superficie de la gravastar). Cualitativamente la presién radial

debe tener la siguiente forma:

e N\

Pe

-
o~
L—

o Twmazx R

Figura 6.3: Gréafico cualitativo de p(r) para una gravastar. (Cortesia de Cattoen

et al. [1])
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Para “suavizar” la capa infinitesimalmente delgada del modelo de gravastar
propuesto por Mazur y Mottola, consideraremos geometrias esféricas simétricas

estaticas, tales que:

» Dentro de la gravastar, » < R, la densidad es positiva y finita.

» La presion central es negativa, p. < 0, tal que p. = —p.. (No demandamos

que p = —p, = —p; excepto en el centro.)

= Kl espacio tiempo no tiene un horizonte de sucesos.

La densidad positiva, la presién central negativa y la ausencia de horizonte de
sucesos son las 3 principales caracteristicas que describen a una gravastar. Adicio-

nalmente se tiene que:

» Para mantener el espacio-tiempo regular, p/.(0) =0y p. = p,(0) = p(0).

= Debe haber un maximo de presion cerca del radio de Schwarzschild, 7,4, =

R, que satisface p.(rmaz) > 0y pPl(rmaz) = 0.
= Debe haber exactamente dos radios en donde la presion radial sea nula.

e El primer punto, 7o, donde p,(ro) =0y pl.(ro) > 0.

e El segundo punto, R, donde p,.(R) =0y p/.(R) < 0. El punto r = R, el
cual por construccion debe de satisfacer R > 7,42 > 70, €s denominado

como la superficie de la gravastar.

» La presién p,(r) debe de ser continua.
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Ahora demostraremos porque una gravastar debe de tener una presién anisétro-
pa. Considere un fluido perfecto, tal que la presién es isotrépica p = p, = p;. Note
que la ecuacion TOV evaluada en r = rg, el primer punto donde la presion es nula,

da como resultado:
dp| 4w pp
dr|._. 3 1-=2m/ry’

(6.4)

0
donde p(r) = m(r)/ (37r*). Note que %‘T:TO es por suposicién positivo, mien-

tras que en la ecuacion ((6.4) muestra que el gradiente de presién es negativo. Por
lo tanto, la ecuacién TOV no se cumple en el punto r = r,. Ahora considere el
punto de presion maxima positiva, r = 7,,4.. La ecuacién TOV en este punto da

como resultado:

% _ _47T7“méx (p+p)(p+3p) (6 5)
dr 3 1—2m/rma ’

T=Tm&x

Pero p > 0 en todas partes dentro de la gravastar, y por suposicién p,(7ya) > 0

en el modelo que estamos considerando. Asi que % ., . debe de ser cero, pero
—!max

la ecuacién (6.5)) muestra que el gradiente de presién es negativo. Por lo tanto, la

ecuacion TOV no se cumple en el punto r = 7,,4z.

De hecho la presion radial es creciente en el intervalo r, < r < 7,4, mientras
que la presion radial en el mismo intervalo es positiva. Es decir, que el gradiente
de presion % es positivo en dicha regién, pero la ecuacién TOV arroja un valor
negativo. Por lo tanto, por contradiccién se deduce que una presion isotropica en

dicho intervalo no permite satisfacer la ecuacion TOV y una geometria espacio -

temporal estatica puede ser solamente obtenida con presiones anisotropas.
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Conclusiones

La solucion interior de Schwarzschild posee algunas propiedades notables, entre
ellas el hecho de que puede describir un modelo en que la materia ordinaria puede
ser incompresible y la posibilidad de una densidad constante bajo las presiones
extremas de un colapso gravitacional, lo cual conduce al modelo de gravastar como

alternativa al modelo de agujero negro.

En la capa fina de materia con ecuacién de estado p = pc?, se podria esperar
producir frentes de choque salientes cuando esta sea golpeada. Esto puede servir
para distinguir gravastars de agujeros negros mediante la observacién. Los espec-
tros de radiacién gravitacional de una gravastar golpeada deberian llevar la huella

de sus frecuencias fundamentales de vibracién.

Note que el espacio-tiempo de Sitter en el interior de la gravastar con ecuacion
de estado p = —pc? puede ser interpretado como un fluido cosmoldgico, tal que
el horizonte del universo en expansion es reemplazado por una interfase cuantica

(capa delgada de materia).



54

Observaciones recientes de ondas gravitacionales como la senal GW190521 son
indicadores de que la teoria de formacién de agujeros negros no es consistente,
debido a que hay un gap de masa en su formacién. Una forma tedrica de solucionar
el problema del gap de masa es que los objetos ultracompactos generadores de
la senal GW190521 posiblemente son gravastars, debido a que estas no tienen
restricciones de masa. Por lo tanto, GW190521 podria ser evidencia experimental

a favor de la existencia de gravastars, tal como se propone en [2].

(Para trabajos recientes ver referencias [6, [7, [8, 9] [10]).
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Apéndice A

Aproximacion de Campo Débil

La acciéon de una particula relativista viene dada por:

S= /Ldt— —ch/ dr = —mc/ ds. (A1)
T1 S1

El lagrangiano de una particula relativista en ausencia de gravedad es:
2 v?
Ly =—mc"y/1— = (A.2)

Tomando el limite T << 1, se tiene que:

va

LO = —mC2 + T, (A?))

donde v es la velocidad de la particula y ¢ es la velocidad de la luz. Note

que el primer término en el lagrangiano es la energia en reposo de la particula,
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mientras que el segundo termino es su energia cinética. En presencia de gravedad

el lagrangiano toma la forma:

2
9 MU

+ —— — mao, (A.4)

L,=—
g mc 9

donde ¢ es el potencial gravitatorio Newtoniano. Note que:

t2 2 s2
S = /Lgdt = / (—mc2 + % = mgbg) dt = —mc/ ds,
t1 S1

Elevando al cuadrado y despreciando los términos que se anulan en el limite

para velocidades muy pequenas 7 << 1, se tiene que:

2
ds? — — (1 + —Z)) Adt* + dr* 4 dy® + d2. (A.5)
C

Hemos obtenido el elemento de linea para la aproximacion de campo débil. El

tensor métrico para esta aproximacion esta dado por:

0
Guv = . <A6)
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De forma alternativa es posible escribir:

-1 0 0 0 - 000
0 100 0O 000
Guv = Nuw + h,u,l/ = + (A?)
0 010 0 000
0 001 0O 000

Donde 7, es la métrica de Minkowski y h,, es una pequena perturbacién debi-
da al campo gravitacional débil. Note que elemento g;; de la métrica es dependiente
del potencial gravitatorio ¢, por lo que la métrica contiene no solamente informa-
cion acerca de la geometria del espacio, también posee informacién referente al

campo gravitacional.
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Apéndice B

Variacion de la Raiz del
Determinante del Tensor Métrico

Considere la funcién f : R® — R definida como:

f(z1, 29, 0y Tn) = /21 - Ty - Ty

Obtenemos su expansiéon en series de Taylor aproximada a primer orden en el

punto p = (A, Ag, ..., \p):

of of
<x1_)\1)+8_$2 , (132—)\2)4—...4—8—% . (l’n—/\n)

of

f(x17'r27 7x'fl) ~ f(/\17 AQ? A )\n)—i_a_xl )

Se define la variacién de f como 6 f = f(x1, 29, ..., Tn) — (A1, A2, .oy Ay ), enton-

ces se puede escribir:

of

ox, »

_of of
= o p(‘“ M B p(” M)

of

(T — ).
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Sea 1 =1,2,...,n el indice que indica la i-ésima variable, note que:

o ) 1 ( )
:E $ . :E .. l’ —_— . l’ -"I/‘ o . -x._ .:L‘. .. -m
al’i 142, y Ly yn 2\/1:1.1'2”‘1‘2'...1;” 1 2 1—1 1+1 nj)s
o ) 1 ( )
&L’i 1y42, 9 Ly ) 21’2\/.1'1 Ty - 1 2 1—1 7 1+1 n)

of ]
8$'(5L‘17m27 y Li, 7:En) - 97 ' \/171 ) Z; o
) )

Definimos d\; = x; — \; y al utilizar el resultado anterior en la expresion para

0 f podemos escribir:

1 1 1 1
0f =60(\V/ M- A ) == VA Ao A | =0+ —ha+ ... + —3\, | .
f (VAL A ) 5 17 A2 (/\1 1+)\2 2+ +>\n )
Construimos la siguiente matriz:
A0 .. 0
. 0 X ... 0
0 0 An

Claramente A es una matriz diagonal. Sabemos que det(A) = VA1 - Ao+ -+ A,
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y su inversa esta dada por:

%1 0 0

1
A—l — )\_2 O
0 0 ﬁ

Sean A,z los elementos de A y A? los elementos de A™! podemos escribir:

5(v/det(A)) = %\/det(A) (AV6AL, + A28 Agy + .+ A™GA,).

Utilizando el convenio de suma de Einstein tenemos que:

5(v/det(A)) = %\/det(A)Ao‘ﬁéAag.

Sea g, el tensor métrico escrito en una base tal que este sea diagonal con

signatura (- + + +). Definimos g = det(g,,) y escribimos:

1
6( V _g) = 5 vV —g guuégm/- |

Note que a pesar de que esta expresion ha sido construida con una base tal que
la métrica sea diagonal, el resultado es independiente de la base escogida. Esto es
debido a que ¢g"”, dg,, son tensores y su contraccién es un escalar. Por lo tanto,

la expresion anterior es la misma sin importar la base con la que trabajemos.



Apéndice C

Simbolos de Christoffel en

Funcion del Determinante del

Tensor Métrico

Partimos de la conexién métrica:

a

1 «
7 =39 (0,985 + 0593y — 039+5)-

Hacemos el siguiente cambio de indices o« — p, v = py 0 — v:

1
FZZ/ = 59”5(8#951/ + v gpu — aﬁguu)y

1
L, = §(g“58Mg5V + guﬁaugﬁu - guﬁaﬁgw)-

Utilizando la simetria del tensor métrico en el tercer término:

1
U = 59" 0ugou + 9" 0095 — 9™ Os9,).

63
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Haciendo el cambio de indices mudos (3 <+ p) en el tercer término:

1
FZZ/ = E(guﬂaugﬂu + guﬁaugﬁu - guﬂa,ugﬂu)-

Observamos que el primer y segundo termino se cancelan, por lo que podemos
escribir:

1
= I, = 59“58”95“.

Ahora tomando la expresion obtenida en el apéndice anterior para la variacion

de la raiz del tensor métrico:

1
0(V=9) = 5V=9 955,

Dividiendo para dz”:

o(v=9) 1\/_—9 gﬂuégﬁu

dxv 2 v
Tomando el limite dz¥ — 0:
ONTI= V7 g = 5070 = =0/
v 9 vYBu 9 vYBu \/_—g v

Finalmente, al comparar las expresiones podemos escribir:

1

noo_
I, =
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Apéndice D

Variacion del Tensor de
Curvatura de Ricci

Partimos del tensor de curvatura de Riemann:

RY,, =00, — 0,10, + 0Ty, —T0.T,.

o py

El tensor de curvatura de Ricci se define como:

A A
Ry, = RL,, = 9,0, — 9,I% +T°,I'h, —T0,T'A .

opv

Procedemos a tomar la variacién de la expresion anterior:
5RUV = 6(8PF1€J) - 6(6VFZO') + 5(F5AFI)/\J) - 5(F5AF20)7

0Rsy = 8,0(51—‘50) - aV(5FZU) + Fiad(FZA) + Fz)\é(rl)ja) - F;\U(S(Fﬁ)\> - Fz;j)\d(rz\a)
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Hacemos el cambio de indices mudos (p — p):

6R0'V = aﬂ((srﬁo’) - 8V(5F50') + Fli\o((SFZ)\) + FZ)\((;Fl)/\U) - Fi\ta((srllj)\) - Fﬁ/\(arﬁa)

Como la diferencia de conexiones 0I'4 es un tensor, entonces podemos tomar

su derivada covariante:
Viu(OThe) = 0u(0T%,) + Ty (0T5,) — T, (6T,) — T, (9T0,),
V., (6Th,) = 0,(6Th,) + T4, (0T),) — I3, (6T%,) — T, (0T%,).
Restando las expresiones anteriores se tiene:

VM<5F50)_VV(5FZJ) = aﬂ(érga)_aV((SFZJ)—{_Fi\U(51—‘5)\)_'—1—‘5)\(51—‘30)_Fz\a(érﬁ)\)_rlj)\(ér;};a)

Finalmente, comparando se tiene:

0Ry, =V, (01%,) — V,(0T%,). |

Esta expresion es mejor conocida como la Identidad de Palatini.
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Apéndice E

Variacion del Escalar de Ricci

El Escalar de Ricci se define como:

R=g"R,p.

Tomamos la variacion de la ecuacién anterior:

SR = Rap6g™® + g*P6 Ryg.

Al reemplazar por la expresién para la variacion del Tensor de Ricci se tiene:
SR = Ra36g™” + g*° (VA(6T)5) — V5(0T3a))

SR = Rapdg™ + g*’V(6Tas) — g™’V (0T3).
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Recuerde que por la conexién métrica se tiene que V,g,, = 0. 5i T, 36 es un
tensor, entonces V(9 T05) = 9wV, Tos + 105V o9 = 9V, 1,5 Por lo que

podemos escribir:

SR = Rapdg™ + Va(g°70T)4) — V(g*éT3,).

Hacemos el cambio de los indices mudos en el segundo término (A — a) y para

el tercer término (8 — a)
0R = Rapdg™” + Va(g*’0T%5) — Val(g**6T3,),

SR = Rap6g®” 4+ Va(g*70T% 5 — g**6T3,).

Como la diferencia de conexiones es un tensor y la multiplicacién de tensores

es un tensor, definimos el siguiente tensor contravariante de rango 1:

J* = g*P6T%,5 — g**6T},.

Tomando la derivada covariante del vector J%:

V% = 9, J% + T%,J°.
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[gualando los indices a = b en la expresién anterior y utilizando la expresién

del apéndice [C}

VoJ® = 0,0 + T2 J° = 8,J" + ( 80\/_—g) Je.

1
V=9
Haciendo el cambio de indices ¢ — a:

1
VaJ“ — ana+FZCJC — 8a<]a+ —Jaaa\/ - Y,
v—g

1 1 1
Val* = —=v/=90,J" + —==J"0ur/=9 = —=(V/=90" + J*0ur/=9),
V=g I Ty Ve 7
1
Vol" = —=0,(V=97") = V=gVaJ" = 0u(V=9J")

V=9

Reemplazando en la expresion para la variacion del escalar de Ricci:

1
R = Rag(Sgo‘ﬁ + \/—__gaa(\/ —gJ?). |
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Apéndice F

Ecuacion TOV

Tomando la derivada covariante del tensor energia-momento V,T"” = 0 para

un fluido perfecto, se tiene que:

P
2

UMUVVM (,Om + > + <Pm + %) [UMVMUV + UVVMUM] - pvug“” - guvvup = 0.

(F.1)

Multiplicamos la expresién anterior por U,. Ademds, recuerde que U"U, = c?
y Vgt = 0:
2

AUMY, (Pm + ?) + (ﬂm + %) U0,V UY + VU = g UV up = 0,

U (pn+55) + (P + 5) UA0V,U% + 29,00 = UMV, = 0.

2
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Note que V,(U"U,) =V,*=0 = U,V,U"=0. Asi, podemos escribir:

P
2

UMV, (pm + ) + ¢ <pm - %) v, U" - UMV ,p =0,

CUPY o + UPV p + (pm + %) VU — UPY,p = 0,
U b+ (pm+ 55 ) VuU" = 0. (F.2)
Reemplazando la ecuaciéon (F.2)) en la ecuacién (F.1)):
U”U“VuperU”U”V#%Jr (pm + %) [U"N U"+U"N UM —pV ug™ — "'V p = 0,

- (pm + %) U”V#U“JrU“U”Vu%JF(Pm + %) UV, UY+U"V U] =g"'Vup = 0,

v p p v v
UV, L+ (o + g) UV, UY — g"'V,p = 0,

urgv
- (g“” — ) Vup+ (pm + %) Urv,U” =0. (F.3)

c2

La expresion anterior es la Ecuacion de Euler para fluidos en forma covariante.
Note que el tnico indice independiente en la ecuacién (F.3]) es v. Considere los

siguientes casos:

m Siv=t

UrUt D
— (g“t - > V,.p+ (pm + 0—2) UV, Ut = 0.

Debido a que la métrica g"” es diagonal y el vector cuadrivelocidad U* posee

solo componente temporal, al expandir los indices los tnicos términos no
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nulos se obtienen cuando u = t:

Uty
— (g“ - ) Vip + (pm + g) U'V,U* = 0.

Como la presién es un campo escalar se tiene que Vyp = Oyp:

Utut P
- (gtt T2 ) Oip + <pm+ g) U'a,U" + T3, U* = 0.

Expandiendo sobre el indice k:

Utut
— (g“ — ) op + (pm + %) U'o,Ut + THLUY = 0. (F.4)

c2

Note que I, = 0 y por la condicién de que el cuerpo es estdtico se tiene que

O,P =0y 0,U"=0. Por lo tanto, se satisface la ecuacién anterior.

Si v = j (alguna coordenada espacial)

. UrYI .
. (g’“ - ) V.p+ (pm + %) UV U7 =0,

Ly

~Vp+ =V + (o + %) UV, U7 = 0.

c2

Note que p = i (alguna coordenada espacial) en el primer término, debido a
que el segundo indice j en la métrica representa a una coordenada espacial
y la métrica es diagonal. Ademds, U’ = 0 en el segundo término porque
representa a una componente espacial de la cuadrivelocidad y esta sélo tiene

componente temporal, pero V,U? = 9,U’ —i—FﬂkU’“ = FitUt = 0 en el ultimo



73

término.

~g7Vip+ (pm + g) U, Ut = 0.
Expandiendo sobre el indice p en el segundo término:

—g"0p + (pm + %) U'T, Ut = 0.

Note que el tinico elemento de TY, distinto de cero es I'},. Por lo tanto, en la

ecuacion anterior escogemos j = r:
i p trr 7t
Como la métrica es diagonal, necesariamente i = r:
rr p T

Recuerde que U' = (¢,0,0,0) y g4 U'U' =c* = (Ut)? = /gy = g"'c*:

—g"Op + (pm + %) g"T}, = 0.

Reemplazando la métrica de la ecuacién (3.8)) y tomando I'}, de la ecuacién

(3.10)), se tiene que:

—e 289, p — & <pm + %) e 202 =Rg o = 0,
c

6_25(97«]3 + 2 (pm + %) e 280,00 = 0,
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O.p + ¢ (pm + %) Oy = 0.

Para un cuerpo con simetria esférica, la presién tnicamente dependeria de

forma explicita del radio. Por lo tanto, se tiene que:

1 dp
fao=--——— P g F.6
T B o

Esta es la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV).
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Apéndice G

Espacio - Tiempo de Sitter

G.1. Espacios Maximalmente Simétricos

Def.” Una variedad n - dimensional con %n(n—i— 1) vectores de Killing (ntimero

de isometrias) es un espacio maximalmente simétrico.

Si una variedad es maximalmente simétrica, la curvatura es la misma en todas
partes (debido a las isometrias de traslacién) y la misma en cada direccién (debido
a las isometrias de rotacion). Por lo tanto, si sabemos la curvatura en un punto de
un espacio maximalmente simétrico, entonces sabemos su curvatura en todos sus

puntos.

Debido a que la geometria es la misma en todas las direcciones, entonces el
tensor de curvatura debe de ser el mismo en todas las direcciones, es decir, R,
no cambia respecto a transformaciones de Lorentz en un vecindario para un punto
p (donde g¢,, =~ 1,,). Los tnicos tensores que no cambian respecto a las transfor-

maciones de Lorentz son la métrica, la delta de Kronecker y el tensor de Levi -
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Civita. Esto significa que para estas coordenadas y para este punto, las compo-
nentes el tensor de Riemman R, seran proporcionales a un tensor construido a
partir de estos tensores invariantes. Intentando construir un tensor con las mismas

simetrias que el tensor de Riemann se llega a que la tnica posibilidad es:

Roor = k(GpuGor = GpvGou),

donde k es una constante de proporcionalidad. Note que al multiplicar por ¢g**:

R3, = k(ézgau — 0y Gou)-

opuv

Haciendo la contraccién p = a:

RO‘I/ = Rg(w = k(éggau - 539004) - k(”.gm/ - gau) = k(n - 1)gau-

Finalmente, al multiplicar por ¢°” se tiene que:

R

— OV — — 1) g — -1 _ .
R= g Roy =K = 1)g" gy =nln — Dk = k=

Obteniendo las expresiones para el tensor de Riemann y el tensor de Ricci en

espacios maximalmente simétricos:

R R

)(gpugm/ - gpugau) Yy Ro’y = Eggy- [ | (Gl)

fomr = =)
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Esta es una relacion tensorial, asi que debe de ser cierta para cualquier siste-
ma de corrdenadas. Nuestro argumento para construir esta relacion se basa en un
pequeno vecindario para un punto p, pero en un espacio maximalmente simétri-
co todos los puntos son creados igual, asi que esta relacién debe de ser cierta
en cualquier otro punto. Por lo tanto, esta relacion es verdadera para cualquier
espacio maximalmente simétrico, en cualquier punto, para cualquier sistema de

coordenadas.

G.2. Espacio - tiempo de Sitter

Def.” El espacio tiempo de Sitter es una subvariedad de un espacio de Min-

kowski generalizado de una dimensién superior.

Considere el espacio de Minkowski R™ con la métrica estandar:

ds’ = —dxl + ) da?. (G.2)
=1

El espacio de Sitter es la subvariedad descrita por la hiperboloide de una hoja:

—xi—l—Zx? :ag, (G.3)
i=1

donde « es alguna constante distinta de cero con dimensiones de longitud. El

grupo de isometrias del espacio - tiempo de Sitter es el grupo de Lorentz O(1,n).

Por lo tanto, el espacio - tiempo de Sitter tiene %n(n + 1) campos vectoriales
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de Killing linealmente independientes y es maximalmente simétrico (su curvatura

escalar debe de ser constante).

Debido a que el tensor de energia momento 7, es nulo para el espacio - tiempo
de Sitter, entonces este debe de ser una solucién de vacio para las ecuaciones de
campo de Einstein:

1
Ry, — §Rg,w =—Agu, (G.4)

donde A > 0 es una constante positiva que representa la energia de vacio.

Se define el tensor de energia - momento del vacio como:

4
T(vacuum) - _ ¢

i 7

Ag. (G.5)

Reemplazando la expresién para el tensor de Ricci (G.1)) en (G.4)), se tiene que:

R 1
Eg;w - §Rg;w = _Ag;wa

Como g, # 0, se deduce que:

2n

n —

R=

2A > 0. [ (G.6)

La curvatura escalar R es positiva y constante.
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G.3. Espacio Tiempo de Sitter en Coordenadas

Estaticas

Considere un espacio - tiempo de Minkowski R'* con la métrica estandar:
ds® = —dz? + dx} + dxs + daj + da. (G.7)
El espacio - tiempo de Sitter es la hipersuperficie definida por:

— 224+ o]+ os + a5+ 2] = o, (G.8)

donde (x,, z1, T2, 3, x4) son las coordenadas cartesianas en el espacio de Min-
kowski. El espacio de Sitter esta dado por una hiperboloide. Considere el siguiente

cambio de coordenadas:

T, = —Va? — r2sinh (i),

a
t

1 = —Va? —r2cosh (—),
a

(G.9)

x9 =1 cos(f),
x3 = rsin(0) cos(¢),

x4 = rsin(0) sin(¢).

Note que las ecuaciones (G.9) satisfacen la relacion (G.8) y (zg, 3, x4) son la

parametrizacion de una esfera de radio r. La métrica de Sitter puede ser obtenida
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al calcular la métrica inducida por el cambio de coordenadas en (G.9):

1 t t
dr, = ——va? — r2 cosh (—)dt + —; = sinh (—) dr,
a—r

(67 (07 (0%

1 t t
dx, = —a\/oﬂ — r2sinh (a) dt + \/ﬁ cosh (a) dr,

dxy = cos(f)dr — rsin(0)do, (G.10)

dxs = sin(@) cos(@)dr + r cos(d) cos(¢p)dd — rsin(f) sin(¢)do,

dxy = sin(0) sin(¢)dr + r cos(0) sin(¢)df + r sin(0) cos(¢)do.

Al reemplzar las ecuaciones ((G.10)) en (G.7)) y simplificando términos, se obtiene

la métrica de Sitter:
r? dr?
ds? = — (1 — —> de? + (1—2 +7?(d¢? +sin’0d¢”). W (G.11)

2 r)
o _r-
o2

Note que hay un horizonte cosmolégico en r = a.
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