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Resumen

En este trabajo se presenta el procedimiento para obtener soluciones anisétropas para politropos
relativistas utilizando el método de desacople gravitacional mediante la deformacion geométrica
minima. Se extienden las soluciones isétropas de tres sectores semillas: Tolman IV, Wyman
IIa, Durgapal IV hacia un dominio de soluciones anisétropas. Este método permite reducir los
grados de libertad del sistema y permite obtener soluciones mas fundamentales sin necesidad
de imponer condiciones extras en la métrica o ecuaciones de estado adicionales. Las soluciones
numéricas a la ecuaciéon de Lane-Endem obtenidas muestran configuraciones estables y bien
comportadas para una serie de pardmetros dependientes del sector material y de la naturaleza
del politropo. Este trabajo ilustra el método de desacople gravitacional como una alternativa
novedosa para el modelamiento estelar de objetos ultracompactos donde la anisotropia local es

un factor de gran relevancia.



Abstract

In this work the procedure to obtain anisotropic solutions for relativistic polytropes using the
gravitational decoupling method by means of minimal geometric deformation is presented. The
isotropic solutions of three seed sectors: Tolman IV, Wyman Ila, Durgapal IV are extended
into a domain of anisotropic solutions. This method allows reducing the degrees of freedom
of the system and allows obtaining more fundamental solutions without the need to impose
extra conditions on the metric or additional equations of state. The numerical solutions to
the Lane-Endem equation obtained show stable and well-behaved configurations for a series
of parameters dependent on the material sector and the nature of the polytrope. This work
illustrates the gravitational decoupling method as a novel alternative for stellar modeling of
ultracompact objects where local anisotropy is a factor of great relevance.
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Capitulo I

Introduccion

Los politrépos corresponden a soluciones de interiores estelares cuya ecuacion de estado se

puede escribir, en el caso de un fluido isotrépico como,
P=Kpl=Kp™", (1.1)

donde Py py denotan la presion isotrépica y la densidad de masa (barionica), respectiva-
mente. Las constantes K, -, y n son usualmente denominadas constante politropica, expo-
nente politrépico, e indice politropico, han sido ampliamente estudiados para modelar objetos
estelares ultracompactos como estrellas de neutrones, enanas blancas super Chandrasekhar, etc
[ 12, 3].

Una vez que se asume la ecuacién de estado (I.)), todo el modelo estelar se describe medi-
ante la ecuacion de Lane-Emden que puede resolverse numéricamente para cualquier conjunto
de parametros de la teoria. Es comin asumir isotropia en la presion, sin embargo, es bien cono-
cido que muchos procesos fisicos relevantes [4, 15, 6] producen desviaciones a la isotropia que

producen cambios significativos en el modelamiento de la estructura estelar. La introduccion
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de la anisotropia A = P, — P, al sistema conduce a una subdeterminacién del problema, lo
cual requiere imponer una condicién adicional para cerrar el mismo. En este sentido, histori-
camente se han impuesto condiciones a las variables métricas [7, 8] que permiten escribir la
anisotropia como una variable dada. Alternativamente, otros métodos basados en el concepto
de complejidad también han sido estudiados [9, 10, [11]] para resolver este problema.

En este trabajo se presenta un método alternativo para integrar la ecuaciéon de Lane-Emden
que consiste en considerar interiores estelares soportados por fluidos anisotrépicos cumpliendo
con la ecuacién de estado politropica para la presion radial en combinacién con el Desacoplamiento
Gravitacional (GD) [12] mediante el enfoque de deformacién geométrica minima (MGD, por
sus siglas en inglés) extensamente estudiado en [13, 14} [15} 16, [17, [18, [19, 20} 22} 23], 24} 25|
20, 127, 28, 29, 30} 33} 34, 135, 137, 138, 139, 40, 41}, 42| 43, 144, 45, 46, 47, 48| 149, 50, 51, 52,
53. 1541 155, 156]. El uso de GD a través de MGD permite extender soluciones bien conocidas
al deformar la métrica semilla y agregar una fuente desconocida al sector material. La ventaja
de este procedimiento es que en lugar de proporcionar dos condiciones para cerrar el sistema
de tres ecuaciones diferenciales en el caso estatico y esféricamente simétrico, solo se requiere
una condicién adicional. Por lo que al integrar la ecuacién relativista de Lane-Emden basta
con suministrar la ecuacion de estado politrépica para que la presion radial cierre el sistema de
ecuaciones de campo de Einstein. En este sentido, no es necesario proponer ningtin ansatz para
la anisotropia o dar alguna condicién geométrica sino solo una configuracién interior estelar
conocida.

Este escrito se divide de la siguiente manera, el capitulo II estd dedicado a establecer el
marco téorico sobre el cual se basa este trabajo, se revisard las ecuaciones bdsicas de la rela-
tividad general asi como la teoria de los politropos y el método de Desacople Gravitacional.

El capitulo III, estd dedicado a la aplicacién del método de GD a través de la obtencion de
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la ecuacion de Lane-Emden para politropos relativistas anisétropos y se ejemplica el método
para tres semillas (Tolman IV, Wyman Ila y Durgapal IV). En el Capitulo IV se presentan los
resultados obtenidos y se discute las caracteristicas encontradas en los modelos. Finalmente, el

Capitulo V esta dedicado a las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 11

Marco Teorico

En 1915, Einstein publica su teoria de la Relatividad General donde describe la relacién ge-
ométrica del espacio-tiempo con el sector material (energia) presente en el mismo. Esta inter-

accion es descrita a través de las ahora denominadas ecuaciones de campo de Einstein,
B 2
Gl = r"TE. 2.1

donde k? = 87G/ c G es el tensor de Einstein, 7} el tensor de Energia-Momento (que con-
tiene cantidades como la densidad y presion de la materia) y v y A son funcionesde ry p, v =
0,1, 2, 3.La métrica de la primera solucién exacta en el vacio, realizada por Schwarzschild, esta

dada por,

r r

oM oM\
ds* = (1 — —) dt* — (1 — —) dr® — r*(d6* + sin® d¢?), (2.2)

'En este trabajo usaremos unidades naturales tales que c = G = 1
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aqui M representa la energia total del sistemaﬂ La solucién externa de Schwarzschild [36] ha
jugado un papel importante en la Relatividad General ya que esta describe los efectos de la grav-
itacion en el vacio fuera de una distribucidon de materia esféricamente simétrica independiente
del tiempo. Una de las principales razones de su importancia es su generalidad: solo depende
de la simetria esférica y de la distribucidn total de energia/materia. Otra razén, es que se ha de-
mostrado que esta solucién sigue siendo vélida incluso en situaciones dependientes del tiempo,
siempre que la simetria esférica sea preservada [57]. Vale la pena enfatizar que la métrica (2.2)
es una métrica estdtica ya que no se ha mencionado nada acerca de la fuente excepto que sea
esféricamente simétrica. Y ain mds importante la solucion es vdlida sé6lo en el vacio, es decir,
se espera que sea correcta solamente afuera de un objeto estelar esférico.

Por otro lado, intentar resolver las ecuaciones de campo de Einstein la especificacion del
tensor de energia-momento 7 juega un papel muy importante al momento de modelar sistemas
estelares. Si lo que se quiere es modelar el interior de una estrella, esto es 7}, distinto de cero
entonces las soluciones a las ecuaciones de Einstein (2.1I) se denominan soluciones interiores.

Este tipo de soluciones serdn descritas en la siguiente seccion.

2.1 Soluciones Interiores

Algunas de las soluciones interiores se descubrieron en las primeras etapas del desarrollo de
la Relatividad General y en la actualidad se han encontrado un extenso nimero de soluciones
interiores exactas para simetrias esféricas y estdticas realizadas por diferentes métodos, por
ejemplo se han obtenido restringiendo la estructura algebraica del tensor de Riemann, agre-

gando ecuaciones de campo para las variables de la materia o imponiendo condiciones iniciales

2Suponemos unidades naturales G = ¢ = 1
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y de contorno. [58,159,160].

En este punto es importante repasar las interacciones presentes en el interior de una estrella
o un objeto autogravitante. Para esto, de manera ilustrativa, se presenta el caso cldsico que
puede extenderse al caso relativista como se mostraré en la seccion

Comenzamos mencionando que una estrella a una buena aproximacién se puede modelar
como un fluido estdtico con simetria esférica. Si ampliamos una pequefia porcion de una estrella

esférica, lo suficientemente pequefia para que la curvatura no sea importante tenemos la Figura

Pl
z

P +dP

z+dz

XL

Figura 2.1: Corte en el borde de una esfera autogravitante suficientemente pequena para des-
preciar la curvatura. Py P + dP corresponde a la presion en z y z + dz respectivamente.

En esta situacion se puede notar que tenemos tres fuerzas a considerar: la primera en la
direccién positiva del eje z (PA), donde A es el area de la porcion de gas. La segunda viene
dada por (P + dP)A en la direccion contraria al eje z. Y por dltimo tenemos la fuerza de

la gravedad mg que apunta en la direccién negativa de z. En equilibrio, estas fuerzas deben
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cancelarse, por lo que se puede obtener la ecuacién de equilibrio,

ar . mg _ _
= A4 M

(2.3)

donde p representa la densidad total de la estrella. En una buena aproximacidn, para simetria

esférica la ecuacion (2.3) resulta en,

% = —gp; (2.4)
donde g es el campo gravitacional que depende de la distancia radial . La ecuacién (2.4)) se
conoce como la ecuacién de equilibrio histrostatico y nos dice como cambia la presion con la
densidad de materia presente dentro de la estrella. En el centro de la estrella por simetria es
claro que el campo gravitacional g sera cero.

En este sencillo ejemplo podemos ver que para modelar el interior de un objeto gravitante
dos interacciones principales estdn en juego: la gravedad y la presion en el interior (causada
por interacciones nucleares) que depende de la densidad total de materia p. En el contexto de la
Relatividad General la ecuacion de equilibrio histrostatico tendra su equivalente en la ecuacion
de Tolman—Oppenheimer—Volkoff como se verd en la seccion [2.3] Ademds, cabe recalcar que
si se proporciona al sistema la densidad de la estrella a través de una ecuacion de estado que
en general depende de la presién y la temperatura p = p(P,T) se puede resolver (2.4). El caso
especial en la que p no depende de la temperatura puede ser introducida para modelar cierto tipo

de esferas autogravitantes. Esta relacion tiene un nombre propio denominado politropo que se

detalla a continuacion.
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2.2 Politropo

Los Politropoﬂ cuya ecuacién de estado solo depende de la presién, p = p(P), han jugado
un papel un extenso y fundamental en la astrofisica [61} |62]], y han sido vastamente usados
para estudiar la estructura estelar de varios problemas astrofisicos fundamentales. Por ejem-
plo, objetos como enanas blancas anisotrépicas se han modelado considerando un formalismo
general para estudiar los politropos newtonianos para la materia anisotrépica. [63,64], mien-
tras que para sistemas mdas compactos (por ejemplo, estrellas de neutrones, enanas blancas
super Chandrasekhar) [1} 2, 3], han sido estudiados en el contexto de la Relatividad General
[66, 67, 168, 169, [70, [71, 72} [73, [74, [/5]]. La ecuacion de estado politropica para un fluido
isotrépico se escribe como,

P=Kpl=Kp" (2.5)

donde P denota la presion isotrépica, y po la densidad de masa (baridnica). Las constantes
K, 7, y n son usualmente denominadas constante politrépica, exponente politropico e indice
politrépico, respectivamente. Cuando la constante K se calcula a partir de constantes naturales,
la ecuacion de estado politropica se puede utilizar para modelar un gas de Fermi completamente
degenerado no relativista (n = 5/3) y en el limite relativista (n = 4/3). En este dltimo caso, la
ecuacién (L.I)) proporciona una forma de modelar objetos compactos como las enanas blancas
y permite obtener de una manera bastante directa el limite de masa de Chandrasekhar. De lo
contrario, si /' es un parametro libre, los modelos pueden usarse para describir un gas ideal
isotérmico o una estrella completamente convectiva. Estos modelos relacionados con el gas
ideal isotérmico son relevantes en el llamado limite de Schonberg - Chandrasekhar [62].

Aunque la isotropia de la presion local es una suposicién muy comun en el estudio de los ob-

3Derivado del griego definido como un objeto capaz de tomar varios cursos de accién; adaptable, versatil.
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jetos estelares, se sabe que muchos procesos fisicos pueden producir desviaciones a la isotropia
y/o fluctuaciones de la anisotropia local en la presiéon que pueden ser causados por una gran
variedad de fenémenos fisicos especialmente en objetos compactos. Se ha encontrado fuerte
evidencia que sugiere que para ciertos rangos de densidad, una gran cantidad de fenémenos
fisicos pueden causar anisotropia local y por lo tanto se debe tener en cuenta para describir
modelos realistas. Por ejemplo, una posible fuente de anisotropia estd relacionada con los cam-
pos magnéticos intensos observados en objetos compactos como la enana blanca, estrellas de
neutrones o estrellas de quarks magnetizadas [4, 5 6]].

Otra fuente son los altos indices de viscosidad que se espera estén presentes en las estrellas
de neutrones, en la materia de alta densidad producida por la opacidad de la materia a los neutri-
nos en el colapso de objetos compactos [76, 78], y la superposicién de dos fluidos isotrépicos.
Cabe destacar que, aunque el grado de anisotropia puede ser pequeiio, los efectos producidos
sobre objetos estelares compactos pueden ser apreciables [79, 80, 81} 182, 84, 85, 186]. Asi,
la suposicién de una presion isotrépica es una condicién muy estricta, especialmente en una
situacion en la que un objeto compacto se modela como una estructura con alta densidad (como
estrellas de neutrones, por ejemplo). Ademads, la condicién de presion isotrdpica se vuelve in-
estable por la presencia de factores fisicos como la disipacidn, la falta de homogeneidad de la
densidad de energia y el cizallamiento [90]. Estos hechos motivan el interés en el estudio de
fluidos que no satisfacen la condicion de presion isotrépica y justifican el interés de extender la
teoria de los politrépicos a fluidos compactos anisotropos.

Por lo tanto, una vez se asume que la presion del fluido es anisotrépica, las componentes de
la presion del fluido (presion radial P, y presion tangencial P, ) son distintas y la ecuacion de

estado politrépica se reescribe como
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P =Kpl = Kpa™'™. (2.6)

En este contexto, en la siguiente seccion se presenta la teoria para modelar politropos anisétro-
pos relativistas mediante la resolucion de las ecuaciones de campo de Einstein y la ecuacién de

estado politrépica (2.6).

2.3 Politropo relativista anisétropo

Consideremos una distribucion estatica y esféricamente simétrica de materia anisotrépica cuya

métrica, en coordenadas tipo Schwarzschild, se parametriza como
ds® = e’dt* — erdr® — r?(d6* 4 sin? d¢?), 2.7

donde v and ) son funciones de r. La métrica (2.7)) debe satisfacer las ecuaciones de campo de
Einstein.
El contenido de materia del sistema (que describe un fluido anisotropico) esta representado

por el tensor de Energia - Momento
T,uzz = (p + PJ_)uuuu - PJ_g,LW + (Pr - PJ_)Susuy (28)

donde p es la densidad de energia total, u* = (e7*/2,0,0,0), es la cuadrivelocidad del fluido y

s* se define como

s* = (0,e7*,0,0), (2.9)
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con las propiedades s#u, = 0, s*s,, = —1. Para encontrar la forma de las ecuaciones de campo
al reemplazar la métrica (2.7) se debe encontrar la forma del tensor de Einstein G%. Para este

cometido a partir de (2.7) se puede obtener el tensor métrico g,,,,,

e v 0 0 0
0 —e> 0 0
G = ) (2.10)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r?sin’®0

del cual podemos obtener los simbolos de Christoffel definidos como,

1
Ffw = §géa(augau + acgau - aag,uu)«

Por lo tanto, al reemplazar las derivadas de la métrica se obtiene,

1 1 1
F81 = F(I)O = 5’/ F(1)0 = 561’7/\”/ F§1 = F%z = -
1
Iy, ==X 2, = —sinfcosf
2 X 2.11)
F%z =—re F:f:a = Fgl = -
I, = —re *sin?6 I3, = T3, = cot
Una vez calculados los simbolos de Christoffel se calcula el tensor de Riemann,
Ry, = 8,10, — 0,10, + 10T, —T0,T7, (2.12)

que permite construir el tensor de Einstein. Ahora reemplazando (2.8), 2.3) y (2.9) en 2.1)), se
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obtiene

1 1 1 N
70 -\
0= P _g[_ﬁ+e (ﬁ_7)}’ 2.13)
1[1 1 v
71 -\
“hi=h _g[ﬁ_e (7"_24_7)}’ 2.14)
2 1 6_)\ " /2 /) V, )‘,
-1 =P = vl 20+ =NV + 2 " , (2.15)

donde la prima denota derivada con respecto a 7.

Ademas, consideraremos que fuera de la distribucion de estudio el espacio-tiempo viene
dado por la solucién de Schwarzschild (2.2)). Para hacer coincidir las dos métricas suavemente
en la frontera de la superficie » = ry = constante, se requiere las continuidades de la primera y
segunda formas fundamentales a través de esa superficie. Como resultado de este acoplamiento

obtenemos el conocido resultado,

e = 1—-— (2.16)

s

2M

e = 1—-— (2.17)

s
P, =0, (2.18)

donde el subindice X indica que la cantidad se evalia en la frontera.
Ahora de la componente radial de la ley de conservacion,

VvV, " =0, (2.19)

y reemplazando (2.13), (2.14), (2.13)) se obtiene la ecuacion generalizada de Tolman-Oppenheimer-
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Volkoff para materia anisotrépica:

apP v 2
o= (p+P)+(PL—P). 2.20
o= gt B+ (P F) (2.20)

Esta ecuacion (2.20) es una generalizacion la ecuacion (2.4).

Alternativamente, usando

V= QM, (2.21)
r(r —2m)
donde la funcién masa m se define por
e =1-—2m/r, (2.22)
podemos reescribir la ecuacion (2.20) en la forma
= ARy 2, (2.23)
r(r —2m) r
donde
A=P -P, (2.24)

mide la anisotropia del sistema.
Para las variables fisicas que aparecen en (2.23)) se aplican las siguientes condiciones de

contorno

m(0) =0, m(rs) = M, P.(rg) =0. (2.25)
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Al considerar la ecuacion de estado politropica dentro del contexto de la relatividad general,
surgen dos posibilidades diferentes que conducen a la misma ecuacion en el limite newtoniano
[1]. El primero, conserva la ecuacién de estado politrépica original (I.1)) y el segundo permite

otra posibilidad (natural) que consiste en asumir que el politropo relativista esta definido por,
P.=Kp =KpTn. (2.26)

En este caso, la densidad baridnica py se reemplaza por la densidad de energia total p en la
ecuacion de estado politrépica. El tratamiento general es muy similar para ambos casos y por
tanto, por simplicidad, nos restringiremos aqui al caso descrito por (2.26)). Se puede demostrar

que la relacion entre las dos densidades viene dada por [1]],

Po

p=— P 2.27)
()

Como es bien sabido por la teoria general de los politropos, existe una bifurcacién en el
valor v = 1. Por lo tanto, los casos v = 1y 7 # 1 deben considerarse por separado. En el
contexto del presente trabajo, nos centrarnos en modelos de estrellas compactas acotadas, por
lo que v = 1 no se considerard.

A continuacién definamos la variable 1) por
=L, (2.28)

donde p. denota la densidad de energia en el centro (de ahora en adelante, el subindice c indica
que la variable se evalia en el centro). De esta definicidn es claro que si p = p,. la densidad de

energia ¢ para cualquier valor de n siempre comienza en la unidad y decrece monétonamente
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hasta llegar al valor nulo en la superficie de frontera. Ahora, podemos reescribir (2.26) como

Po= Kp' = Kplg" = Bt (2.29)

con P,. = Kp}. Remplazando (2.26) y (2.28) en (2.23), 1a TOV se puede escribir como

m + 4w Pt y3 2A

1
1) = — — (1 " 2.30
(s 1! = = (TP S a4 230
donde o = P,./p.. Introduzcamos ahora las siguientes variables adimensionales
§
= > 2.31
4
A2 = TP (2.32)
a(n+1)
o= 2 (2.33)
Pe
m(§)A°
= 2.34
n(¢) dnp. (2.34)
de donde (2.30) se reescribe como [1} [3]],
N 1—2a(n+1) e 2A & 1= 2a(n+1) _0 @35
dé 1+av P (n+1) 1+a ’ )
con
=&, (2.36)

La ecuacién (2.35) en combinacién con (2.36) corresponde a la ecuacion generalizada de Lane-

Emden para un fluido anisotrépico caracterizado por una ecuacion de estado politrépica.
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Se puede notar que para integrar la ecuacién (2.35) y (2.36), y proseguir con el mode-
lamiento de un objeto compacto se necesita proveer una anisotropia A especifica del prob-
lema, es decir se necesita informacion adicional. Tal informacién, sin ningiin cuestionamiento,
depende del problema especifico bajo consideracion. Por lo tanto, para disminuir el nimero
de grados de libertad, es obligatoria la introduccién de una ecuacién de estado adicional para
proveer la anisotropia. Histéricamente se ha impuesto ciertas condiciones a las variables métri-
cas como el valor nulo del tensor de Weyl [7], implementado en [2]] para obtener el politropo
plano conforme para la materia anisotrépica. Esta condicidn tiene su propio interés, ya que se
ha visto que se pueden obtener configuraciones muy compactas con la distribucion especifica de
anisotropia creada por tal condicién [7].Otros enfoques como el modelo de Randall-Sundrum
[92] o las geometrias deformadas de 5 dimensiones han servido de inspiracion para otro tipo
de condiciones, relacionando derivadas radiales de las funciones métricas en espaciotiempos
esféricamente simétricos, que producen esferas autogravitantes en un espacio-tiempo plano de
dimension cinco. Atn mds, los modelos incrustados en espacio-tiempo de cinco dimensiones
satisfacen la llamada condicién de Karmarkar o clase I [8] (para desarrollos recientes se puede
ver en [[75193,194],195,196, 97,198, 99,100, 101, 102}, 103} 104} 105,106, 107]) que permite elegir
una de las funciones métricas como generadora de la solucidn total. Alternativamente, el uso de
un nuevo concepto de complejidad basado en el escalar Y que aparece en la descomposicion
ortogonal del tensor de Riemann ha aumentado en los ultimos afnos [9]. Es importante men-
cionar que, estudios muy recientes han considerado modelos anisotropicos estelares con cierta
complejidad (o cumpliendo la condicién de complejidad nula Y, = 0) y se ha establecido una
relacion entre familias de soluciones que tienen diferentes complejidades con la posible apari-
cién de fractura [10, [11]].

En este trabajo se propone un escenario alternativo; satisfacer el sistema de ecuaciones de
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campo de Einstein usando la ecuacién de estado politrépica para la presion radial junto con
el desacople gravitacional [12], mediante el enfoque de deformacién geométrica minima (una
vez dada la solucién semilla). En la siguiente seccion se presentard este método y en el capitulo
III se implementard la ecuacion de estado politropica para construir la ecuacion anisotropica

generalizada de Lane-Emden.

2.4 Desacople Gravitacional

Encontrar nuevas soluciones de interés fisico para las ecuaciones de campo de Einstein no es
una tarea facil debido al comportamiento altamente no lineal de sus ecuaciones. En 2017,
se propuso el método de Desacople Gravitacional [[12], que representa un algoritmo sencillo
para desacoplar fuentes gravitacionales en Relatividad General. Este algoritmo implica una
deformacion geométrica minima (MGD) al tensor métrico junto con un desacoplamiento de
fuentes. Desde su aparicion, este método ha servido para encontrar varias soluciones nuevas
de gran interés fisico, como por ejemplo soluciones bien comportadas que podrian representar
distribuciones estelares [15}, 185, [91]], soluciones de agujeros negros [87, 88, [89], gravedad f(G)
[83], sistema Einstein Klein Gordon [21]], entre otros. A continuacién se introduce el Desacople
Gravitacional mediante la Deformacién Gedmetrica Minima .

Comencemos por considerar las ecuaciones de campo de Einstein (2.1 derivadas de ciertos

tot -
Tﬁyo ) que se pueden escribir como

T(tot) — ls) 4 B0, , (2.37)

7

donde Tﬁf,) representa el contenido de materia de una solucién conocida (sector semilla), y

6., describe una fuente adicional acoplada a través del pardmetro 3. Es esencial sefialar que el
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término adicional 360,,, no se considera una perturbacion, es decir, el pardmetro de acoplamiento
B podria ser mayor que la unidad (dicho acoplamiento se introduce para para controlar el efecto
de la fuente anisotrépica desconocida). Ademads, podemos notar que en el limite 5 — 0 se

regresa a la solucién semilla conocida, esto se representa en la Fig. 2.2]

tot m
T = T + 30,

Anisétropa

Isétropa

Figura 2.2: Cualquier solucién isétropa bien comportada puede extenderse constantemente al
dominio anisotrépico a través del desacoplamiento MGD.

Se debe tomar en cuenta que, dado que el tensor de Einstein cumple las identidades de

Bianchi, el tensor de energia-momento total satisface la ecuacion de conservacion

VI =0 (2.38)

Por lo tanto, siempre que VT’ n(s) = () se cumpla, la condicién

V.0 =0, (2.39)
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se cumplird autométicamente y, como consecuencia, no hay intercambio de energia-momento
entre la solucién semilla y la fuente adicional 6#”, es decir, la interaccion es completamente
gravitacional.

Ahora, como nos estamos restringiendo al caso de fluido anisotropico estdtico esféricamente
simétrico con métrica interna (en coordenadas de Schwarzschild) dada en (2.7). La fuente se
puede expresar como,

T#(S) = dlag(p(S)v _P(S)v _Pt(S)a _PJ(_S))7 (240)

T

0y = diag(6p,61,063,65). (2.41)

Entonces, las ecuaciones (2.1), (2.37), (2.40) y (2.41) conducen a que el tensor de energia-

momento total (Tle,Ot)) satisface el sistema de ecuaciones de campo (]2.13[), d2.14[) y (]2.15[),

donde ahora, en el lado izquierdo viene dado por

p = p¥+p00, (2.42)
P, = P¥ — ol (2.43)
P = PY_ 2 (2.44)

Debido a que, en general, 81 # 02, encontramos que €l sistema representa un fluido anisotrépico.
Esté claro que la no linealidad de las ecuaciones de Einstein evita que la descomposicion (2.37/)
conduzca a dos conjuntos de ecuaciones; uno para cada fuente involucrada. No obstante, esto es
posible en el contexto del Desacople Gravitacional mediante la deformacién geométrica min-

ima como se demuestra en el siguiente capitulo.
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Capitulo I11

Politropos relativistas anisotropos por

Desacople Gravitacional

El uso del Desacople Gravitacional en el contexto de politropos relativistas es conveniente
porque el sistema queda completamente determinado con solo proveer la ecuacion de estado
como se demuestra a continuacion.

Primero, se introduce la deformacién geométrica en las funciones métricas dadas por

er — e M4 pf, (3.1)
cuya derivada se escribe como,
)\/_ e_ﬂlu’_ﬂf/ (3 2)
e h+ Bf '

donde f es la llamada funcién de desacoplamiento y /3 es el mismo pardmetro libre que con-
trola la influencia de 0, en T, F(L,S,). Cabe mencionar que si bien es posible un tratamiento general

considerando la deformacién en ambas componentes de la métrica, en este trabajo nos concen-
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traremos en el caso particular donde la deformacion solo se implementa en la componente g"".
Ahora, reemplazando (3.1)) en el sistema (2.13)) -(2.15)), podemos dividir el conjunto completo
de ecuaciones diferenciales en dos subconjuntos: uno que describe una semilla originada por el

tensor de energia-momento conservado TL([Z),

1 (1 ! 1
() — | = ] 33
p 8T [7‘2—'—6 (7‘ 7‘2)}7 3-3)
1 1 v 1
po = | L (vt 3.4
" 87T|: r2+6 (r+r2>}’ 34
(s) 1 —u " / 11 ,_,U’,
P = —3276 200 + v w42 ,
3.5

y el otro conjunto correspondiente a las ecuaciones de campo cuasi-Einstein originadas por 6,,,,

0 g (f f

Fr= T (r2 r) ’ (36
o Bf(V 1

F= 8T (r 7"2)’ -7)

B |f 2 iz f/ 2
PG — 7L 2// / 2 J ! -
i el vV 4+vt+ . —1—4 V+r ,

(3.8)

donde se ha definido p? = 3603, P = —30t y P! = —p363. Hay que recordar que para
completar el proceso, se necesita satisfacer las condiciones de acoplamiento (2.16)), y
(2.18) en la superficie de frontera ..

Como se ha mencionado anteriormente, las soluciones a las ecuaciones de campo de Ein-
stein en un espacio-tiempo estético y esféricamente simétrico originado por fluidos anisétropos

(2.13) -(2.13), se reduce a tres ecuaciones y cinco incégnitas, a saber {v, A, p, P., P, }. En este
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sentido, se deben proporcionar dos condiciones auxiliares: condiciones métricas, ecuaciones
de estado, complejidad del sistema, etc. Sin embargo, dado que en el contexto de MGD se da
una solucién semilla, el nimero de grados de libertad se reduce a cuatro por lo que que solo
se requiere una condicion adicional. En general, esta condicion se implementa en el sector de-
sacoplado dado por las Ecs. (3.06), y (3.8) por alguna ecuacién de estado (o condicién)
que conduce a una ecuacién diferencial para la funcién de desacoplamiento f. En este trabajo,
tomamos una ruta alternativa para encontrar la funcién de desacoplamiento; es decir, implemen-
tamos la ecuacidn de estado politrépica para la presion radial de manera que la anisotropia total
se pueda escribir en términos del par (1, £), definido en y y las variables métricas

del sector semilla.

3.1 Calculo de Anisotropia

La anisotropia total del sistema estd dada por
A=P — P (3.9)

y que se puede escribir en funcién del sector de materia y sector desacoplado:

A=P¥_pYypy,— P, (3.10)
RE he

donde A®®) esti determinado por (3.4) y (3-3):

A2 v+ 4 4
AW = e+ =t =2 ; r_ 2 tal| (3.11)
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Si la semilla es isétropa, esto es A™ = p* — p* = 0, la anisotropia se calcula con (3.7) y

(3-8):

A=Ay
= Pto — DPro
/ / /
:é{i <2u”+u’2+25)+£(1/+2)—f<5+l2)}
k|4 r) 4 r oo (3.12)

_ 4£ |:f (QV”—'—V/Q—‘—QZ) +f/ <I/,+2> _4f (Z/+l2>:|
K r r r T
:ﬁ |:f <2V”+I/,2—2z—i) +f, (V/+g):| ,
4k roor? r

la cual si cambiamos a una variable adimensional £ = r A, la anisotropia queda expresada como,
5 2 2 l// 4 2
A=—|fA 2"+ —2—— = AV + = 3.13

La expresion (3.13)) nos permite calcular la anisotropia si la semilla es isétropa. En el caso

general, donde A(®) £ 0, la anisotropia est4 dada por:

A

A Vo4 4
IRG A

6 " 2 ' 4 / / 2
o [fAQ (2;/ +u —2%—§)+fA<u +E)]

Noétese que en la expresion anterior todas las derivadas son con respecto a £. Ahora, como la

|:€_M(2V// =y =2
(3.14)

funcién masa se define como

2m(r)

er=er4+Bf=1- (3.15)



34

se puede despejar f en funcién de m, obteniendo

1 2m i
f:B[l—T—e } (3.16)

A su vez, m estd definida en (2.34)) con la funcién masa adimensional 7(¢), por lo que

reemplazando en (3.16) y utilizando las definiciones (2.31)), (2.32)) se obtiene,

f= % [1 — 2a(n + 1)% - e—“] . (3.17)

A continuacién, necesitaremos calcular la derivada con respecto a r de f, ésta es:
A ol
F== {,u'e_“ + 2a(n + 1)(77—;75)} (3.18)
& £
El lado derecho de la ecuacién (3.18) todas las derivadas son en funcién de la nueva variable §.

Ahora podemos reemplazar (3.17) y (3.18)) en la anisotropia (3.13):

A2 n V4
_ _ T on nmy ot ol =
A > {(1 2a(n + 1)5 e ) (21/ + =2 )

et ) (03]

y reemplazando A? = 4mp./a(n + 1) llegamos a la expresion de la anisotropfa en funcién del

(3.19)

sector semilla,

T (4 n_ - nop oV A
A—a<n+1>ﬁ[(l 2oln 1 e“)(”*” i 52)

+ (u’e“ + 20(n + 1)“7_5—277/5)) (y/ N Z)] (3.20)

En el caso general donde el sector semilla no sea is6tropo también se puede calcular la anisotropia
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sumando esta constribucion, entonces a partir de (3.14)) se escribe como,

TP - 7 2 10 V/+:U'/ 4 4
A=—"Pe  Jen(s WV -2 A I
a(n+ 1) {e (” IR Y: £2>+£2+
_ N n) (o o _ A

+ (u’e‘” + 2a(n + 1)%) <u/ + %)}

Una vez que tenemos la anistropia en el contexto de GD, podemos reemplazar en la ecuacion
generalizada de Lane Emden (2.35)-(2.36)), junto a una solucion semilla.

Para completar la discusion en la siguiente seccion se procede a calcular la masa de Tolman
(mp) [109], que en el contexto de la GD es una tarea no trivial y este hecho en si mismo refuerza

el uso de este método novedoso vinculado al estudio de los politropos.

3.2 Masa de Tolman

Usando la definicion de la masa gravitacional activa,
L w2, 2
mrp = 56 v'r (3.22)

o alternativamente [63]],

mp = "™ (m + 4mr3P,) (3.23)

se observa que la unica informacion relevante que debe proporcionarse es la funcion de masa

que estd codificada en e=*. Esto es asi, dado que se conoce el componente métrico g;; ya que
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corresponde a la funcién métrica de la solucién semilla. Por lo tanto, reemplazando (2.22) en

(3.22) y usando (2.34), llegamos a

17, 2natn+1)1"7 ¢
S R MUET K a0
de donde
/2
E(n+ 1)/ ma(n+1).1"
— 2> 7 v 7 3.25
77T 2<4ﬂ_pc&>2 € ( f ) ? ( )
con
m
nr = 4pr@3' (3.26)
En funcién del grado de compacticidad y, que se define como
_ Ul
y=an+1)— (3.27)
ne
La masa de Tolman se reescribe como,
En+1v 2yn, 1"
— Lt 3.28
Ui 2047 poct)? € 95772) ( )
donde x = f
=

En la siguiente seccidn se presentan las semillas utilizadas para ilustrar el método y en el
siguiente capitulo se procede a integrar las ecuaciones de Lane Endem para encontrar solu-

ciones.
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3.3 Semillas Utilizadas

Las semillas utilizadas para el sector material para construir soluciones interiores mediante el
desacople gravitacional son Tolman IV, Wyman Ila y Durgapal IV que se detallan a contin-

uacion.

Tolman IV

La solucién Tolman IV [[77] esta dada por,

(3.29)

con a, b, ¢ parametros libres. De (3.29), se pueden derivar las siguientes cantidades ttiles,

b2
- 4dmp.a?
52 + a(n+1)

v

(3.30)

7 _ (47rpca2/oz(n + 1) B 52)
O = e mpatfaln 1 1) (330

A su vez, para la componente radial de la métrica, pasando a las variables adimensionales

previamente introducidas se tiene

e (A% — €2)(a2A? + )
¢ N c?(a?A? + 2£2)

(3.32)

st _ U — Ealn £ 1)(4mp + Ealn +1) .
Aa(n+ 1)(4rp.a? + 2a€2(n + 1))
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Con su derivada dada por,

26 (at At 4 264 + a?(A%c? + 2A%¢2))

AQCQ(a2A2 + 252)2 (334)

et =

, _ Aa(n+ D)[8(mpe)*a’(c? + a?) + Ea(n + 1) (dmpea” + af®(n + 1))]
B A (4mpea® + 2082 (n + 1)%)2

et u

(3.35)

Se puede notar que {v, u} estan determinadas completamente por la solucién semilla y por lo

tanto cierran el sistema.

Wyman Ila

También se considera la métrica de Wyman Ila [31],

e’ = (a— br?)?
(3.36)
e " =1+ cr(a— 3br2)~2/3
donde a es una constante adimensional y by ¢ son constantes con dimensiones de la inversa de

una longitud al cuadrado. De igual manera que hicimos con la semilla de Tolman IV, cambiamos

a las variables adimensionales y calculamos sus derivadas:

/o _4b£
V= e (3.37)
2 2
o Ab(aA®+0¢?) (3.38)

(aA? — bg2)?

y las expresiones para la componente radial se escriben,
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N c€?(a — 3bg? /A%)72/3

eh=1 e (3.39)
ey = —(26/A*(a — —3bE2JA%) O3 (¢ + 2b€% | A?) (3.40)
Durgapal 1V
La métrica de Durgapal 1V [32] como solucién semilla, se escribe como,
e’ =a(er® +1)*
7 —10cr? — *rt ber? (3.41)

et =

T(er? +1)2 + (er? 4+ 1)2(1 + 5er2)2/5

donde a es una constante adimensional y ¢ es una constante con dimensiones de la inversa de
una longitud al cuadrado. Una vez introduciendo las variables adimensionales y calculando sus

derivadas obtenemos las siguientes expresiones:

8ck
8c(A? — c£?)
"= —(A2 e (3.43)
y para la componente radial de la métrica,
A4 -1 2A2 _2¢4 2A2
ot 7 0cé € bcé (3.44)

7(cg? + A?)? (c€2 + A2)2(1 + 5%)2/5
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—  T(20cEA? 4 4¢287) (€ + A?) 4 28¢€(c&? + A?)(TA* — 102 A% — 2¢P)
o= 19(c€? + A2)¢
| AL + A)(1+ 525 4 L (14 555)73/5(c€? + A2)2)
(c€2 4+ A2)*(1 4 5% )45
| 20cEA%(c€® + AP (1 4 55%5)°
(c€2 + A2)4(1 + 5%;)4/5

(3.45)

Como podemos ver, la introduccion de las soluciones semillas en la ecuacion de Lane-
Endem no es un proceso trivial debido a que se tiene dos ecuaciones diferenciales acopladas no
lineales con varios parametros libres. De hecho, no se ha encontrado una ecuacion exacta para
la ecuacion de Lane-Endem para enfoques previos mencionados anteriormente. En este sentido,
una solucién numérica con pardmetros ajustados es el tnico camino a seguir. En el siguiente

capitulo presentamos la integracion numérica de la ecuacion de Lane-Endem en el contexto de

MGD.
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Capitulo IV

Resultados Obtenidos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos de la solucién anisétropa total de la
ecuacion de Lane-Endem para las semillas Tolman IV, Durgapal IV y Wyman Ila presentadas

en el capitulo anterior.

4.1 Tolman IV

Para la semilla Tolman IV presentada en la seccién [3.3] para describir el modelo, se ha fijado
los valores de @ = 1.41421, b = 2.23607.

En la Fig. representamos ) como una funcién de la variable adimensional ¢ para
diferentes valores del indice politrépico n para el modelo politrépico obtenido con la solu-
cién semilla Tolman IV. Observamos que ¢ disminuye monétonamente, como se esperaba para
politropos relativistas generales de buen comportamiento.

En la Fig. se muestra la funcién de masa 7 como una funcién de la variable £ para
diferentes valores del indice n. Los resultados también dependen del pardmetro (o« = P,./p.)

relacionado con el limite relativista de la ecuacién de Lane-Emden (o« — 0 corresponde al
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limite newtoniano). Se debe notar que para cada modelo de politropo (dado por n), 1 es una
funcién creciente que crece hasta que la evaluacion numérica se detiene en la superficie del
objeto compacto ({y).

En la Fig. se muestra el ““ potencial de superficie ” y en funcidn del indice politropico n
para diferentes valores de .. El pardmetro y es una variable relevante ya que mide la compaci-
dad de la configuracion y estd relacionado con el corrimiento al rojo.

La Fig. 4.4 muestra la masa de Tolman (normalizada por la masa total), para la solucién
de semillas Tolman IV, en funcién de £ para la seleccion de valores de los pardmetros indica-
dos en la leyenda . El comportamiento de las curvas es cualitativamente el mismo para una
amplia gama de valores de los pardmetros. Se debe tener en cuenta que para producir el com-
portamiento numérico de 7/7s.. (representado en la Fig. debemos alimentar los datos de y
obtenidos de la Fig.

La Fig. 4.5/ muestra la dependencia de la anisotropia de presion local con la variable radial
adimensional £ y el indice politropico. Se puede observar que A comienza en cero, donde
P, = P,, es una funcién que crece mondtonamente como se esperaba, y la presion radial P, se

hace cero en la superficie como lo requiere la continuidad de la segunda forma fundamental.
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13 x10~4

Figura 4.1: 1) como funcién de £ para o = 0.5 y diferentes valores de n.
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Figura 4.2: 17 como funcién de £ para o = 0.5 y diferentes valores de n.
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x10~4
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Figura 4.3: Potencial de superficie ¥y como funcion de n para diferentes valores de a.
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Figura 4.4: Masa de Tolman-Whittaker normalizada 7 /7y, cémo funcién de = para « = 0.2 y
diferentes valores de n.
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Figura 4.5: Anisotropia local A como funcién de £ para o = 0.5 y diferentes valores de n.

4.2 Wyman Ila

En esta seccion usamos la solucién Wyman Ila como semilla,

e’ = (a—br?)? 4.1)

e’ = 1+ crg(a — 367“2)_2/3, 4.2)

con a, by c son constantes. Para este modelo, los valores constantes fijos son a = 1.5297,
b=1.0.yc=2.148.

En la Fig. 1.6 se muestra el comportamiento del sector de materia mediante la integracion
de la ecuacién de Lane-Emden y se obtiene ¢» como funcién de £ para el modelo politrépico
representado por Wyman Ila solucién de semillas. Notese que la densidad es positiva dentro

de la estrella compacta, alcanza su maximo en el centro y decrece monétonamente hacia el
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exterior, como se esperaba. Se observa que todas las configuraciones obtenidas para diferentes
valores del indice politrépico, tienen la misma superficie limite donde P,5x, = 0.

En la Fig. se muestra la masa 7 como funcién de £ para diferentes valores de n que crece
apropiadamente desde cero hasta su valor limite total y valores mayores de la las funciones de
masa se obtienen para valores mas pequefios de n.

El potencial de superficie y y la masa de Tolman normalizada, para una seleccion de valores
de los pardmetros, se representan en las figuras [4.8] y 4.9| respectivamente. El comportamiento
exhibido de estas variables es cualitativamente el mismo que para un amplio rango de valores
de los parametros. Asimismo, las conclusiones extraidas de estas cifras son bdsicamente las
mismas que las de los modelos anteriores. En cualquier caso, los valores maximos de y corre-
sponden a valores mayores de «, lo que representa un resultado coherente y esperado para todos
los modelos.

En la Fig. [4.10] se muestra el comportamiento de la funcién de anisotropia A en funcién
de la variable redefinida (&) para o = 0.7 y diferentes valores de n indicado en el titulo de la
figura correspondiente. Se manifiesta un comportamiento creciente y la funcién A decrece al

aumentar n.
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Figura 4.8: Potencial de superficie y como funcién de n y diferentes valores de «.
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Figura 4.10: Anisotropia local A como funcién de £ para o = 0.5 y diferentes valores de n.

4.3 Durgapal IV

Abhora, se aplica el procedimiento descrito en la seccion 4 a la solucion interior de Durgapal IV

como semilla en el marco GD. Entonces, nuestro punto de partida es

e’ = aler* +1)* 4.3)
_ 2 2.4 2
o 7 — 10cr® — c*r n ber ’ (4.4)
7(er? 4+ 1)2 (er?2 +1)2(1 + 5er2)2/5

donde a, b (con unidades de la inversa de una longitud al cuadrado) y ¢ (adimensional) son
constantes. En este caso, los valores constantes fijos usados en la semilla de Durgapal IV son
a=0.6254,b=2.1479. y c = 1, 372281.

En la figura .T1] se muestra la integracién de las Ecs. (2.35) y (2.36), con uso previo de
la funcién de anisotropia (3.20), para la solucién semilla de Durgapal IV, graficada para los

valores de los pardmetros indicados en el figura. Se observa que ¢ decrece mondtonamente
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como se esperaba. Nuevamente, el anélisis numérico depende tanto del indice politrépico n
como del pardmetro de “ rigidez ” « (relacionado con la relacién de presion y densidad en el
centro del objeto compacto). Cada n define un objeto estelar especifico que, para este modelo
(solucién semilla de Durgapal 1V) presenta diferentes limites, £y, consistente con el hecho de
que la presion radial P, se hace cero en la superficie (32) como lo requiere la continuidad de la
segunda forma fundamental.

La funcién masa 1 como funcién de & para diferentes valores de n se presenta en la Fig.
La evaluacién numérica se detiene cuando 7 alcanza &y, donde la funcién de masa, la
masa de Tolman y la masa total se igualan. Por supuesto, cada modelo de politrépo, con un
limite diferente (hecho observado en la Fig. B.11)) a su vez también presenta una energia total
contenida diferente.

El pardmetro y muestra en la Fig. como funcion de n para diferentes o y la masa de
Tolman normalizada 7/7y,, se muestra en Fig. Nuevamente, la masa gravitacional activa
aumenta desde el centro hacia la superficie, mostrando algunos comportamientos peculiares
para algunos valores del indice politrépico (linea naranja: n = 3).

Finalmente, la Fig. 4.15| muestra el comportamiento de la anisotropia local de la presién en
funcién del pardmetro adimensional £. Para esta funcién de anisotropia obtenemos el compor-
tamiento habitual. Observamos que la anisotropia es una funcién creciente y cuando el indice

del politropo aumenta, la anisotropia dada en alguna capa del objeto estelar disminuye.
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4.4 Discusion
Para obtener un modelo politrépico relativista general se debe integrar el sistema de ecuaciones
de campo de Einstein. Si asumimos que la presion del fluido es anisotrépica, necesitamos
proporcionar mas informacién sobre la anisotropia inherente al problema en consideracién. La
introduccion de una nueva variable produce un grado adicional de libertad y, por lo tanto, la
ecuacion. no es suficiente para integrar la ecuacion de Lane-Emden. Para hacer eso, hay
diferentes formas de lidiar con este problema como se ha mencionado anteriormente. Se puede
asumir un ansatz para la anisotropia permitiendo un modelado especifico [1]]. Otra posibilidad
es imponer ciertas condiciones fisicas sobre las variables métricas, como la nulidad del tensor

de Weyl (modelos politropo conformemente plano) [2] y el politropo Karmarkar Clase I [[73].

Ademas, se ha desarrollado [9] el modelo de politropo de complejidad nula.

Dado que los politropos representan una variedad de sistemas de fluidos con una amplia
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gama de aplicaciones en astrofisica (por ejemplo, fluidos de Fermi), en la seccién [2.3] se de-
scribe un marco general para modelar politropos relativistas generales (con anisotropia de pre-
sién local), mediante el proceso de desacoplamiento gravitacional, a través de el enfoque de
deformacion geométrica minima. Asi, se ha construido otro método para obtener las ecua-
ciones de Lane-Emden generalizadas, que nos permite encontrar un modelo especifico. Asumir
la ecuacion de estado politrépica para la presion radial nos permite obtener una expresion para
la anisotropia total del sistema en términos de la funcién masa adimensional (1), dada en (2.34)
, y las variables métricas del sector semilla. Esto representa una enorme ventaja, ya que ahora
podemos obtener una gran variedad de modelos de politropos relativistas generales eligiendo
soluciones conocidas de buen comportamiento como semillas. En este trabajo se ha estudi-
ado tres modelos politrépicos considerando Tolman IV, Durgapal IV y Wyman Ila como solu-
ciones de semillas. Para cada caso, se ha encontrado el conjunto completo de ecuaciones que
se convierten en la ecuacion de Lane-Emden generalizada para la materia anisotrépica. Tales
extensiones de las soluciones politropicas al caso relativista general son obligatorias si uno
tiene que tratar con objetos ultracompactos como estrellas de neutrones, donde los efectos rel-
ativistas generales no pueden ser despreciados. Sin embargo, cabe destacar que los modelos
mencionados anteriormente se presentan aqui con el tinico propodsito de ilustrar el método. La
forma natural de obtener modelos consiste en brindar informacién especifica sobre el tipo de
anisotropia presente en cada problema, ain asi, los modelos obtenidos en este trabajo presentan
algunas caracteristicas interesantes que merecen ser comentadas.

En las Figuras {4.1J4.6] y .11] observamos que existen configuraciones limitadas para un
rango de valores de los pardmetros involucrados y solo en la semilla Wyman Ila modelo de
solucién todos los radios del borde coinciden. Sin embargo, debido a la existencia de un nimero

mayor de pardmetros que en el caso isotropico, las condiciones para la existencia de distribu-
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ciones de radio finito son mds complicadas que en el ultimo caso. Las Figuras .3 4.8y .13
muestran el comportamiento del “potencial de superficie” (y) para todos los modelos consider-
ados: crece a medida que aumenta n y tiene valores mas grandes para un parametro de rigidez
mayor («). Esto se comprende facilmente, si recordamos que el corrimiento al rojo en la su-
perficie es una variable observable, que por lo tanto podria proporcionar informacién sobre la
estructura de la fuente, que esta relacionada con el modelo politropo (el indice n) que describe
el fluido y también su grado de anisotropia. Esto sucede asi, ya que cada modelo politrépico
anisotrépico se caracteriza por un y tGnico como se puede ver en la Ec. (3.28). Los modelos
politrépicos que favorecen mayores desplazamientos hacia el rojo se muestran claramente en
la Fig. [4.8] para la solucion Wyman Ila, donde se observa un comportamiento peculiar para el
valor més alto de o. Este comportamiento “ andmalo ” podria estar relacionado con el valor
extremo (miximo) de este parametro (o« = 1), que corresponde a la ecuacion de del estado
P, = p, que se cree describe materia ultradensa [[113].

La correspondencia mencionada anteriormente, entre el pardmetro y y el indice politrépico
n, sugiere que se puede establecer una relacion entre la compacidad y la distribucién de anisotropia
local del fluido, lo que a su vez estd vinculado a hechos interesantes que aparecen cuando se
estudia la estabilidad del sistema, excepto en casos particulares en los que se rompa dicha
correspondencia. Para profundizar en esta caracteristica, en las Figs. {4 f.14]y .9 se ha
investigado el comportamiento de la masa de Tolman (que podria estar relacionada con la esta-
bilidad) dentro de la esfera para cada modelo. Estos hechos han sido extensamente reportados
en [, 2 3, [79, [114]] donde se discute la eficiencia para disminuir la masa de Tolman en las
regiones internas y concentrarla en las externas dependiendo del factor anisotrépico que la pro-
duce lo cual resalta el papel que juega la anisotropia en la estabilidad de la configuracion del

fluido.
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En principio, un argumento un tanto especulativo afirma que podria ser posible investigar las
caracteristicas del fluido de la estrella determinando » mediante el potencial de superficie. Esto
seria valido para aquellas configuraciones donde los efectos relativistas generales, asi como la
inclusion de la anisotropia de presidn, son inevitables y se modelan recurriendo a una ecuacion
de estado politrépica. Entonces, una posible aplicacion del enfoque presentado aqui podria
aplicarse al estudio de las enanas blancas de super-Chandrasekhar que tienen masas del orden
de 2.8 M. Sin embargo, se debe tener cuidado con el hecho de que algunos de los fenémenos
fisicos presentes en tales configuraciones (por ejemplo, campos magnéticos intensos) podrian

romper la simetria esférica.
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Capitulo V

Conclusiones

En este trabajo se present6 una alternativa nueva para obtener soluciones relativistas de politro-
pos anisotropos mediante el método de desacople gravitacional a través de una deformacion
geométrica minima. En este sentido, se ha extendido el dominio de las soluciones isétropas
hacia soluciones anisétropas. Este hecho es de alto interés ya que para modelar objetos ultra-
compactos la condicion de una configuracion isotrépica deja de ser un modelo realista como se
ha mencionado previamente. Las soluciones numéricas obtenidas de las ecuaciones de Lane-
Endem generalizadas muestran configuraciones anisétropas estables y bien comportadas para
los tres sectores semillas elegidos: Tolman IV, Wyman Ila y Durgapal IV. Esto se refleja al
haber obtenido la funcién densidad energia que disminuye mondtonamente como se espera y la
funcién masa se encuentra una funcién creciente que depende del parametro de compacidad im-
puesto al modelo. Adicionalmente, se ha calculado el potencial de superficie y se ha investigado
el comportamiento de la masa activa gravitacional (my) cuyo comportamiento es el esperado y
reportado anteriormente en varios trabajos. De igual manera, se ha obtenido una expresion para

la anisotropia total del sistema en términos de la funcién masa, esto representa una gran ventaja
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ya que nos permite generar un gran numero de modelos de politropos relativistas para cualquier
solucién semilla bien comportada.

El método de Desacople Gravitacional ha demostrado ser una herramienta eficaz y versatil
y una alternativa al modelar objetos estelares, sin duda este método puede ser aplicado a un sin
ndmero de aplicaciones astrofisicas y en el caso de este trabajo puede ser extendido a un andlisis

mas detallado con otras condiciones de interés en el modelamiento de objetos ultracompactos.
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Apéndice A

Meétodo Alternativo

A continuacion se presenta un método alternativo y equivalente al procedimiento presentado
en este trabajo para encontrar las soluciones a la ecuacion de Lane Endem para u politropo
anisotropo relativista.

Se comienza separando a la funcién masa, en un sector material y desacoplado como sigue:

m(r) =m™ + my (1.1)

m" = g(l —e M)
(1.2
oy )

my =
2
Con estas definiciones tenemos,
" A3(m™ +m

n(&) =n™ + 1 = ATm™ + mo) (1.3)

4T,
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con
m A3m™ B E(l—e™)
= 4rp.  2a(n+1)
A, (1.4)
o= AT p,
Luego,
="ty =" (1.5)
de donde,
77/ _ % _ 5277071 . 1 [1 —eh 56_#/ubl] (1 6)
b ae 2a(n + 1) '
Con las definiciones de f se puedo calcular,
2a(n+1)%2
f= —Tg (1.7)
y su derivada,

B &

Con las expresiones anteriores podemos reemplazar en la anisotropia (3.13).

2 1)A2 . V4 (2
A= —04(7;;—52) {—7795 (21/’ +v" - 2% - 5_2) + (19 — €M) (V + E)] (1.9)

Finalmente nos queda,

2 c ’ / 2 " 2 ! 4
= ;@ [(m)—ém)(v LRIl (2v +v —2%—5—2)] (1.10)

Por lo que la ecuacion de Lane Emdem se reescribe como,
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dé 1+ g ’ P (n +1) L+ ay)
(1.11)
donde,
m g(l B e_ﬂ)
T T %am 1)
1 (1.12)
My = EY" — [1—e™" +&e ]

2a(n+1)
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