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Resumen. Se estudia la codificacién en bloques empezando por la des-
cripcién de la codificacion de Shanon — Fano — Elias (SFE), luego se tiene a
la codificacién aritmética como caso particular de SFE, los modelos que se
ocupan para su implementacién y el método de Lempel-Ziv. Se demuestra
la eficiencia de la codificacién SFE asi como también se presentan ejem-
plos de codificacion aritmética. Por tdltimo se estudian temas de geometria
algebraica relacionados con los codigos lineales y ciclicos, esta relacién se
presenta de manera sisteméatica haciendo una relacion entre dos teorias que
de inicio podrian parecer ajenas una de la otra: la teoria de la informacién

y el algebra abstracta.

Abstract. Stream codes are studied with a description of Shanon —
Fano — Elias code (SFE), as well as arithmetic coding as a particular case
of SFE, the models that are used for its implementation and the Lempel -
Ziv method. The efficiency of SFE coding is demonstrated and many exam-
ples of arithmetic coding are exposed. Finally we study topics on algebraic
geometry in connection with linear codes and cyclic codes, this is presented
systematically and making a relation between two theories that at a first

view may appear to be different: information theory and abstract algebra.
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Capitulo 1

Introduccion

El proceso de digitalizar la informacién ha sido de gran utilidad para las ramas de
la computacion y las telecomunicaciones, de inicio se pensaba en la manera 6ptima de
transmitir los mensajes a través de los canales de comunicacion, asi mismo se pensaba
en los problemas que tienen que ver con la presencia de interferencia o ruido a través
de dichos canales y el saber si tal mensaje llega a su destino de manera que el receptor
pueda reconocer el mensaje enviado, o por otro lado, que la informacién enviada no
pueda ser entendida por un receptor no autorizado, todos estos aspectos abarcan dos
ramas importantes de las matematicas aplicadas: la primera, el estudio de la manera
o6ptima de comunicacion sobre medios con interferencia, toma el nombre de teoria de
la informacion, y la segunda, la que trata de la confidencialidad de la informacion, se
llama criptografia. En el presente documento se estudian los conceptos que forman la
base de la teoria de la informacion, aunque se puede mencionar que en ciertos aspectos
ambas teorias comparten una misma vision: la comunicacién de informacién.

La revolucién informética de las ultimas décadas ha puesto al alcance de todos el
manejo de informacién y comunicacion de la misma, es comin en la actualidad usar
medios tales como la telefonia celular, la red Internet, medios de comunicacién digitales
y un largo etcétera, pero: ; Qué hay detras de estas tecnologias? ; Qué procedimientos se
usan para poder captar fisicamente toda la informaciéon que nuestros sentidos perciben,
luego procesarla, atravesarla a través de un canal de comunicacién y receptarla? ;Cémo
es que esta informacion aunque finita, pero de gran tamano, puede ser transformada
para ocupar un espacio totalmente menor a su original?

Uno de los problemas que se puede presentar en el proceso de comunicacién es

el siguiente. Imaginemos un satélite artificial que orbita y monitorea un planeta de



nuestro Sistema Solar, éste envia informacién (desconocida para nosotros) acerca de su
superficie en forma de fotografias. Debido a la gran distancia de separacion o problemas
en los sistemas de comunicacion o por radiacién emitida por el Sol en el proceso de
envio alguna fotografia se podria ver afectada en su contenido, lo cual podria conducir
a conclusiones erroneas al momento de recibir tal informacién. Se precisa entonces
una técnica que ayude a corregir los errores ocasionados por factores externos a la
comunicacion. La primera idea que surge es el reenvio de la informacién desde su
origen, sin embargo esto puede traer consigo un costo muy alto tanto en recursos como
en tiempo. Otra solucién consistiria en el envio de la informaciéon con un componente
de redundancia con el fin de tener copias del mismo objeto observado y compararlas
al ser recibidas, esto a su vez lleva el riesgo de verse afectada por la interferencia que
ocurre en su camino hacia el otro lado de la comunicacién. Fue entonces esencial para
el desarrollo de las comunicaciones la creaciéon de modelos para que la informacién sea
transportada de manera eficaz y confiable.

Por otra parte, toda la informacién que podemos transmitir esta sometida también
a parametros de capacidad de transmision, lo cual requiere en determinado momento
que los datos a ser transferidos atraviesen un proceso de compresion. Es asi que cientos
y miles de escritos de todo el conocimiento humano yacen en libros que ocupan edifi-
cios enteros en bibliotecas, pero es claro que las actuales bibliotecas virtuales pueden
contener tanta o mas informacion que la incluida en una biblioteca comun, almacenan-
do datos en dispositivos que caben en la palma de la mano. Junto con la creacion de
modelos para el tratamiento de la informacion sobre medios perturbados, fue necesario
también desarrollar modelos que permitieran reducir el tamano de los datos sin que
esto afecte al contenido de la informacion. Por ejemplo, al comprimir un archivo de
tipo texto, se puede observar que el tamano del archivo en ocasiones se reduce hasta
la mitad de su original. Surge entonces la motivaciéon para el estudio de los tipos de
codificacién utilizados en la compresién de la informacion.

Este trabajo tiene como finalidad la comprensién de algunas de las técnicas funda-
mentales utilizadas en la teoria de la informacién, estudiando los métodos conocidos
como codificacién por bloques, el método de Shanon — Fano — Elias y el método de
Lempel — Ziv. Para llegar a este objetivo seguimos de cerca los capitulos de la primera

parte de [5], se han utilizado herramientas de la estadistica que permiten optimizar los



métodos de compresion, se demuestran resultados que nos llevan hacia el mismo obje-
tivo y ademas se realiza una implementacién en el sistema Python de la codificacion
aritmética en un caso particular de la codificacién de SFE que nos permite entender el
método de manera didactica.

En el capitulo 3 se introduce la codificaciéon de Lempel-Ziv cuyos algoritmos de
compresion se utilizaron en programas de compresiéon de sistemas Unix, para el formato
grafico GIF, y varios métodos de compresién (en su mayoria patentados) usan el método
mencionado.

En el capitulo 4 se revisan tépicos relacionados con la teoria de cuerpos y anillos
para luego desembocar en el estudio de dos tipos de cddigos: lineales y ciclicos. En lo
anterior cabe enfatizar la idea a través del siguiente comentario. La teoria de cuerpos y
en si las estructuras algebraicas forman una rama de las matematicas que organiza los
conjuntos de niimeros que tienen asociados a sus elementos operaciones (llamadas suma
o multiplicacién), a su vez, estudia las propiedades que permiten encontrar inversos
en tales operaciones, también analiza cuando cierta ecuacion tiene o no una solucién
en cierto conjunto y varios otros temas que mencionarlos abarcarian largas paginas.
Al inicio de la investigacion, parecia algo inverosimil relacionar temas de Geometria
algebraica con la teoria de codificacion. Sin embargo, con ayuda de varios resultados,
mencionados en el capitulo 4, ambas teorias parecen ser un todo; lo que aparentemente
parecia antagénico culmina por ser una aplicacién no menos interesante que elegante
de la geometria algebraica en el area aplicativa de la teoria de la informacion

Este trabajo se ha realizado pensando en concatenar todos los conceptos funda-
mentales que son base para el desarrollo de la teoria de la informacion, se muestran
sistematicamente todos los resultados que se toman del dlgebra abstracta u otros temas
puramente teodricos para luego relacionarlos con la aplicacién. Se presentan varios ejem-
plos en detalle y algoritmos que han sido implementados en el sistema Python. Un par
de resultados no han sido demostrados formalmente por tratarse de temas que salen del
contexto del objetivo principal del presente documento que es: introducir al lector a la
teoria de la informacién y mostrar la relacién que existe entre la geometria algebraica

y dos tipos de codigos muy utilizados los codigos lineales y los cédigos ciclicos.



1.1. Definiciones preliminares

Antes de concluir con este capitulo introductorio, revisamos algunos conceptos que
seran de mucha utilidad en los siguientes capitulos.

Denotamos por /™ al conjunto todas las n-uplas de elementos del conjunto 7.
Ademds &7 es el conjunto de todas las cadenas de dimensién finita compuestas de
elementos del conjunto .o/, entendiéndose por cadena a la sucesion de elementos de
A. Notamos un intervalo semiabierto como [a,b) al conjunto de los z € R tales que

a<x<b
Ejemplo 1.1.1 Dado el conjunto A = {0, 1} entonces:
A% ={00,01,10,11}
A? ={000,001,010,011,100, 101,110, 111}
At =1{0,1,00,01,10, 11,000,001, ...}

Definicién 1.1.1 Se llama un ensamble X a (z,o/x, Px), donde z es una variable
aleatoria que toma valores del conjunto @y = {a1,...,a;,...,ar} con probabilidades

Px ={p1,-- - Pi,---»pry con P(x =a;) =p;, p; >0y > ., Plx=a;)=1

Definicién 1.1.2 Se llama un cédigo simbdlico binario para el ensamble X a la trans-
formacion C"

CI%X:{GQ,...,(I[} — {071}+ (11)
r — c(x)

A ¢(x) llamaremos la palabra cédigo correspondiente a x y [(x) a su longitud, con

Ejemplo 1.1.2 Sea @y = {l,m,n,o}, definimos C' a través de ¢ : &y — {0,1}" y la
longitud de las palabras como sigue en la siguiente tabla

C
a; | c(a;) | l(a;)
[ ] 1110 4
m | 010 3
n | 00 2
o | 0111 4

Entonces tenemos que C' = {1110, 010, 00,0111}

Definicién 1.1.3 Una palabra cédigo k es un prefijo de otra palabra codigo d si existe
un palabra cédigo ¢ tal que la concatenacion kt es d



Definicién 1.1.4 Un cddigo simbdlico se llama cédigo prefijo, si ninguna palabra codi-
go es un prefijo de ninguna otra palabra cédigo.

Ejemplo 1.1.3 Observamos varios casos

= (7 = {0,01}, se observa que 0 es prefijo de 01, por lo tanto no es un cédigo
prefijo.

» Cy ={0,11} es un c6digo prefijo ya que ni 0 es prefijo de 11 ni 11 es prefijo de 0

= (5 =1{00,01,10,11} es un cddigo prefijo

Sea el alfabeto fuente &y = {a,...,ar} y tomamos el simbolo a; con el signifi-
cado especial: "fin de la transmision”. Como se vera mas adelante, esta fuente emite
una sucesion ri, T, ..., T,,.... Asumimos que un programa es proporcionado al co-
dificador que asigna una distribucién de probabilidad predictiva sobre a; dado que
antes ocurrié una sucesiéon i, ..., x,_1, P(x, = a;|z1,...,2,_1). El decodificador tiene

un programa idéntico que produce la misma distribucién de probabilidad.

Definicién 1.1.5 Se llama contenido de informacion de Shanon a la expresion

B = a;) = logy — (1.3)

]

Se define la entropia como

HX) = Y () o, (1.4)

. K3
3

La longitud promedio de un cédigo C' para el conjunto X es

L(C,X) =) P(z)l(z) (1.5)

TEA X

Ejemplo 1.1.4 Sea como antes el cédigo binario C', definimos en este cddigo probabi-
lidades para cada uno de sus elementos:

C
a; | c(a:i) | pla;)
[ | 1110 | 1/8
m | 010 | 1/2
n 00 1/8
o | 0111 | 1/4

Entonces tenemos que el contenido de informacién de Shanon para cada letra es:



C

a; | c(ai) | p(a:) h(a:)

[ 11110 | & |[log,(8) =3

m | 010 | 3 |logy(2)=1

n | 00 L ] log,(8) =3

o |01l | T | logy(4) =2
La entropfa H esiguala §-2+3-14+£-341-2=3.
La longitud esperada es § -4+ 3 -3+ 3 -2+ -4=2.

Nota 1.1.1 La conversién de un nimero fraccionario binario a decimal se realiza ini-
ciando por el lado izquierdo del niimero, cada nimero se multiplica por dos y se ele-
va a la potencia consecutiva (empezando por —1), luego estos resultados se suman.
Asi 0.011015 corresponde en decimal a 0271+ 15272415273 4+0%274+1%x27° = 0.40625.



Capitulo 2

Codificacion por bloques

Dentro de los métodos de codificacién, en el método de Huffman ([5] 5.5) cada
simbolo del mensaje codificado tiene una cantidad entera de bits, si tenemos un mensaje
de texto, cuyos simbolos se repiten varias veces o en el que se pueden predecir los
siguientes simbolos sea por la semantica del texto o por reglas gramaticales, podemos
asignar una codificaciéon basandonos en la probabilidad de ocurrencia de cada simbolo,
y de esta manera ocupar menos cantidad de bits. Podemos entonces establecer un
modelo mateméatico para conjuntos de textos mediante una sucesién de letras (en algin
alfabeto), e introduciendo en esta sucesién una medida de probabilidad.

En contraste al método de Huffman, la codificaciéon aritmética permite representar
un mensaje por medio de un intervalo de nimeros reales entre 0 y 1. Cuanto mas
largo sea el mensaje mas corto seré el intervalo que lo representa, y el nimero de bits
necesarios para especificar el intervalo crece. Revisamos a continuacion un caso general

de codificacién aritmética.

2.1. Codificacién de Shanon-Fano-Elias (SFE)

Supongamos tenemos una fuente aleatoria que toma n valores y de la cual se conoce

su funcién de probabilidad acumulada definida como

F(z) =) P(a) (2.1)

aeX



0.0 1 1 1 1 1 1 1
0

Figura 2.1: Funcién de probabilidad acumulada (Cpf), n =9

Para codificar una palabra x tomamos el valor F(z) y ademds F(x — 1) que no
es mas que F(z) — P(x), obtenemos el valor promedio entre estos dos valores que es

F(z) — 1P (). Luego calculamos el valor

I(2) = [log P(lx)w +1 (2.2)

que correspondera a la longitud del cédigo de z. Ya que F'(x) — %P(az) estd en [0, 1],

expresamos esta cantidad como un niimero decimal binario:

<F(:c) - %P(m))z (2.3)

es decir una sucesién de ceros y unos luego de la coma decimal, y tomamos de esta
sucesién los primeros [(z) bits, es decir, hemos truncado al nimero decimal binario en

[(x) bits, notamos este nimero por
1
[F(x) - —P(x)] (2.4)
2 i

El valor correspondiente a (2.4) es menor que (2.3) debido justamente a que (2.4)
es un valor binario truncado, sin embargo, no es menor que F'(z —1). En efecto, cuando
tomamos el nimero [(z) de bits estamos dividiendo el intervalo [0, 1] en 2/®) partes
(existen 2!(*) combinaciones de {(z) bits en [0, 1]). Ya que (2.4) se encuentra en una de

estas divisiones, entonces tenemos:



y de esta manera

F) - 2P@)) - |Fl@) - 1P@)| < 2.5)
(P - 37@) - [P - gre] | <5

U(z)
lo cual indica que el valor de (2.4) no puede ser menor que F'(z — 1).
Para cada valor de x realizamos el mismo procedimiento de calculo y obtenemos
asi sus palabras cédigo. Probamos que este método de codificacién se decodifica de

manera Unica e incluso es un codigo prefijo.

Proposiciéon 2.1.1 El codigo de Shannon-Fano-Elias es un cédigo prefijo.

Demostracién.
Tomamos (2.4) y sumamos 1 a su ultimo bit, obteniendo un nuevo niimero binario
al cual llamaremos X . Al sumar 1 al dltimo bit de (2.4) hemos sumado 271*) a (2.4), es

decir X = [F(z) — s P(z)] l($)+2*l(x), por (2.5) sabemos que hemos anadido a (2.4) una
P(z)

5, luego X<F (x). Entonces, todos los nimeros para los cuales

,X] . Para cada

cantidad menor a
(2.4) sea prefijo se encuentran dentro del intervalo [[F(:l:) - %P(x)]l(m)
valor de x, podemos obtener un intervalo de este tipo, y asi observamos que la palabra
coddigo que obtenemos para el valor de  no es un prefijo para ningin valor menor o
mayor que x, ya que en tal caso estos intervalos se interceptarian, pero hemos dicho
que X < F (x), lo cual garantiza que estos intervalos no se intercepten. De esta manera
el cédigo de SFE es un cédigo prefijo y entonces es un cédigo con decodificacién tinica.
O

Por otra parte, nos interesa también en un cédigo simbdlico qué tanto podemos

comprimir usando esta codificacion, es decir, cudl es la longitud media obtenida a

través de esta codificacién.

Proposicion 2.1.2 La longitud media del codigo de Shanon-Fano-Elias, no sobrepasa
en mds de dos bits a su entropia. [5] Ej.6.1
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Demostracion.

Calculamos la longitud promedio del cédigo S-F-E

L = ZP(%)Z" = ;P(xi) ([log P(ll_i)w + 1)
= ZP:@ [log WJFZP:CZ
= ZP(JZZ') [log P(lxl-)w +1

ZP@ <log e )+1)+1_prz logp(2)+2—H(X)+2D

IA

Se dice que un cédigo es dptimo cuando su longitud media coincide con su entropia,
lo anterior muestra entonces que el c6digo SFE es subéptimo (sobrepasa a la entropia
en dos bits). Sin embargo, notamos que si juntamos n simbolos en bloques y realizamos
la codificacién SFE de cada bloque obtenemos como longitud promedio L, y la longitud

promedio L del codigo seria

Ly
n

INA
I
=
s
_l’_
S
=
E

Es decir, mientras nuestros bloques de simbolos sean més grandes, (la longitud del
cédigo sea més grande) el cédigo SFE se convierte en éptimo, o lo que es lo mismo, es
asintéticamente éptimo.

Con lo anterior, estamos listos para introducir la codificacién aritmética que es un
caso particular de la codificacion SFE pero aplicada a bloques de simbolos, que como
vimos anteriormente nos permiten (cuando la longitud del cdigo es grande) obtener

un cédigo optimo.



11

2.2. Codificacion aritmética

La codificaciéon aritmética es una forma alternativa de la codificacion de SFE, la
cual codifica largos bloques de simbolos de manera iterativa, es decir vamos a realizar
SFE para un bloque de simbolos y codificarlos secuencialmente . Esto permite reducir
el retraso en el envio de informacién, ademas de que la longitud de los bloques puede
incrementarse sin necesidad de incrementar el retraso en la codificacion o decodificacién.

Supongamos que tenemos n simbolos y queremos realizar SFE, en primera instan-
cia, como en la seccion anterior, necesitamos saber cuél es la funcion de probabilidad
acumulada (Cpf) para éstos n simbolos. Antes de calcular la Cpf debemos disponer
todos los bloques de n simbolos en un orden secuencial. Usaremos en adelante el orden

lexicografico para aprovechar sus buenas propiedades como se muestra a continuacién.

Definicion 2.2.1 Dado el alfabeto @Zx, el bloque de n simbolos a;,,a;,,...,a;, es
lexicograficamente menor que (simbolizamos <) a;,, aj,, ..., a;,, es decir:

Wiy Qigy - ooy Qiyy = Qi oy - - -5 @, SS1 0 = Ji PaTa bk < 1Ly 4 < jy
Ejemplo 2.2.1 Sea el alfabeto {a,b,c,..., 2}, tomemos como bloque de letras a bcv,

bzb, cab. Se tiene que n = 3 consideremos el par bcv y bzb tenemos que a;, = aj, =b
ademas iy < jo por tanto bcv < bzb, por otro lado bzb < cab ya que 7; < j;. Como se
puede observar, el orden es el que aparece en los diccionarios.

Sea x (21,9, ...,2;). Definimos la Cpf como

Fx)= Y  P(y") (2.6)

y(i)<x(i>
Es decir, definimos la Cpf como la suma de todas las i-uplas (palabras) que vienen

antes de x9. Ahora extendemos la sumatoria de la definicién anterior y obtenemos
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Fx) = Y PY)

¥ <x@
= > PEU) 4+ PEIYy)

y(i-1) < x(i=1) Yi<T;
= F(xD 1)+ 30 P (xY) P (fxD)

Yi< T4
= F(xD 1)+ P (x0) 3D P (fxCD)
Yi<T;

= F(xUY—1)+ P D) F (z;]x0Y) (2.7)

Observemos detenidamente lo anterior. Supongamos que hemos calculado el valor
de la Cpf definida para un bloque de ¢ — 1 simbolos que hemos recibido, mantenemos
este cdlculo (primer sumando de (2.7)). Luego de recibir el simbolo ¢ encontramos la
Cpf de la secuencia hasta ¢ usando el calculo previo: el primer sumando esta calculado,
P (x(i_l)) de (2.7) es conocido al recibir el simbolo ¢ — 1 y dnicamente lo que debe-
mos calcular es F (z;[x~V) de (2.7), que corresponde a la funcién de probabilidad
acumulada, condicionada a x(®~1). De esta manera, observamos que en el caso de la co-
dificacién aritmética no es necesario calcular todas las probabilidades de la funcion de
probabilidad acumulada, lo cual da una ventaja de esta codificacion frente, por ejemplo
a la codificacion de Huffman, en la cual requerimos calcular todas las probabilidades
del conjunto de simbolos recibidos.

Calculamos F(x() de forma iterativa. Conocemos hasta este momento tres valo-
res: F(x0~Y), P(x(=1) y F(x(~Y ~1), que forman el intervalo [F(x0~Y —1), F(x0=Y)]
cuando recibimos el i—ésimo simbolo calculamos F (z;|x~Y), P (z;[xV) y F (z; — 1|x¢~Y)
que forman el intervalo [F (z; — 1[x(~Y) | F (z;[x“~V)] y por dltimo debemos com-
primir este tultimo intervalo dentro del intervalo anterior, reescalando los valores de tal
manera que los extremos del anterior intervalo corresponda a los extremos del interva-
lo [0, 1]. Entendemos por reescalar el intervalo en multiplicar sus valores por el factor
P(X(i_l)) y realizamos este proceso para todos los simbolos que recibimos.

La codificacién final serd representada por un subintervalo [a, #) dentro del intervalo
[F(z® — 1), F(z®)] y la codificacién, corresponders a la representacién binaria de a.

Si F(x® — 1) y F(x™) tienen la misma representacién binaria para algunos bits
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iniciales, entonces la codificacién del bloque, que es un niimero binario que se encuentra
dentro de este intervalo, va a tener como prefijo justamente los bits comunes para los dos
nimeros, es decir de antemano podemos conocer los primeros bits de la codificacion sin
necesidad de esperar toda la informacién enviada. Mientras 7 se incrementa el intervalo
[F(x®—1), F(x%)] es cada vez més pequeno, y habrd mas bits comunes entre F(x(¥—1)
y F(x®).

Ahora, necesitamos saber cémo calcular el factor P(z;|x%~V), que es la clave para
calcular iterativamente la Cpf. Hay casos especiales, donde el calculo de esta proba-
bilidad es simple, por ejemplo, cuando tenemos una fuente que emite simbolos inde-
pendientes idénticamente distribuidos donde sabemos que P(z;|x"~) = P(x;). Otro
caso en el cual el calculo es simple corresponde a las fuentes con procesos Markovianos,
donde P(z;|x"V) = P(x;|z;_1). Sin embargo puede darse el caso que no sabemos de
antemano las estadisticas de la fuente, en este caso, la idea que podemos aplicar es
que mientras recibamos simbolos podemos estimar la distribucién de probabilidad de
la fuente a la vez, y usar esa distribucién para hacer la codificacion. Un modelo para
realizar esta estimacion es el modelo de Laplace, en el cual tenemos

P(X, = alxi ) = - Lat] (2.8)
Y onea Fat1

donde F) es el nimero de simbolos A que aparecen en x(~Y. Es decir, estamos calcu-

lando un tipo de frecuencia de las letras en el bloque de simbolos.
Otro modelo para estimar es el modelo de Dirichlet:
F,+e€

P(X; = G-y __~o '~ 2.9
(X =) - 29

vemos que en el modelo de Laplace se tiene e = 1. Si € < 1 entonces se tiende a aprender

el estadistico rapidamente, sin embargo tendremos un mayor error en la estimacion.

2.3. Modelo basico de codificacion aritmética

Para comprender la idea de la codificacién aritmética, comencemos trabajando con
nimeros decimales (aun no binarios) y para lo cual codificamos el mensaje "MI EJEM-
PLO’ y hacemos corresponder a cada simbolo su probabilidad de ocurrencia en el

mensaje, como se indica en el siguiente Cuadro 2.1:
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Simbolo | Probabilidad
Espacio 1/10
2/10
1/10
1/10
1/10
2/10
1/10
1/10

H O E| | —| —| ™

Cuadro 2.1: Probabilidades para "MI EJEMPLO”

Luego damos a cada simbolo un intervalo de probabilidad entre 0 y 1. La longitud
del intervalo para cada simbolo es igual a su probabilidad de aparicién en el mensaje.
La posicién del intervalo de probabilidad no tiene significado, lo que si es importante es
que tanto el codificador como el decodificador, hayan distribuido los simbolos mediante

reglas idénticas. Los intervalos se muestran en la Cuadro 2.2:

Simbolo | Probabilidad | Intevalo

Espacio 1/10 [0,0.1)
E 2/10 [0.1,0.3)
I 1/10 [0.3,0.4)
J 1/10 [0.4,0.5)
L 1/10 [0.5,0.6)
M 2/10 [0.6,0.8)
O 1/10 [0.8,0.9)
P 1/10 [0.9,1)

Cuadro 2.2: Intervalos correspondientes a ”MI EJEMPLO”

En términos generales el algoritmo para la codificacion aritmética puede ser escrito:

Algoritmo 1

Inf= 0.0

Sup= 1.0

While (( Simbolo)!= Fin){
Long=Sup — Inf
Sup=Inf+Long*SupPara(Simbolo)
Inf=Inf+Long*xInfPara (Simbolo)




Return (Inf)
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Para el ejemplo tenemos los resultado en el Cuadro 2.3

Simbolo | Inf Sup
0.0 1
M 0.6 0.8
I 0.66 0.68
Espacio | 0.660 0.662
E 0.6602 0.6606
J 0.66036 0.6604
E 0.660364 0.660372
M 0.6603688 0.6603704
P 0.66037024 0.6603704
L 0.66037032 0.660370336
O 0.6603703328 | 0.6603703344

Cuadro 2.3: Codificaciéon de "MI EJEMPLO”

De esta manera tenemos la codificacién del mensaje. El algoritmo para la deco-

dificacién del mensaje es:

Algoritmo 2

Simbolo= Encontrar(n)

#funcién Encontrar,

7 2

#encuentra simbolo en el intervalo donde esta el ntimero "n
While (( Simbolo)!=Fin){
Emision (Simbolo) Interv=SupPara (Simb)—InfPara (Simb)
n=n—InfPara (Simb)

n=n/Interv

}

Para nuestro ejemplo los resultados del algoritmo anterior seran:
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n Simbolo | Inf | Sup | Intervalo
0.6603703328 | M 06(08 |0.2
0.301851664 | I 03104 |0.1
0.01851664 Espacio | 0.0 | 0.1 | 0.1
0.1851664 E 0.110.3 |02
0.425832 J 04105 |01
0.25832 E 0.1103 0.2
0.7916 M 0.6 | 0.8 |02
0.958 P 09 |1 0.1
0.58 L 05]06 |0.1
0.8 O 0809 |0.1

Cuadro 2.4: Decodificacién

Procedemos a implementar los algoritmos anteriores. Primero realizamos un pro-
grama (frequencies) para calcular las frecuencias de las letras en un texto dado, retorna
un vector que contiene las letras y sus frecuencias, luego tenemos un programa para co-
dificar el cual retorna el nimero real entre 0 y 1 que codifica el texto "MI EJEMPLO”

y otro para decodificar, el cual retorna en cada paso las letras decodificadas.

from mpmath import =x
mp.dps = 30; mp. pretty = False

def frequencies(s):

count=[| #lista wvacia
substring=""

k=0.0

k=len (s)

z=0.0

inf=0.0

for j in range(len(s)): #subcadena para cada elemento

substring=substring+s|j |
substring=substring .upper () #cambiamos mayusculas
for ch in ’ _ABCDEFGHIKIMNOPQRSTUVWXYZAEIOUN.
#frecuencias de cada letra

if substring.count(ch)>0:




z=fdiv (substring.count (ch) k)
count .append ([ch,z,inf  fadd (inf z)])
#anada a la lista y calcula

#la frecuencia de la letra

inf=fadd (inf ,z)

#print count

return count

def encode(cod):

def

inf=0.0
sup=1.0
x=]

x=frequencies (cod)
1=0
while(i < len(cod)):
Ing=fsub (sup ,inf)
for j in range(len(cod)):
if (cod[i] — x[j][0]):
sup=fadd (inf ,fmul(lng ,x[j][3]))
#print sup
inf=fadd (inf ,fmul(lng ,x[j][2]))
print inf
break
1=1+1

return inf

decode(n,cod):
x=frequencies (cod)
itrv=0.0

i=0
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while (i<len(cod)):

for j in range(len(cod)):
if(x[j][2]<=n and n<x[j][3]):
[0]
[3]
[2]

print x|[j |
]
]
itrv=fsub (x[j][3],x[j][2])

print x| ]
print x|[]

print itr
#print n
n=fsub (n,x[j][2])
n=fdiv (n,itrv)
print n
print j
break
i=i+1

def main():
code="MI_EJEMPLO’
code=code.replace(’\n’,’ ") #quita los fines de rengldn
x=]
x=frequencies (code)

print x

print ”"Numero_correspondiente_a_codificacién._de_cadena:_.”

y=encode (code)

print y

#print x

print 7" Decodificacién._correspondiente:.”
decode (0.6603703328,code)

main ()
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2.4. Modelo probabilistico de codificacién aritméti-
ca

Una transmisién binaria define un intervalo en la recta real desde 0 hasta 1. Por
ejemplo la cadena 01 es interpretada como un ntmero real binario 0.01... que corres-
ponde a un intervalo [0.01,0.10) en binario, y que corresponde a su vez a [0.25,0.50)
en base 10. A la cadena mas larga 01101 le correspondera un intervalo mas pequeno
[0.01101,0.01110), ademés, ya que la cadena 01101 tiene como prefijo a 01, notamos
que el intervalo de 01101 es un subintervalo del correspondiente a 01. Asi 0.011015 co-
rresponde en decimal a 0.40625 y 0.011105 corresponde a 0.4375. Entonces el intervalo
correspondiente seria [0.40625,0.4375) que es subintervalo de [0.25, 0.50).

Podemos dividir el intervalo [0, 1) en I subintervalos de longitud igual a las proba-

bilidades P(x; = a;) como se muestra a continuacién en la Figura 2.2:

0.00 P
1
IR p—
_ Qs
= Q205
P(xy =a1) + P(x1 = as)
P(xl—a1)+ ..—I—P(.l’l:(l]_l) :a;

1.0

Figura 2.2: Modelo probabilistico

Ademas cada intervalo a; se lo puede subdividir en intervalos a;ai, a;as, ..., a;a;
tal que la longitud de los a;a; sea proporcional a P(xs = ajlx; = a;), de hecho el
intervalo de a;a; es justamente la probabilidad conjunta P(z; = a;,x2 = a;) = Pz, =
a;)P(ze = aj|z = a;).

Iterando este proceso podemos dividir el intervalo en una sucesién de intervalos
correspondientes a todas las cadenas finitas posibles, de tal manera que la longitud de
un intervalo es igual a la probabilidad de la cadena dada por el modelo.

En el ejemplo que describimos a continuaciéon, vamos a comprimir los lanzamientos
de una moneda sesgada, los dos resultados posibles del lanzamiento lo simbolizamos
mediante a y b. Una tercera posibilidad es que se deje de lanzar la moneda y esto lo

representamos mediante [J. Ya que la moneda es sesgada, las probabilidades de a y b
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no seran iguales, ademas de que no conocemos qué valor es mas probable de antemano.

Supongamos que necesitamos codificar la cadena bbball. Enviamos uno a uno los
simbolos de la cadena y usamos un modelo, para calcular la distribucién de probabilidad
del siguiente simbolo dados los simbolos que hayamos recibido. Asi el modelo que

ocuparemos sera

1. P(Ox(Y)=0.15

_ i—1)) — Fq

2. P(l’i = a‘X( 1)) =0.85- Fa-s-;bl-i-Q
. i— . Fp+1

3. Pw; = b|x(V) = 0.85 - 220

Donde F, es la cantidad de a que existen en x(~1) y F} es la cantidad de b que

existen en x(—1

Mediante este modelo podemos calcular las probabilidades condicionadas:

Contexto x(i-1 _Probabilidades Condicionadas A
P(z; = a [xU 1) P(z; = b|jx(=D) P(z; = OxD)
P(a) =0.425 P(b) = 0.425 P(O) =0.425
b P(alb) =0.28 P(blb) =0.57 P(Olb) =0.15
bb P(albb) =0.21 P(b|bb) = 0.64 P(Olbb) = 0.15
bbb P(albbb) =0.17 | P(blbbb) =0.68 | P(O|bbb) =0.15
bbba P(albbba) = 0.28 | P(b|bbba) = 0.57 | P(O|bbba) = 0.15

Cuadro 2.5: Calculo de probabilidades

La Figura 2.3 muestra los intervalos correspondientes, por ejemplo el intervalo b es

0.425 del centro del intervalo [0, 1)

2.4.1. Codificacion

Cuando el primer simbolo b es recibido, el codificador sabe que la codificacion ini-
ciara con '01’, ’10” o "11’ pero no sabe exactamente cudl de ellos, es decir, no podemos
codificar aun, debemos esperar el siguiente simbolo que es b. El intervalo bb se en-
cuentra completamente dentro del intervalo ’1’, luego el codificador puede escribir el
primer bit '1’. El tercer simbolo b esta dentro del intervalo pero no lo suficiente para
estar dentro del intervalo '10’. Unicamente cuando se lee el siguiente simbolo a pode-
mos transmitir mas bits, el intervalo bbba estd completamente dentro del intervalo

10017, luego el codificado anade 001" al ya codificado '1’. Finalmente cuando [J es
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Figura 2.3: Codificacién aritmética de bbball
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leido. Como se observa en la Figura 2.3 en la parte derecha, se ha hecho un zoom el
intervalo bbball y el intervalo senalado '100111101" estd completamente contenido en

bbball y anadimos '11101" a lo ya codificado.

2.4.2. Decodificacion

El decodificador recibe la cadena '100111101°. Las probabilidades de a, b y [
se calculan de manera idéntica ya que tanto codificador como decodificador tienen el
mismo modelo y pueden reproducir todas las probabilidades calculadas. Cuando vemos
el primer bit "1’ observando la Figura 2.3 vemos que puede ser el primer simbolo o bien
b o [. Tomamos el segundo bit y tenemos '10’ podemos escribir como primer simbolo
decodificado b ya que esta dentro del intervalo cuyo prefijo es '10’, sin embargo, no
podemos escribir atn el segundo simbolo decodificado ya que puede ser ba o bb,
con los siguientes dos simbolos '1001°, podemos asegurar que la decodificaciéon es bb,

continuamos el proceso hasta que decodificamos [] que indica el fin del mensaje.



Capitulo 3

Codificacion de Lempel — Ziv

El método de codificacién de Lempel-Ziv (LZ) difiere del método de codificacién
arit-mética esencialmente en que no hay una separacion entre el modelo y la codifica-
cién. Como pudimos comprobar en el capitulo anterior, la codificacién aritmética tiene
asociada un modelo estadistico. En el método LZ no hablamos de un modelo para
elaborar la codificacion, sino que vamos creando un codigo a partir de los mismos men-
sajes a ser comprimidos, se crea un diccionario de palabras cédigo las cuales pueden

ser reutilizadas en futuro inicamente ocupando punteros a su posicién.

3.1. Algoritmo L — Z
El proceso de codificacion que ocupa LZ se resume mediante los siguientes pasos:

1. Conservar una lista de subcadenas que ha sido recibida previamente.
2. Guardar en el buffer las cadenas que obtenemos de la fuente.

3. Comprobamos si la cadena actual en el buffer esta en la lista:
a. Si estd, esperamos por un bit mas que llegue al buffer y regresamos al paso 3.
b. Si no esta:

i) Encontrar la subcadena en la lista (cadena del buffer excluyendo el ltimo

simbolo), y transmitir su indice.
ii) Transmitir el ltimo simbolo.

iii) Vaciar el buffer.

23
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Asi, el método de compresion consiste en remplazar una subcadena con un puntero
hacia una ocurrencia anterior de la misma subcadena. Por ejemplo si la cadena es
1011010100010.. ., la convertimos en un diccionario ordenado de subcadenas que no
han aparecido antes, es decir: A, 1, 0, 11, 01, 010, 00, 10, . ... A representa una subcadena
vacia y sera la primera subcadena de nuestro diccionario, ordenamos las subcadenas
en el orden que aparecen desde la fuente. Luego de cada coma leemos a lo largo de la
sucesion hasta que leamos una subcadena que no haya aparecido antes. De lo anterior
podemos concluir que esta subcadena es mas larga en un bit que alguna subcadena
que haya ocurrido antes en el diccionario. Esto significa que podemos codificar cada
subcadena mediante un puntero hacia la ocurrencia anterior de ese prefijo y luego enviar
un bit extra por el cual la nueva subcadena en el diccionario, difiere de la subcadena
anterior. Si en el n-ésimo bit hemos enumerado s(n) subcadenas, entonces podemos dar
el valor del puntero en [logs(n)] bits. En la tabla que sigue mostramos la codificacién

para la sucesién anterior

Subcadenas | A 1 0 11 01 010 00 10

s(n) 0 1 2 3 4 5 6 7

s(n)y 000 001 010 011 100 101 110 111
(puntero,bit) (,1) (0,0) (01,1) (10,1) (100,0) (010,0) (001,0)

Cuadro 3.1: Subcadenas para el ejemplo

Proposicién 3.1.1 Si un cddigo inicamente decodificable desde {0,1}" hacia {0,1}"
hace que algunas cadenas sean mas cortas, entonces otras cadenas se haran mas largas
Demostracion.

Ya que tenemos un cédigo tnicamente decodificable, entonces se cumple la de-
sigualdad de Kraft 321, 27% < 1, donde I = |{0,1}*]. Si existe alguna palabra cuya
codificaciéon tenga menos bits que élla misma, entonces su aporte en la parte izquierda
de la desigualdad incrementara el valor en la sumatoria, para evitar que la sumatoria
exceda a 1, necesariamente algunos de los sumandos deben disminuir en valor, lo cual
implica que la longitud de algunas codificaciones debe aumentar en longitud (asi 2%

disminuye)
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3.2. Aplicacién del algoritmo L — Z

Codificamos la cadena 000000000000100000000000. Creamos primero el diccionario,

hacemos la numeracion y por tltimo codificamos

Subcadenas | A 0 00 000 0000 001 00000 000000
s(n) 0 1 2 3 4 5 6 7

s(n)y 000 001 010 011 100 101 110 111
(puntero,bit) (,0) (1,0) (10,0) (11,0) (010,1) (100,0) (110,0)

Cuadro 3.2: Diccionario para cadena 000000000000100000000000

Codificacién: 010100110001110001100

Tomando otra palabra, decodificamos 00101011101100100100011010101000011.

Para ello, transformemos el cédigo separando en comas como anteriormente:
(puntero, bit)| (,0) (0,1) (01,0) (11,1) (011,0) (010,0) (100, 0) (110,1) (0101, 0) (0001, 0)
Asi, yendo por cada uno de los pares ordenados, vamos descubriendo las palabras que

resultan en el diccionario de la siguiente tabla.

S

palabra
0

1

00
001
000
10
0010
101
0000
01

= O 00 3O Ul W N KH®

)

Decodificacién: 0100001000100010101000001.
A diferencia de los cédigos de bloques, el cdédigo de Huffman y la codificacién a-
ritmética, la codificacién 1-Z se define sin necesidad de ningiin modelo probabilistico

para la fuente, por esta razon se lo conoce como universal.

3.3. Aplicaciones de los cédigos por bloques.

A continuacién se presentan varios ejemplos explicativos y de aplicacion de los
métodos de codificacion por bloques, estos ejemplos que siguen a continuacién son

tomados de [5] 6. 7.
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Ejemplo 3.3.1 Una fuente binaria X emite simbolos iid con distribucién de proba-
bilidad {fo, f1}, donde f; = 0.01. Encontrar un cédigo simbdlico éptimo tinicamente
decodificable para una cadena x = zix.x3 de tres muestras sucesivas de la fuente.
Estimar (a un decimal) el factor por el cual la longitud esperada de este c6digo 6ptimo
es mayor que la entropia de la cadena de tres bits x. Un cddigo aritmético es usado
para comprimir una cadena de 1000 muestras de la fuente X. Estimar la media y la
desviacién estandar de la longitud del archivo comprimido.

Solucion. Para obtener un cédigo simbélico éptimo y tnicamente decodificable reali-
zamos el procedimiento para el método Huffman y las posibles combinaciones en tres

posiciones, el esquema se presenta a continuacion:

palabra | p;

000 0.970299
001 0.009801
010 0.009801
011 0.000099
100 0.009801
101 0.000099
110 0.000099
111 0.000001

Para la realizacion del método de Huffman, primero ordenamos las palabras en

orden descendente de probabilidad.

palabra | p;

000 0.970299
001 0.009801
010 0.009801
100 0.009801
011 0.000099
101 0.000099
110 0.000099
111 0.000001

Realizamos la codificacién de Huffman sumando las probabilidades menores y asig-
nando 0 a la mayor probabilidad y 1 a la menor, reordenamos y realizamos el mismo
proceso anadiendo el bit que corresponde a la izquierda. Asi obtenemos la codificacién

siguiente:
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palabra | c(a;) | I;
000 0]1
001 100 | 3
010 101 | 3
100 110 | 3
011 11100 | 5
101 11101 | 5
110 11110 | 5
111 11111 | 5

La longitud promedio es 1.059998, la entropia es 0.2423794077. Luego el factor por
el cual la longitud esperada de este cddigo 6ptimo es mayor que la entropia de la cadena
de tres bits x es 4, 166666667.

Calculando la entropia de la codificacién aritmética H2(0.01) ~ 0.08, obtenemos la

longitud media con N - Hy = 80.

Ejemplo 3.3.2 Use una modificacién del algoritmo Lempel — Ziv, en el cual el dic-
cionario de prefijos es reducido escribiendo nuevos prefijos en el espacio ocupado por
los prefijos que no se usaran otra vez. Tales prefijos pueden ser identificados cuan-
do sus dos hijos han sido anadidos al diccionario de prefijos. (Se puede omitir la
emisién de terminacién de codificacién) Use este algoritmo para codificar la cadena
0100001000100010101000001. Subraye los bits que siguen a un prefijo en la segunda
ocasién que ese prefijo es usado. (Como se discutié anteriormente estos bits pueden
omitirse).

Solucién. Codificando la cadena con el método Lempel Ziv tenemos

Sube |[A 0 1 00 001 000 10 0010 101 0000 01
sm) |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
s(n)» | 000 001 010 011 100 101 110 111 1000 1001 1010
(pt,bit) (,0) (0,1) (1,0) (11,1) (011,0) (010,0) (100,0) (110,1) (0101,0) (0001,1)

La codificacion serfa 0011011101100100100011010101000011

Ejemplo 3.3.3 Mostrar que el algoritmo Lempel — Ziv modificado, no es completo,
esto es, hay codigos binarios que no son codificacién de ninguna cadena.

Solucién. Al codificar una cadena con el algoritmo, luego de 5 prefijos el puntero
puede ser cualquiera de las cadenas 000, 001, 010,011,100, pero no puede ser ninguna
101,110,111. Asfi existen algunas cadenas binarias que no pueden ser producidas como

codificaciones.

Ejemplo 3.3.4 Considerar el texto plano del libro el Quijote de la Mancha. En primera
instancia, en texto plano el libro posee 2050 Kb, luego de realizar la compilacion del
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algoritmo Lempel — Ziv usado en el programa de compresion de gzip obtenemos un
archivo comprimido equivalente a 775 Kb. Esto indica una compresion del 62 %.

Ejemplo 3.3.5 Consideremos una distribuciéon Gaussiana /N dimensional

2)1/

T ?. Estimar la media y la
varianza del cuadrado del radio 72. Asumiendo que N es grande, muestre que cerca
de toda la probabilidad de una Gaussiana estd contenida en una delgada cascara de
radio v/ No. Encontrar el ancho de la cdscara. Evaluar la densidad de probabilidad
anterior en un punto en la céscara y en el origen x = 0, compare. Use el caso N = 1000
como ejemplo. Note que casi toda la probabilidad de masa esta localizada en una parte
diferente del espacio a la regién de alta probabilidad.

Definimos el radio de un punto x como r = (> =

Solucion.
Tomando en cuenta que la varianza para el caso N = 1 de z es 02, y ya que
tenemos N variables aleatorias independientes, entonces tenemos que E[r?] = No2.

Bajo el mismo argumento, la varianza de r? es N veces la varianza de 22, es decir:

var(z?) = E[a%] — B2a? = / x‘Zﬁ exp (—M) iz — o

2o 202

tomando en cuenta que

1 > x?
2 n“n _ 4
/x (2mo2)N/2 P <_ 202 )dx =30

entonces tenemos var(z?) = 30* — o* y por ultimo var(r?) = 2No?.

Por el teorema del limite central, tenemos que para N grande, 72 tiene una distri-
bucién con media No? y varianza v2No?2.

La anchura de la céscara la encontramos tornando la desviacién estandar de 72 en

la desviacién estandar de r, para pequenos dr/r.

Tenemos que §logr = dr/r = 16logr? = %5(T2), tomando como §(r?) = V2No?

2

_178(r®) _ 1v2No® _ o
entonces or = ;= 5~ = 3 e 5

La densidad de probabilidad en un punto de la cascara X.,. con r = v No es

p B 1 No?\ 1 N
(Xese) = (2mo2)N/2 P\ T2 ) T (2mo2)N/2 P\



29

1

Gron e Y de esta manera la relacion

La densidad en el origen es P(x = 0) =

P(Xese) [ P(x = 0) = exp(—=N/2)

Ejemplo 3.3.6 Explique qué se entiende por un cédigo simbélico binario 6ptimo. En-
contrar un codigo binario 6ptimo para el ensamble

A= {a,b,c,d,e,f,g,h,i,j}
1 2 4 5 6 8 9 10 25 30

B {100’ 100 100" 100" 100" 100" 100" 100 100’ 100}
y calcule la longitud media del codigo.

Solucién. Un cddigo simbdlico es 6ptimo si no existe una codificaciéon con menor

longitud media. Para el ejemplo construimos la tabla

o~
S,

palabra | ¢(a;)
7100
10
110
111
0100
0110
0111
01010
010110
010111

®» TO D 0] T o
S O O I i W W DN

La longitud media del cédigo es 2.81

Ejemplo 3.3.7 Una cadena y = x1x, la conforman dos muestras independientes de
ensamble:

1 3 6
X.Ax—{a,b,C}, PX_ {Evl_())E}

Cual es la entropia de y. Construya un cédigo simboélico binario 6ptimo para las cadenas
y y encuentre su longitud media

Solucion.
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palabra | ¢(a;) l; D
cc 1 1| 36/100
be 000 3 | 18/100
cb 001 | 3]18/100
bb | 0100 |4 | 9/100
ac 0110 41 6/100
ca 0111 41 6/100
ab | 01011 |5 | 3/100
ba 010100 | 6 | 3/100
aa | 010101 | 6 | 1/100

Longitud media = 2.67. Entropia = 2.59

Ejemplo 3.3.8 Cadenas de N muestras independientes de un ensamble con P =
{0.1,0.9} son comprimidas usando codificacién aritmética. Estimar la media y la des-
viacién estandar de las longitudes de las cadenas comprimidas para el caso N = 1000

Solucién. Sabiendo que la entropia para nuestro caso es H(0.1) ~ 0.47 luego la longi-

tud media de la cadena comprimida serfa 1000 * H(0.1) ~ 470



Capitulo 4

Temas de geometria algebraica y su
relacion con la teoria de la
codificacion

En este capitulo se contempla una de las méas importantes aplicaciones de la geo-
metria algebraica (G.A.) para la resolucién de problemas de la codificacién. De inicio se
presentan resultados de la aritmética de cuerpos y luego se tiene la terminologia y de-
finiciones para describir los codigos de correccion de errores. En especial se estudiaran

dos tipos especiales: los cédigos lineales y los codigos ciclicos.

4.1. Conceptos de la geometria algebraica

Definicién 4.1.1 1. Un monomio en una coleccion de variables x1, zo, ..., x, es el
producto
ety

donde «; es un entero no negativo. Aveces se representa por z¢ donde a =
(Oél, Ao, ... Oén)

2. El grado de un monomio z“ es la suma de los exponentes a; + - - - + a,,. Notamos
el grado del monomio z® por |a| o deg(x)

3. Sea k un campo. Se llaman polinomios en x1, s, ..., x, al resultado de las com-
binaciones lineales de monomios en k. Se llama término al producto de un ele-
mento no nulo de k£ y un monomio que aparece en un polinomio. Notamos por
k[xy,...,z,] al conjunto de todos los polinomios en 1, ..., x, con coeficientes en

k

4. Un polinomio g es homogéneo si todos sus monomios tienen el mismo grado.
Ejemplo 4.1.1 Dado el monomio z3x3z; tenemos que a = (3,2,0,0,1) y |a| = 6.

Sea el campo Q, el polinomio g = 3+ 3xy? + 322y + 1> es un polinomio homogéneo,
en cambio h = 2% 4+ 2y no lo es.

31
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Definicién 4.1.2 Sean f1, fo, ..., fs € k[z1, 29, ..., x,] definimos
<f17f27"'7fs> :{p1f1++psfs ‘pi € k[l‘l,l’g,...,xn],ViI 17”‘78}
Ejemplo 4.1.2 Seag=x+1y h=x — 1 entonces, f =2*> —1 € (g, h)

Definicién 4.1.3 Se dice que g € k[z] deg(g) > 1 es un polinomio irreducible en k[z]
si de la descomposicién f(x) = ¢(x)(z) con ¢(z),v(r) € k[x] se sigue que: o bien
deg(¢) = 0, deg(f) = deg(¢) o bien deg(y) = 0, deg(f) = deg(¢).

Ejemplo 4.1.3 Sea g = 22 + 1. g es irreducible en R, sin embargo es reducible en C

Definicién 4.1.4 Sea I C k[zy,...,z,| un subconjunto no vacio en klzy, xo, ..., x,].
I es un ideal si y solo si

1. Si f, g€ I entonces f+ g€ 1.

2. Sifelypé€klry,xo, ..., x,] entonces pf € [

Proposicién 4.1.1 El conjunto (f1, fa,..., fs) es un ideal en el anillo klxy, ..., z,

Demostracion.

1. Sean f y g dos elementos de (f1, fo,..., fs) entonces f = pifi + -+ psfs y
g=pif1+---+p.fs, luego tenemos que:

f4+g9 = o+ +psfs+D0 1+ + DS

(pl +p,1)f1 +oe At (ps +p;).fs S <f17f27"'7f5>

2.8eap € kl[ry,...,x,]y f € (f1, fo, ..., [s) de aqui se tiene que f = py fi+- - -+Dpsfs
ypf = @p)fi+ -+ (ops)fs Asipf € (fi, fo, ..., fs) O

Al ideal (fi,..., fs) se lo llama el ideal generado por fi,..., fs debido a la siguiente

propiedad.
Proposicién 4.1.2 El ideal (fy,...,fs) es el menor de los ideales que contiene a
f17 R fs-
Demostracion.
Mostramos que si J es un ideal que contiene a fi, ..., fs entonces (fi,..., fs) C J.

En efecto, ya que J es un ideal tenemos que dados p; € k[x] se tiene que p; f; € J para
it =1,...,s; por definicién de ideal ademas se tiene que p; fi + -+ + psfs € J. Por otro
lado p1fi 4+ -+ psfs € (f1,..., fs). Concluimos que (fi,..., fs) C J.OO
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Teorema 4.1.1 (Teorema de bases de Hilbert) Cada ideal I en k[zy, ..., x,] tie-
ne un conjunto generador finito, es decir existe una coleccion finita de polinomios

{fiooo [} Cklay, ... xa) tal que I = (f1,.... f,).
Demostracion.

Realizamos la demostracién para el caso de una variable, esto es, el ideal I C k[x]
es generado por un polinomio, para el caso general tenemos el resultado de [2] 2 §5 .
Sea entonces I = (g) para algiun g € k[x]. Asumimos que I # {0} ya que si fuera el
caso, no hay nada que probar. Sea g un elemento no nulo de I de grado minimo. Por el
algoritmo de Euclides de la divisién se tiene que para cualquier f € I, deg(f) > deg(g)
existen p € klx] y r € k[x] tales que f = pg+ 7 y o bien r = 0 o deg(r) < deg(g). Si
r = 0 se tiene que f = pg lo cual indica que f € I y el resultado estd mostrado. Si
deg(r) < deg(g) y ademés considerando que al despejar r = f —pg = r € I (debido a
que f €I, pg € I y ademas I es un ideal) concluimos que r = 0 ya que g es de grado
minimo en /. Si esto no fuera asi g no seria minimal y contradecimos a lo asumido sobre
g. Luego para este caso también se tiene que f € I. Hemos mostrado que cualquier
elemento f € I es divisible para g lo cual muestra a su vez que I es generado por un

unico elemento g.[]
Definicién 4.1.5 Sea I un ideal y f € k[x] se define la clase [f] como:
fl=f+1={f+h:hel}

con la propiedad de clases:

=gl = f-gel
Se denomina anillo cociente a k[x]/I = {[f] : f € k[x]}

Proposicién 4.1.3 Sea k un campo y sea g € klx] un polinomio irreducible en k.
El ideal {g) C klx] es un ideal mazimal. Ademds es klx]/(g) es un campo si g es
wrreducible.

Demostracion.

1. Mostramos que el ideal I = (g) es maximal, esto es, mostramos que no existe
otro ideal J que satisface I C J C k[z] excepto J = I y J = k[z]. Supongamos que
existe un ideal J de k[x] tal que I C J. Luego por el teorema 4.1.1 tenemos que J = (f)
para algin f € k[z]. Ya que g € J tenemos que g = fh para algin h € k[x]. Debido a

que g es irreducible tenemos que o bien f tiene grado cero o bien h tiene grado cero.
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Si f tiene grado cero entonces f es la unidad en k[z] lo cual indica que J = k[z]. Si
h tiene grado cero entonces h € k \ {0} entonces g = af para algin o € k\ {0} y
f=atlgel, luego J = 1.

2. Del punto anterior tenemos que (g) es maximal. Tomando el teorema del dlgebra
abstracta que menciona: sea K un anillo conmutativo con identidad y J un ideal
maximal de K entonces el anillo cociente K/J es un campo, tenemos que todas las

hipétesis son véalidas para nuestro caso. Concluimos que k[z]/ (g) es un campo. O

4.2. Relaciones entre la G.A. y la teoria de la codi-
ficacion

Se estudia un tipo especifico de cddigos en el cual la informacién que va a ser codi-
ficada esta formada por palabras de una longitud fija k£ usando simbolos de un alfabeto
fijo. Los mensajes codificados son divididos en cadenas llamadas palabras cédigo con
una longitud fija de bloque n y usando simbolos del mismo alfabeto. Para detectar
o corregir errores en el envio de informacién es necesaria cierta redundancia lo cual
indica que las palabras c6digo en el proceso de codificacién seran mas largas que las
palabras, es decir n > k.

Se usard como alfabeto fijo al conjunto {0, 1} y lo identificaremos con el campo
finito [F,. En general como alfabeto usamos [F,, donde ¢ es el orden del campo finito.
Denotamos también [y el conjunto de las n — tuplas de elementos de F,.

Formalmente, el proceso de codificacion de un mensaje es una funcion inyectiva:
E:Fi —TF,

El cédigo entonces es C' = E (IF’; ) C Fy. La operacién de decodificacién puede verse

como una funcién:

i inig} k
D:F' —F*

tal que D o E es la identidad en FY.
Asf pues, un cdédigo C' sobre F; es un subconjunto no vacio de Fy. El nimero

n = n(C) se llama la longitud del cédigo C. Cualquier elemento de C' se llama una
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palabra codigo de C'. Adicionalmente se tiene que el radio de informacion de un cédigo

C' se define como:

_ log, |C
()

Uno de los aspectos importantes de la teoria de la codificacion es medir cuan eficiente

R(C) (4.1)

es un cédigo: a mayor radio de informacion la redundancia sera menor.

Ejemplo 4.2.1 Sea C' = {(0,0,0),(1,1,1)} C F3. Codificamos una cadena de bits
por medio de la funcién 0 — (0,0,0) y 1 — (1,1,1). El radio de informacién de

C es % = %, que indica que cada bit de cada palabra codigo de C' lleva % de

informacion actual. El cédigo C' permite corregir un error en un bloque de 3 bits,
es decir, si queremos enviar el mensaje 1 entonces lo codificamos como (1,1,1) antes
de la transmision, digamos que al fin del canal de comunicacién se recibe (1,0, 1) y si
asumimos que maximo un error es cometido durante la transmision, entonces la palabra
c6digo no puede ser (0,0,0). Asi el tinico posible resultado es (1, 1,1) que se decodifica
como 1.

Definicién 4.2.1 Sea x € F} el peso w(x) es el nimero de coordenadas no nulas de
X.

Definicion 4.2.2 Sea x,y € Fj se define la distancia de Hamming como

d(x,y) = w(x-y) (4.2)

Es decir la distancia (de Hamming) entre dos elementos de Fy es el niimero de coorde-
nadas en que difieren. Se verifica que esta es una distancia en el sentido del analisis, y
tenemos como definicién de bolas:

B,.(z) ={y € F} : d(z,y) <} (4.3)

En otras palabras, B,.(z) es el conjunto de elementos y que difieren de z en a lo més r
componentes.

Definicién 4.2.3 La distancia de un cédigo C' se define por

d=min{d(x,y) : x £y Vx,y € C} (4.4)

La distancia de Hamming nos da una manera util para medir la capacidad de
corregir errores de los codigos. Supongamos que cada par de palabras cédigo distintas
v e C,yeC,C C Ty satisface d(z,y) > d para algin d > 1. Si al transmitir = se
producen errores, podemos ver la palabra recibida como w = x + e para algin vector
de error e. Si w(e) = d(z,w) < d — 1 entonces w no es otra palabra cédigo. De esta

manera cualquier vector de error con peso a lo mas d — 1 puede ser detectado. Mas
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aun si d > 2t + 1 para algin ¢ > 1 entonces para cualquier w € Fy, por la desigualdad
triangular d(x,w) +d(w,y) > d(x,y) > 2t + 1. De aqui se sigue que, o bien d(x,w) >t
o bien d(y, w) > t. Luego By(x) N By(y) = 0. Asi la unica palabra c6digo en B;(z) es .
Resumiendo, si un vector de error con un peso a lo sumo ¢ se introduce en la transmisién
de una palabra cédigo, éste puede ser corregido mediante la funcién decodificacion del

vecino més cercano:

D(x) = E~'(c) donde ¢ € C minimiza d(z, c)
Asi hemos mostrado el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.1 Sea C' un cdodigo con distancia d. Todos los errores de peso menor
o0 igual que d—1 pueden ser detectados. Mds aun st d > 2t+1, entonces todo los vectores
de error posibles de peso menor que t pueden ser corregidos por la decodificacion del
vecino mds cercano.

4.3. Cobdigos lineales

Una clase especial de cédigos, que trataremos a continuacion es tutil debido a que su
estructura es muy conveniente tanto para la codificaciéon como para la decodificacién,

estos son los codigos lineales.

Definicién 4.3.1 Se llaman codigos lineales a aquellos en los que el conjunto de pa-
labras cédigo C' C Fy forma un subespacio vectorial de Fy de dimensién k.

Tenemos un resultado muy importante de los cédigos lineales.

Proposicion 4.3.1 La distancia de los codigos lineales es el minimo peso de cualquier
palabra codigo no nula.
Demostracion.

Sean x y y dos elementos de C' distintos. Ya que C' es un s.e.v. tenemos que x—y # 0,
ademds, sea z = x —y entonces por el mismo argumento z € C'y z # 0. Por definicion

d(x,y) =w(x—y) =w(z). Asi tenemos que d = min{z € C : z # 0} O

En el caso de los codigos lineales, como transformacion E : IF’; — [}/ usamos
una transformacion lineal cuya imagen es un subespacio C' de Fy. La matriz de F
con respecto a las bases canodnicas en el dominio y la imagen es llamada la matriz

generadora correspondiente a F.
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Sea C' un codigo lineal de longitud n y dimension k. Si G es una matriz generadora
para C'y u es una palabra de longitud &k (como vector fila) entonces v = uG es una
palabra cédigo en C' ya que v es una combinacién lineal de las filas de G las cuales
forman una base en C. Adicionalmente, s i u1G = usG entonces se sigue que u; = uo,
ya que cada palabra en C' tiene una tnica combinacion lineal en un base. Asi, ninguna
palabra cédigo v = uG se obtiene de mas de un tnico u en F5.

Lo anterior muestra que los mensajes que pueden ser codificados por un codigo
lineal (simbolizado (n, k, d) c6digo lineal de longitud n dimensién k y distancia d) son
todos los mensajes u € F5. El mensaje u es codificado mediante v = uG, luego en

cualquier palabra codigo solo k bits son usados para transportar el mensaje. Entonces

k

. . .y log, (2F
tenemos que el radio de informacién para (n, k,d) es OgQT() ==

Describimos otra matriz asociada con los codigos lineales.

Definicién 4.3.2 Una matriz H se llama matriz de comprobacion de paridad para el
cédigo C si las columnas de H forman una base para el espacio dual C*.

Si C tiene longitud n y dimension k debido a que la suma de las dimensiones de
los espacios C'y C* es n entonces cualquier matriz de comprobacién de paridad tiene
n filas, n — k columnas y rango n — k. Se tiene ademés el siguiente resultado el cual lo

mencionamos sin demostracion.

Proposicion 4.3.2 Si H es una matriz de comprobacion de paridad para un codigo
lineal de longitud n, entonces C' esta formado por todas las palabras v € FY tal que
vH = 0.

Definicién 4.3.3 Sea C un cédigo con longitud n y u cualquier palabra de longitud
n definimos la clase de C' con respecto a u al conjunto C' +u={v+u:v € C}.

Las clases junto con la matriz de comprobacion de paridad son de mucha utilidad al
momento de la decodificacién de los codigos lineales. En efecto, sea C' un cédigo lineal,
asumimos que la palabra cédigo v € C' es transmitida y que es recibido w, obtenemos
como resultado que el patron de error es e = v + w o bien w +e = v € C| luego el
patrén de error e y la palabra recibida estan en la misma clase de C'. Debido a que
los patrones de error de menor peso son los més probables ([5] 1.2), el proceso para
la decodificacion de cédigos lineales seria: Luego de recibir la palabra w escogemos la
palabra u de menor peso en la clase C' 4+ w (la cual contiene a w) y concluimos que

V=W + u.
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Podemos usar la matriz de comprobacién de paridad para realizar el ultimo proce-
dimiento. Sea H la matriz de comprobacién de paridad para C'. Para cualquier w € F}

definimos el sindrome de w como la palabra wH € Fy=*,

Proposicion 4.3.3 Sea C' un codigo lineal de longitud n y H una matriz de compro-
bacion de paridad de C. Sean w,u € Fj:

1. wH=0ssiweC
2. wH =uH ssiw yu estdn en la misma clase de C'

3. St uw es un patron de error en una palabra w entonces uH es la suma de las
filas de H que corresponden a las posiciones en donde ocurrieron errores en la
transmaision.

Demostracién.

1. Se sigue del hecho que C = (C*)* y de que H es la matriz del espacio dual C*
2. w+C:U+C<:>w—U€C<£>(w—v)H:0<:>wH:vH

3. Ya que u y w se encuentran en la misma clase de C'; y u es de menor peso en la
clase, entonces posee los valores que se cambiaron en la transmisién, concluimos

que uH es la suma de los lugares donde hubo errores.

Proposicién 4.3.4 Sea G = (I | P) una matriz generadora de un cédigo lineal C,

donde Iy, es la matriz identidad k X k y P una matriz k x n — k. Entonces H = (I_i)

es una matriz de comprobacion de paridad de C'.

Demostracién

Si tomamos la multiplicacion GH = (I P) (I_i) = Opxn_r se tiene el resultado. I

4.4. C(Coddigos ciclicos

Definicion 4.4.1 Un cédigo lineal C' € Fy es ciclico si es cerrado con respecto a una
permutacion ciclica, esto es si el desplazamiento ciclico de una palabra codigo es un
palabra cédigo.

Usando el isomorfismo que existe entre ' y el espacio vectorial de los polinomios
de grado n — 1 con coeficientes en F:

¢ (ag, a1, ... an_1) & ag+a1x + -+ ap_12"*
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podemos identificar a un codigo ciclico con el conjunto de polinomios de grado n — 1.
La permutacién hacia la derecha envia a (ag, ay,...,a,_1) hacia (a,_1,a0,...,a,_2) €s

lo mismo que multiplicar el polinomio p(z) = ag + a;z + - - + a,_12"" ! por z y luego

zp(z)
z—1

tomar el residuo de la divisiéon para 2™ — 1. En efecto, al realizar obtenemos que

p(z) = aor + a2’ + -+ ap_ 2"

2 —2 —1
= Gp1(2" — 1)+ an_1 +aox + @z + -+ ap_32" " + a0z

y vemos que la relacién que existe entre polinomios y codigos es:

1

2 n—2 n—
Un—1 + @o® + 012" + -+ + Ap_32" " + ap_22" > (Ap-1, 00,01, .., An_3, An_2)

Esto indica que para trabajar con cédigos ciclicos consideraremos los polinomios
de grado n — 1 como los elementos del anillo cociente R = Fy/ (2" —1). Més aun,

mostramos lo siguiente.

Proposicién 4.4.1 Sea C' C F} un cddigo lineal. C' es ciclico si y solo si (C) es un
ideal en Fylz]/ (" —1).

Demostracion.

#(C) es un ideal en F,[z]/ (z" — 1) siempre que p(x) € F,[z]/ (2" —1) y c € C
entonces ¢(z)p(x) € ¢(C) donde ¢(z) = ¢(c). Ya que ¢ es un isomorfismo lo anterior es
equivalente a que zc(x) € ¢(C). Pero ze(x) = ¢ 1+cor+- -+ +cpox™ b méd (z7—1).
0]

Teorema 4.4.1 Sea C un ideal de F,[x]/ (z" — 1). Entonces

1. Eziste un tnico polinomio mdnico g(x) de grado minimo r en C y g(z)|x™ — 1.

2. C=(g(x)) = {r(z)g(x) : deg(r(z)) <n —r}

3. dimC =n —r ademds B = {g(x),zg(z),..., 2" " 1g(x)} es una base de C

4. Sig(xr) =go+qrz+---+g.2" entonces go # 0 y C tiene como matriz generadora:

g 9 92 .. ... g 0 0 ... 0
0O 9 o1 92 .. ... g 0 ... 0

G = 0 0 g9 a1 92 - v Gr 0 e IF((]n—r)Xn
. . . . . . . . 0

0O 0 ... 0 g o1 92 .. ... 9r
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Demostracién.

1. Supongamos que existen dos polinomios moénicos g; # g» de C' que tienen grado
minimo r. Entonces g; — g2 es un polinomio no nulo con grado menor que r lo
cual es una contradiccion, por tanto existe un tinico polinomio ménico g de grado
minimo en C. Mostramos que g es tal que g|z"™ — 1. Por el algoritmo de Euclides
tenemos que existen ¢ y r tales que 2™ — 1 = qg +r con deg(r) < deg(g) 6 r = 0.
Si r =0, no hay nada que probar. Si deg(r) < deg(g), tenemos que debido a que
2" —1 méd 2™ — 1 = 0 entonces tenemos que 2" — 1 es 0 en F [z]/ (2" — 1)
entonces 1 = —qg € C luego r = 0, caso contrario contradice minimalidad de

grado de g.

2. La primera igualdad viene del teorema de bases de Hilbert (Teorema 4.1.1), mos-
tramos la segunda igualdad. Por el punto anterior tenemos que z" — 1 = qg para
algun ¢ tal que deg(q) = n — r. Sea f un polinomio entonces dividiendo para ¢
tenemos que f = hq + r donde o bien r = 0 o bien deg(r) < deg(q). Entonces se
tiene:

fg=hgg+rg="h(z"—1)+rg

Pero h(z™—1) = 0 en F,[x]/ (™ — 1) luego tenemos fg = rg. Por dltimo deg f <
degg=n—r.

3. Por el punto anterior, se tiene que B = {g(z),zg(z),...,2" " 'g(z)} genera a
C'y debido a que es un conjunto linealmente independiente se tiene el resultado

dimC =n —r.

4. Supongamos que go = 0 entonces g(z) = zp;(z) donde degp;(x) < r. Luego
tendriamos que py(x) = 1-p;(z) = 2™-p1(x) (lo dltimo debido a que ™ mdd (z™—
1) =1). Asi py(x) = 2" g(z) € C lo cual no puede ser, debido a que p;(x) # 0
y tiene menor grado que ¢g(z) minimal. La matriz G es generadora de C' debido

a que por el punto anterior se tiene que B es una base de C'. [J

Al polinomio del teorema anterior se lo llama polinomio generador de C. Sin em-
bargo C' puede ser generado por otro polinomio, por ello escribimos ((p(z))) para notar
que C' es un ideal generado por p(x) y ademds que p(z) es el polinomio generador de

C.
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Proposicién 4.4.2 Un polinomio mdnico p(z) € Fy / (x™ — 1) es el polinomio genera-
dor de un cddigo ciclico ssi p(x)|x™ — 1.

Demostracion.

Supongamos que p(x)|z"

— 1y que g(x) es el polinomio generador de C' = (p(x))
ademds que p(x) # g(x). Debido que aque g(x) es ménico y por el teorema ante-
rior tenemos que degg(r) < degp(x). Tenemos que =" — 1 = p(zx)f(x) para algun
f(z) # 0 ademads g(x) € C esto indica que existe g(x) € Fy/ (2" — 1) tal que g(z) =
q(x)p(z). Por tanto g(x)f(x) = ¢(x)p(z)f(z) = g(x)(2" — 1) = 0. Pero deg g(x) f(x) <
degp(z)f(z) = nlo cual indica que g(z) f(x) = 0 que es una contradiccioén ( f(z), g(x) #
0 ). Conclusién: p(x) = g(x). O

Definicién 4.4.2 Definimos los conjuntos:

D, = {g(x) € F,[z] : g(z)|(z" — 1), g(x) mOnico}. (4.5)

I, ={I CF,;/(z" = 1) : Tes ideal} = {C CF; : C es un cédigo ciclico} (4.6)

El teorema 4.4.1 y la proposicion 4.4.2 muestran que la aplicacion:
U Dy — I, g(@) — ((9())) (4.7)

es una correspondencia uno a uno entre D, y I,,.

Ejemplo 4.4.1 Calculamos todos los cdédigos ciclicos de F. Para ello factorizamos
' —lenFy. 2" —1=(z—1)(2®+2° + 2" + 23 + 22 + x + 1). Ademés tenemos que

B+ + D@ +r+1) = S+t + 2P+ P4t r
Pttt 441

Luego 2" — 1= (x — 1)(2* + 2® + 1)(2® + 2 + 1) y tenemos un producto de polino-
mios irreducibles en Fy. De aqui podemos decir que como existen 3 factores de 27 — 1
existen 23 = 8 polinomios generadores, y por tanto tenemos 8 cédigos ciclicos distintos

correspondientes a los siguientes polinomios:
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Ideal Polinomio generador
Cr=({go(x))) |1
Co = ({g1(x))) |x—1
C3=((g2(7))) |2’ +a+1
Ci=((gs(x))) |2 +a*+1
Cs = ((g12(2))) |2*+2*+22+1
C@ = <<gl’3(l')>> $4+$2+$+1
Cr={{gas3(2))) |2+ +at+23+22+2+1
Cs = ({(g123(x))) | 27 =1

Cuadro 4.1: Cédigos ciclicos para F}

Tomemos el caso C; = ({go(z))) ya que go = 1 +— (1,0,0,0,0,0,0) se tiene que la

matriz generadora GG = Id7«7 es la matriz identidad de orden 7.

Veamos el caso de Cy = ((g3())). Para ello debemos calcular todos los elemento

que corresponden a las clases de F5/ (g3(x)). En la primera columna de la tabla 4.2

tenemos todos los polinomios p(z) tales que degp(x) < 3 en la segunda columna sus

respectivos productos por gz(x).

4.4.1.

p(x) p(z)(a® + 22 + 1) Cédigo
0 0 0000000
1 24?1 1011000
T a3+ 0101100
x? x® 4+ 2t + 22 0010110
3 20+ 2% + 23 0001011
r+1 41 1110100
22 +1 ot +ad+1 1001110
3+ 1 2+ a2° + 2+ 1 1010011
>+ P+t 0111010
2+ 2+ + 0100111
3+ 22 28 + 2t 4+ 23 + 22 0011101
224+ r+1 2 +r+1 1100010
2 4r+1 O+t +o+1 ] 1111111
2+ 2?41 28+ 2t 41 1000101
2+t P+ 22+ 0110001
B4+ +1 |28+ +r+1 1101001

Cuadro 4.2: Cédigos Cy

Codificacion y decodificacion

Sea C' un c6digo ciclico en F4 / (g(z)) con deg g(x) = r. Dado el mensaje momy ... my_1 €

F% el polinomio mensaje es m(x)

k

:m0+...+mk_1x -

1. procedemos a codificar m(z).
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+1 -1 _
coo 4+ myg_12" " ya que r + k = n, clara-

Sea m*(x) = z"m(x) = mox" + mya”
mente degm*(z) < n — 1y los r primeros términos son nulos. Dividiendo m*(x)/g(x)
obtenemos m*(x) = p(x)g(x) +r(z) con degr(x) < degg(z) =r 6 r(x) = 0. Definimos
por ¢(x) a c(x) = m*(x) — r(z) y observamos que debido a que p(x)g(z) € C entonces

c(x) € C. Codificamos de la siguiente manera
m(z) — c(x) = 2"m(z) — [z"m(x)] méd g(z)

Debido que m*(z) tiene términos de grado mayores o iguales que r y que r(x) tiene

términos de grado menores que r vemos que se obtiene

Cc = (—7“0, —T1y..., —Tr—_1,Mg, M7, ... ,mk_1>
y el mensaje inicial aparece en los ultimos k lugares (bits).

Ejemplo 4.4.2 Tomamos el cédigo ciclico Cy, generado por g(x) = 23 + 2% + 1 co-
dificamos el mensaje m = 0110 <+ x + 2. Para nuestro caso n = 7, r = 3. Entonces
m*(x) = 23(x+2?) = 25+2*, dividiendo para g(z) tenemos m*(x) = x?(x3+x2+1)+22
y tenemos c(z) = z*(2® + 22 + 1) = 2° + 2* + 2%. Teniendo entonces:

0110 — 0010110

Para el proceso de decodificacién, procedemos de manera similar que en los cédigos
lineales (todo cédigo ciclico es lineal) pero en forma polinémica. Sea ¢ € C'y ¢(x) su
correspondiente polinomio, enviamos ¢(z). Sea u(z) es el polinomio recibido entonces

el polinomio de error es e(x) = u(z) — ¢(x). Definimos el sindrome para este caso.

Definicién 4.4.3 Sea C' un cédigo ciclico generado por g(z) con distancia d. El sindro-
me del polinomio u(z) denotado syn(u(x)) es el resto de la divisién de u(x) para el g(x).

Luego u(z) = p(x)g(x) + syn(u(z)) con deg(syn(u(z))) < degg(z) 6 syn(u(z)) = 0.
Es claro que si u(z) € C entonces syn(u(z)) = 0y que syn(u(z)) = syn(v(z))) ssi
tanto u(z) como v(x) estdn en la misma clase de C'. Supongamos que u(z) = c(z)+e(z)
y que el polinomio error tiene un peso w(e(z)) < ¢ = |41 ]. Entonces la decodificacién
serfa c(x) = u(z) — e(x).
Para encontrar el error, vemos que e(z) y c(z) estdan en la misma clase de C. Es
decir syn(u(z)) = syn(e(x)). Calculamos entonces el sindrome de u(x) y tomamos como

e(z) el polinomio de menor peso de la clase para u(x) de C. A este polinomio se lo
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llama el lider de la clase. De esta manera corregimos los errores de peso menor o igual
que [ <]

Ejemplo 4.4.3 Tomando el cédigo Cy tenemos que su distancia es d = 3 (el menor
peso posible en todas sus palabras cédigo), ayudandonos de lo anterior y la proposicién
7.4 tenemos que C4 corrige todos los errores de peso 1. Los lideres de clase son:

a
—~

8
~—

syn(e(z))
0

1

x

£C2

2241

> +r+1
r+1
22+

8 8 8 8 8 8 —» O

O W N

Cuadro 4.3: Lideres de clase Cy
Supongamos que recibimos u(z) = 2%+ x + 1 entonces dividiendo para z* + 2 + 1:

P rr+l=@+22+ )@@+ A+ D)+t a1

Entonces syn(u(x)) = z* + x + 1 que corresponde a e(z) = z*. Decodificando
tenemos 2% + z + 1 — 2* = 2% + 2* + z + 1. Es decir, recibimos 1100001 ¢ C' con al
menos un error y decodificamos 1100101 € C.



Conclusiones

En los temas tratados en el presente documento se ha pretendido incursionar en
los fundamentos de los procesos de compresion de informacién y codificacion éptima,
ademas de ello de manera sisteméatica hemos llegado a evidenciar la relacién que existe
entre la teorfa y la practica (geometria algebraica y teoria de la informacién), es asi que

se mencionan a continuacién las siguientes conclusiones de la presente investigacién.

= Los resultados que se han obtenido del presente trabajo estan orientados al com-
prension de los métodos que se utilizan en la compresion de la informacion, asi co-
mo también se ha logrado identificar cuan amplia es la relacion que existe entre

los resultados del algebra abstracta y la codificacion de informacion.

= La codificaciéon por bloques nos permite convertir la informacién en una cadena
binaria representada por un nimero entre 0 y 1 el cual, tiene la propiedad de ser

un codigo prefijo y por tanto inicamente decodificable.

» Existe una ventaja significativa en la codificaciéon SFE (y su caso particular:
la codificacién aritmética) con respecto a la codificacién de Huffman, esta es
que en la primera se pueden plantear modelos matematicos (Modelo de Laplace
o de Dirichlet) para el cdlculo iterativo de las probabilidades de la fuente de
emision de informacién, en la segunda exigidamente se requiere calcular todas las

probabilidades de cada simbolo para realizar la codificacion.

= Sin embargo, la codificacién SFE es una codificacién suboptima, en efecto, su

longitud media sobrepasa en dos bits la entropia (Proposicién 2.1.2)

= Si incrementamos la longitud de los bloques, la longitud promedio tiende a la en-
tropia del cédigo, por ello, hemos llamado a la codificacion SFE, asintoticamente

optima.

45
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» La codificacion de Lempel Ziv, no requiere de calculo de probabilidades como
en el caso de SFE o Huffman, en este tipo de codificacion se construyen listas a
partir de la informacion que llega al receptor, por ello es que se llama universal
a este tipo de codificacion. Al igual que SFE esta codificacion es asintoticamente

optima.

= El algoritmo implementado en la seccion 2, corresponde a una aplicacion practica
del problema de la codificacion aritmética, sin embargo esta sujeta a restricciones
de aritmética computacional al momento de calcular las probabilidades, existen
implementaciones alternativas con el objeto de extender la codificacion a datos

mucho més largos en [10].

= Las implementaciones de la codificacién de Lempel Ziv en su mayoria son paten-
tadas, sin embargo existen varios programas que permiten comprimir informacién

usando este algoritmo.

= Varios conceptos y resultados de la geometria algebraica son utilizados en la teoria

de la informacion para la representacion de los codigos lineales y ciclicos.

= A partir de la definiciéon 4.4.2, podemos concluir que existe una relacién fun-
damental entre el dlgebra y la codificacién, se interpreta a los coeficientes de
los polinomios en campos finitos como las palabras codificadas mediante codi-
ficacion lineal. Ademas, los cédigos ciclicos al ser un caso particular de codigos
lineales, han aparecido también como una interpretacion del concepto algebraico

de permutacién.
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