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Resumen

En este trabajo se construye una solución de agujero de gusano atravesable a

partir de una función de embedding adecuada, asegurando que se cumpla la con-

dición de flaring–out. La solución contiene parámetros libres que son reducidos a

través del estudio de condiciones de aceptabilidad para un agujero de gusano atra-

vesable. Se calcularon la cantidad de materia exótica requerida para la formación

del agujero de gusano (quantifier) y los modos cuasinormalaes usando la aproxi-

mación WKB del 6to orden. Se calcularon las órbitas tipo tiempo y se analizó la

deflexión de la luz. Se estudió la acreción esférica de un fluido de presión nula

sobre el agujero de gusano. Se obtuvo que la solución requiere una cantidad finita

de materia exótica y parece ser estable bajo perturbaciones escalares.

Palabras clave: Agujero de gusano atravesable, Modos Cuasinormales, Movi-

miento geodésico, Acreción esférica
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Abstract

In this work a traversable wormhole solution is constructed from a suitable em-

bedding fuinction. Ensuring the fullfilment of the flaring–out condition. The free

parameters of the solution are reduced using aceptable contitions for a traversable

wormholes. We calculated the quantifier for exotic matter and the quasinormal

modes with the 6th order WKB aproximation. We calculated orbits for masive

particles and we estudied ligth deflection. We estudied espherical acretion of a

preasureless fluid over the wormhole. We obtain that the solution can be sustained

by a finite amount of exotic matter and seems to be stable under scalar perturba-

tions.

Keywords: Traversable Wormholes, Quasinormal modes, Geodesic motion, sphe-

rical accretion



7
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B.2. Condición débil de enerǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de agujeros de gusano empieza con Flamm [1], quien se dio cuenta

que la solución de Schwarzschild representa un agujero de gusano. Más tarde,

Einsten y Rossen obtuvieron una solución de agujero de gusano conocido como

puente de Eisntein-Rosen [2]. Sin embargo, hay varios factores que hacen que un

humano no sea capaz de atravesar este tipo de agujeros de gusano, por ejemplo, las

intensas fuerzas de marea. En el trabajo publicado por Morris y Thorne [3] en 1988

sobre agujeros de gusano atravesables se construye la geometŕıa de manera que se

forma un puente entre dos regiones asintóticamente planas del espacio-tiempo.

Además, se construye la solución para que sea atravesable por un ser humano.

Esto implica que al atravesar la garganta deben existir fuerzas de marea pequeñas,

tal que un ser humano pueda soportar el viaje. Se consideran fuerzas de marea

aceptables si son del orden de magnitud a la gravedad en la tierra. También, el

tiempo propio del viajero debe ser finito y lo suficientemente pequeño al atravesar
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la garganta.

A partir de este primer trabajo, la teoŕıa de agujeros de gusano atravesables

ha sido un campo de estudio muy atractivo debido a sus propiedades interesantes,

como la posibilidad de viajar muy grandes distancias en poco tiempo. Una de las

propiedades más importantes de los agujeros de gusano atravesables es el hecho de

que pueden ser imitadores de agujeros negros sin tener una singularidad [4, 5, 6]. El

estudio de esta clase de objetos se basa en la detección de ondas gravitacionales por

parte de experimentos como LIGO [7, 8, 9]. A partir de esto, se puede considerar

a ciertas soluciones de agujeros de gusano como imitadores de agujeros negro por

la similitudes en su espectro de modos cuasinormales [10, 11, 12].

Una forma de explorar la estabilidad de la solución es estudiando modos cua-

sinormales, que consisten en la deformación del agujero de gusano inducida por

perturbaciones externas, por ejemplo, las perturbaciones de un campo escalar. Las

oscilaciones están caracterizadas por un espectro discreto de frecuencias complejas,

en la que la parte real indica la frecuencia de oscilación y la parte imaginaria indica

el factor de amortiguamiento. En este trabajo se calculó las frecuencias complejas

de los modos cuasinormales de perturbaciones escalares usando el método semi

anaĺıtico WKB del 6to orden. Una vez comprobada la estabilidad de la solución se

puede estudiar el movimiento de part́ıculas en el agujero de gusano.

Un problema interesante en la geometŕıa de un agujero de gusano atravesable es

la trayectoria que sigue una part́ıcula masiva o un rayo de luz cerca de la garganta.

En astrof́ısica, esto se aplica en la deflexión de la luz por un objeto muy masivo

como el sol. En [13, 14, 15] se puede encontrar una discusión sobre la deflexión de
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la luz en agujeros negros y de gusano. En [16] se calculan las geodésicas del agujero

de gusano de Ellis de forma anaĺıtica. En general no hay una solución anaĺıtica para

la ecuación de la geodésica, por lo que en este trabajo se calculan numéricamente

algunas geodésicas nulas y de tipo tiempo para diferentes parámetros del modelo

de agujero de gusano propuesto.

Después de estudiar el comportamiento de una part́ıcula es importante explorar

cómo se comporta un fluido que atraviesa la garganta del agujero de gusano; este

proceso se conoce como acreción. El proceso de acreción es un fenómeno astrof́ısi-

co de gran importancia que ha ayudado a estudiar varios procesos astrof́ısicos y

observaciones [17, 18]. En [19, 20, 21, 22] se discute la acreción para agujeros de

gusano. Este proceso es bastante complejo, por lo que Bondi propone el modelo

más simple para acreción hacia un objeto compacto, en la que un fluido acreta de

forma uniforme y con simetŕıa esférica [23]. En este trabajo se estudia el proceso de

acreción esférica de un fluido de presión nula para el modelo de agujero de gusano,

se calcula la velocidad y la densidad de enerǵıa del fluido.
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Caṕıtulo 2

Agujeros de Gusano Atravesables

El estudio de agujeros de gusano y de sus propiedades es parte importante de

la relatividad general. En 1915, la teoŕıa general de la relatividad surge como una

teoŕıa de la gravitación que toma en cuenta y expande las nociones desarrolladas en

la relatividad especial. Clásicamente, el espacio y el tiempo han tenido un papel de

escenario en el que sucede la f́ısica. La relatividad general, en cambio, se encarga de

estudiar el espacio y el tiempo en śı mismos. Considera al espacio-tiempo como una

variedad pseudoriemmaniana que se curva en presencia de materia, curvatura que

modifica las trayectorias de part́ıculas y de la luz. Se ha corroborado experimental-

mente en varias ocasiones, por ejemplo con la detección de ondas gravitacionales

[7, 8, 9].

La información de la geometŕıa del espacio-tiempo se encuentra en el tensor

métrico gµν , y el Tensor de Riemmann Rµ
νρσ contiene toda la información de

la curvatura del espacio tiempo. La fuente de curvatura del espacio-tiempo es la
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materia, que está codificada en el tensor de enerǵıa momento Tµν . El tensor de

enerǵıa momento debe cumplir con la conservación de la enerǵıa en el espacio-

tiempo curvo ∇µT
µν = 0. Para relacionar la curvatura del espacio tiempo con el

tensor de enerǵıa momento se debe buscar un tensor Gµν que contenga información

de la curvatura y cumpla con ∇µG
µν = 0. Esto se obtiene a partir del tensor de

Riemmann y sus contracciones como el tensor de curvatura Rµν = Rρ
µρν y el

escalar de Ricci R = Rµ
µ. El tensor deseado es Gµν = Rµν − 1

2
gµνR y es conocido

como el tensor de Einstein. Se puede demostrar que efectivamente ∇µG
µν = 0

usando una de las identidades de Bianchi ∇ηRλµνκ + ∇κRλµην + ∇νRλµκη = 0.

Las ecuaciones de campo de Einstein indican la relación entre la curvatura del

espacio-tiempo y la materia

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν , (2.1)

con κ = 8πG/c2 1. Al tener una fuente de materia conocida, por ejemplo, una esfera

de fluido perfecto o una masa puntual, se usa (2.1) para obtener la geometŕıa del

espacio-tiempo que resulta de determinada distribución de materia. Sin embargo,

se puede proponer una solución para la métrica empleando (2.1) para encontrar

el tensor de enerǵıa momento para ese espacio-tiempo. Esto es especialmente útil

cuando se tiene un espacio-tiempo con caracteŕısticas particulares y se busca que

tipo de objeto genere dicha geometŕıa, como es el caso de los agujeros de gusano

atravesables.

La solución de las ecuaciones de campo de Einstein que consideraron Morris y

1A partir de este punto se asume que c = G = 1.
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Thorne es el siguiente elemento de ĺınea esféricamente simétrico

ds2 = −e2Φdt2 +
dr2

1− b/r
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2, (2.2)

donde Φ y b son funciones de la coordenada radial r, y son conocidas como función

de corrimiento al rojo y función forma respectivamente. La coordenada r decrece

desde +∞ hasta un mı́nimo r0 que representa la garganta de la agujero de gusano,

teniendo b(r0) = r0, y aumenta de r0 a +∞. La parte radial de la métrica grr diverge

en la garganta, pero la distancia propia x(r) = ±
∫ r

r0
[1− b(r)/r]−1/2 dr debe ser

finita en todas partes. La distancia propia cumple que x ∈ (−∞,+∞) y x(r0) = 0.

Para que el agujero de gusano sea atravesable no deben existir horizontes, por lo

que Φ(r) debe ser finito en todas partes. [24]

La solución 2.2 tiene como fuente T µ
ν = diag(−ρ, pr, pt, pt). A partir de las ecua-

ciones de campo de Einstein 2.1 en un sistema de coordenadas esféricas ortogonales

se obtiene la densidad de enerǵıa y las presiones en términos de las funciones b y

Φ [24]

ρ =
1

8π

b′

r2
(2.3)

pr = − 1

8π

[
b

r3
− 2

(
1− b

r

)
Φ′

r

]
(2.4)

pt =
1

8π

(
1− b

r

)[
Φ′′ + (Φ′)2 − b′r − b

2r2(1− b/r)
Φ′

− b′r − b

2r3(1− b/r)
+

Φ′

r

]
. (2.5)

Una forma útil de visualizar la solución de agujero de gusano y extraer infor-
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mación de la función forma b(r) son los diagramas de embedding. Por la simetŕıa

esférica de la solución, sin pérdida de generalidad, podemos considerar el plano

ecuatorial θ = π/2 y un instante de tiempo fijo, por lo que tenemos el elemento de

ĺınea

ds2 =
dr2

1− b/r
+ r2dϕ2, (2.6)

que se puede interpretar como un embedding generado por

ds2 = dz2 + dr2 + r2dϕ2. (2.7)

Asumiendo z = z(r) podemos escribir

ds2 =

[
1 +

(
dz

dr

)2
]
dr2 + r2dϕ2. (2.8)

Comparando (2.6) con (2.8) obtenemos la expresión para z(r)

dz

dr
= ±

(
r

b(r)
− 1

)−1/2

. (2.9)

Para que la solución sea de agujero de gusano atravesable debe tener una garganta,

es decir, debe existir un mı́nimo r0 de b(r) tal que b(r0) = r0, lo que implica

dz/dr −→ ∞ en r = r0. La solución es asintóticamente plana, por lo que dz/dr −→

0 a medida que r −→ ∞ . Para asegurar la suavidad de la solución se debe

imponer la condición de flaring–out ; esto implica que la función r(z) debe cumplir

dr2/dz2 > 0 en un intervalo pequeño cerca de la garganta r0. Derivando 2.9 se

obtiene que

d2r

dz2
=

b− b′r

2b2
> 0. (2.10)
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La condición de (2.10) lleva a la violación de la llamada condición nula de

enerǵıa (NEC) [25]. Para ver esto definamos la cantidad

ξ = −pr + ρ

|ρ|
=

b/r − b′ − 2(r − b)Φ′

|b′|
, (2.11)

ξ puede ser escrita como

ξ =
2b2

r|b′|
d2r

dz2
− 2(r − b)

ϕ′

|b′|
(2.12)

dado que (r − b) → 0 en r0, tenemos

ξ =
2b2

r|b′|
d2r

dz2
> 0, (2.13)

por lo tanto, cerca de la garganta, tenemos

ξ = −pr + ρ

|ρ|
> 0. (2.14)

Si ρ > 0 la condición implica pr < 0, por lo tanto T 1
1 debe ser interpretado como

una tensión. Si definimos τ = −pr la condición 2.10 implica

τ − ρ > 0. (2.15)

Esto significa que, para este tipo de materia exótica, la tensión en la garganta

debe ser mayor que la densidad de enerǵıa total, lo que viola la condición nula de

enerǵıa (NEC)2. No se ha observado enerǵıa exótica en el universo, pero podemos

minimizar la cantidad requerida para construir la solución de agujero de gusano

2Para una discusión detallada de las condiciones de enerǵıa ver B
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definiendo el cuantificador [26] y demandando que sea finito

I =

∫
dV (ρ+ pr) = −

∞∫
r0

(1− b′)

[
ln

(
e2ϕ

1− b/r

)]
dr. (2.16)

Dónde ′ representa la derivada con respecto a r. A partir de lo mencionado en este

caṕıtulo se puede estudiar la geometŕıa del embedding y la materia del agujero de

gusano. También es necesario el estudio de la estabilidad de la solución, por lo que

en la siguiente sección se estudiará la teoŕıa de modos cuasinormales producidos

por campos escalares.
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Caṕıtulo 3

Modos Cuasinormales

Los modos cuasinormales consisten en perturbaciones del espacio-tiempo por

campos externos, como un campo escalar. El estudio de perturbaciones del espacio-

tiempo empieza con Regge y Wheler [27] para perturbaciones pequeñas de la so-

lución de Schwarzchild, con el objetivo de explorar la estabilidad de la solución.

En [28] se estudia la dispersión de ondas gravitacionales por un agujero negro.

Thorne estudió las perturbaciones de estrellas de neutrones en los 60s [29]. En

[30, 31, 32, 33, 34] se estudian perturbaciones para determinar la estabilidad de

agujeros de gusano. Las perturbaciones del espacio tiempo de un agujero de gu-

sano se pueden dar de dos maneras. Una es añadiendo campos al espacio tiempo

o perturbando la métrica en śı misma. En la aproximación lineal, el primer caso

se reduce a la propagación del campo en el agujero de gusano. En [35] se puede

encontrar una revisión extensiva de métodos de cálculo para modos cuasinormales.

Para estudiar perturbaciones de campos escalares se debe resolver la ecuación
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de Klein-Gordon, la cual describe este tipo de campos. En un espacio-tiempo curvo

la ecuación covariante de Klein - Gordon para campo escalar Ψ de masa m tiene

la forma

(∇ν∇ν −m2)Ψ = 0, (3.1)

donde ∇ν es la derivada covariante y m la masa de la part́ıcula. La ecuación

anterior se puede escribir como

1√
−g

∂ν(g
µν
√
−g∂µΨ)−m2Ψ = 0, (3.2)

donde g es el determinante de la métrica. Hacemos separación de variables y es-

cribimos Ψ en términos de los armónicos esféricos

Ψ(t, r, θ, ϕ) = e±iωtYl(θ, ϕ)χ(r)/r, (3.3)

donde l = 0, 1, 2, . . . es el número multipolar o el sobretono. A partir de la sepa-

ración de variables obtenemos una ecuación de tipo Schrödinger para χ(r) 1

(
d2

dx2
+ ω2 − V (x)

)
χ(x) = 0 (3.4)

Donde x es la coordenada de tortuga definida, en términos de la coordenada radial,

como

x(r) = ±
∫ r

r0

dr′√
1− b(r′)/r′

. (3.5)

1La derivación detallada de (3.4) se encuentra en el apéndice A
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x está definida en el intervalo (−∞,+∞) y V (r) es el potencial efectivo

Vl(r) =
l(l + 1)

r2
− rb′ − b

2r3
(3.6)

Esto para la métrica de agujero de gusano (2.2) con Φ = 0. Los modos cuasi-

normales son oscilaciones generadas en la vecindad de la garganta del agujero de

gusano, por lo que, en el infinito, únicamente hay ondas salientes. La solución de

(3.4) con las condiciones de borde correspondientes a ondas puramente salientes

en el infinito es

χ(x) ∼ C±e
∓iωx, x → ±∞. (3.7)

La solución mostrada en (3.7) son los modos cuasinormales con una frecuencia

compleja ω = Re(ω) + iIm(ω). A partir de (3.7) se puede ver que la parte real

de la frecuencia corresponde a la frecuencia de oscilación y la parte imaginaria

corresponde al amortiguamiento de la oscilación. Esto implica que si Im(ω) > 0

la amplitud de la onda crece exponencialmente a medida que la coordenada de

tortuga aumenta, lo que significa una inestabilidad en el sistema. Nótese que se

debe tener Im(ω) < 0 para asegurar la estabilidad del sistema. Una oscilación

real está compuesta por la combinación de todos los modos cuasinormales con

distintos sobretonos l, por lo que todas las frecuencias deben satisfacer Im(ω) < 0.

Existe una gran cantidad de métodos semianaĺıticos y numéricos para calcular las

frecuencias ω y la función χ. En [35, 36, 37, 38, 39] se exploran estos métodos.

En particular, para el cálculo de frecuencias es de gran interés la aproximación

semianaĺıtica WKB, la cual se explorará en la siguiente sección.
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Caṕıtulo 4

Aproximación WKB

Para calcular las frecuencias ω se usará el método semianalitico WKB. La

aproximación WKB puede ser muy poderosa dado que el método puede ser lleva-

do a ordenes superiores para mejorar la exactitud o para determinar los errores.

Además, la aproximación WKB es menos costosa en términos de tiempo y de po-

der computacional que la integración numérica de la la ecuación (3.4). La primera

parte de esta sección muestra la primera aproximación a orden cuadrático que se

realiza en [36] para la aproximación WKB. Más adelante se estudiará la aproxi-

mación de orden superior que se usó para calcular las frecuencias del agujero de

gusano.

El motivo principal para usar la aproximación WKB es la similitud que (3.4)

tiene con la ecuación de Schrödinger en una dimensión para una barrera de poten-

cial. Consideramos un potencial aproximadamente constante en el infinito y con

un máximo en x = 0, como se muestra en Fig.4.1. Debido a las condiciones de
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borde de los modos cuasinormales de ondas puramente salientes en x = ±∞ se

tiene que las ondas reflejadas y transmitidas por la barrera de potencial tienen

amplitudes similares, debido a que la onda incidente es nula.

Figura 4.1: Diagrama de la función Q(x).

Esto se cumple cuando Q(x) = V (x)− ω2 = 0, es decir, el cuadrado de la fre-

cuencia es igual al máximo del potencial la aproximación WKB lleva a amplitudes

iguales para la onda transmitida y reflejada. Esto dice que los modos cuasinormales

existen para frecuencias tal que Q(x)|max ≈ 0. En el caso Q(x)|max ⪆ 0 los puntos

de retorno están demasiado cerca para aplicar la aproximación WKB usual, por lo

que se deben realizar unas simples modificaciones.

Las modificaciones consisten en hacer coincidir las soluciones de la aproxima-

ción en los puntos de retorno. En las regiones I y III (Fig.4.1) las soluciones de la

aproximación son

χI(x) ≈ Q−1/4 exp

{
±i

∫ x

x2

Q1/2(x)dt

}
χIII(x) ≈ Q−1/4 exp

{
±i

∫ x1

x

Q1/2(x)dt

}
.

(4.1)
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Dado que se asume que los puntos de retorno son cercanos, se puede aproximar la

región II como una parábola. La función Q tiene la forma Q(x) = Q0 +
1
2
Q′′

0(x −

x0)
2 +O(x− x0)

3. Donde Q0 ≡ Q(x0) y Q′′
0 ≡ d2Q/dx2|x0 . Definimos

k ≡ 1

2
Q0

′′, t ≡ (4k)1/4eiπ/4(x− x0),

ν +
1

2
≡ −iQ0/(2Q

′′
0)

1/2,

(4.2)

de forma que la ecuación (3.4) se vuelve

d2χ

dt2
+

(
ν +

1

2
− 1

4
t2
)
χ = 0. (4.3)

La solución general de esta ecuación es χ = ADν(t) + BD−ν−1(it), donde Dν(t)

son las funciones ciĺındricas parabólicas. Las formas asintóticas de estas funciones,

cuando |t| es muy grande, son

χ ≈ Be−3iπ(ν+1)/4(4k)−(ν+1)/4(x− x0)
−(ν+1)eik

1/2(x−x0)2/2

+
[
A+B(2π)1/2e−iνπ/2/Γ(ν + 1)

]
eiπν/4(4k)ν/4

× (x− x0)
νeik

1/2(x−x0)2/2,

x2 ≪ x

χ ≈ Be−3iπν/4(4k)ν/4(x− x0)
νe−ik1/2(x−x0)2/2

+
[
B − iA(2π)1/2e−iνπ/2/Γ(−ν)

]
eiπ(ν+1)/4

× (4k)−(ν+1)/4(x− x0)
−(ν+1)eik

1/2(x−x0)2/2,

x ≪ x1.

(4.4)

Las dos soluciones en (4.4) deben coincidir con las soluciones de WKB obtenidas
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en las regiones I y III. Esto solo es posible con B = 0 y Γ(−ν) → ∞. Esta ultima

condición implica que ν debe ser un entero positivo, dado que Γ únicamente diverge

en enteros negativos. Llegamos a una condición para los modos cuasinormales

Q0

(2Q′′
0)

1/2
= i

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (4.5)

La expresión anterior es útil para calcular ω dado que Q0 = ω2 − V (0). La exac-

titud de este resultado se puede mejorar en gran medida considerando términos

superiores en la expansión de Q. En [37] se desarrolla un método para aproximar

la solución a 3er orden de WKB. El método es similar al desarrollado anteriormen-

te, sin embargo, se considera hasta el término (x − x0)
6 en la expansión en serie

de Talyor de la función Q. Siguiendo un método similar, en [38] y [39] se mejora

la aproximación a un 6to orden de WKB. Esto se hace considerando términos de

hasta (x− x0)
12 en la expansión en serie de potencias de Q.

En este trabajo se usó la aproximación de 6to orden, la cual resulta en la

expresión

i
ω2 − V0√
−2V ′′

0

−
6∑

j=2

Λj = n+
1

2
, (4.6)

donde V0 = V (0) y V ′′
0 = d2V

dx2 (0). Las correcciones Λj dependen de las derivadas

del potencial evaluadas en el máximo de la campana x0 = 0. Las expresiones

exactas se pueden encontrar en [39]. La aproximación WKB funciona mejor para l

grandes y n pequeños. Además la aproximación del 6to orden da los resultados más

exactos [38]. Otra parte importante del estudio de la estabilidad de la solución es

el comportamiento de la luz y de part́ıculas en presencia del agujero de gusano.
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En la siguiente sección se estudiará el movimiento geodésico de part́ıculas y de la

luz.
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Caṕıtulo 5

Ecuaciones de movimiento

geodésico

El estudio del movimiento geodésico en un agujero de gusano es importante,

en particular si se considera un agujero de gusano atravesable. Es interesante

examinar cuando una part́ıcula o un rayo de luz atraviesa la garganta del agujero

de gusano. Para estudiar este tipo de trayectorias se necesita resolver las ecuaciones

de movimiento geodésico, por lo que partimos del lagrangiano de una part́ıcula libre

sobre el espacio-tiempo y las ecuaciones de Euler-Lagrange

L =
1

2
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
(5.1)

d

dτ

∂L

∂ẋµ
− ∂L

∂xµ
= 0, (5.2)
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donde τ es un parámetro af́ın y ˙ representa la derivada con respecto a τ . Usando

(5.1) para el elemento de ĺınea (2.2) con Φ(r) = 0. Por la simetŕıa esférica de la

solución se puede asumir que θ = π
2
. Se obtienen las ecuaciones de movimiento

geodésico

ṫ = E (5.3)

ϕ̇ =
L

r2
(5.4)

ṙ2 =

(
1− b(r)

r

)(
E2 − ϵ− L2

r2

)
, (5.5)

donde L y E corresponden al momento angular y la enerǵıa de la part́ıcula respec-

tivamente, ϵ toma el valor de 1 para geodésicas tipo tiempo y 0 para geodésicas

nulas. Tomando ϕ en función de r llegamos a la ecuación de la órbita

(
dϕ

dr

)2

=
L2

r4
(
1− b(r)

r

) (
ϵ+ E2 − L2

r2

) , (5.6)

de donde se obtienen dos soluciones que corresponden a geodésicas entrantes (+)

y salientes (-). Con el objetivo de clasificar las órbitas es útil ver a la ecuación de

la órbita en términos de la coordenada de tortuga x definida en (3.5)

ẋ2 = E2 − V 2(x). (5.7)

Donde V (x) es el potencial efectivo, definido como

V (x) =

√
ϵ+

L2

r(x)2
(5.8)
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Partiendo de la teoŕıa mencionada anteriormente, en las siguientes secciones se

estudia en mayor detalle las geodésicas de tipo tiempo y nulas.

5.1. Geodésicas de tipo tiempo

En esta sección estudiaremos en detalle las geodésicas de tipo tiempo. En este

caso ϵ = 1, por lo que la ecuación de la órbita es

dϕ

dr
= ± L

r2
√(

1− b(r)
r

) (
1 + E2 − L2

r2

) . (5.9)

Para calcular ϕ(r) consideramos condiciones de contorno es coordenadas polares

ri y ϕi. Para la geodésica entrante se tiene que

ϕin(r) =

∫ r

ri

L

r′2
√(

1− b(r′)
r′

) (
1 + E2 − L2

r′2

)dr′ + ϕi. (5.10)

La integral se calcula desde (ri, ϕi) hasta (r0, ϕin(r0)), punto en el que la part́ıcula

comienza la orbita saliente. La integral para la geodésica saliente con la nueva

condición de contorno ϕ′
i = ϕin(r0) es

ϕout(r) = −
∫ r

r0

L

r′2
√(

1− b(r′)
r′

) (
1 + E2 − L2

r′2

)dr′ + ϕ′
i. (5.11)

Podemos usar el potencial efectivo como función de la coordenada de tortuga
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(5.8) y (5.7) para clasificar los diferentes tipos de órbitas. Si E > V (x) la part́ıcula

atraviesa la garganta y continúa por el otro universo, si E = V (x) la part́ıcula

sigue una orbita circular alrededor de la garganta y si E < V (x) la part́ıcula

no atraviesa la garganta y continua por el mismo universo. A partir de esto se

debe considerar los tres casos en términos del momento angular. En el caso cŕıtico

E = V (0) la part́ıcula sigue orbitas circulares de radio r0. Usando esta condición

y (5.8) se puede calcular el momento angular cŕıtico Lc = r20(E
2 − ϵ). El momento

angular de cada órbita es calculado con L = Lc ± δ, para δ > 0. Si L = Lc + δ la

part́ıcula se queda en el mismo universo y si L = Lc − δ la part́ıcula pasa por la

garganta al otro universo. Para el caso cŕıtico L = Lc consideramos únicamente la

integral

ϕ(r) =

∫ r

ri

L

r′2
√(

1− b(r′)
r′

) (
1 + E2 − L2

r′2

)dr′ + ϕi. (5.12)

Para el caso cŕıtico únicamente se necesita una integral de entrada dado que la

part́ıcula sigue una orbita circular en la garganta y no logra escapar. Cabe destacar

que a medida que el momento angular se acerca a Lc la part́ıcula da un numero

cada vez mas grande de vueltas alrededor de la garganta. En la siguiente sección

se realiza un estudio similar para geodésicas nulas.

5.2. Geodésicas nulas

La deflexión de la luz por al agujero de gusano atravesable es particularmente

interesante dado que la luz, a parte de ser desviada, puede atravesar la garganta o

seguir una órbita circular. La luz sigue geodésicas nulas, por lo que en esta sección
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estudiaremos geodésicas nulas y la deflexión de la luz. La ecuación (5.7) determina

las órbitas de rayos de luz con ϵ = 0, por lo que se puede reescribir la ecuación de

la órbita en términos del parámetro de impacto bi = L/E

dϕ

dr
= ± bi

r2
√(

1− b(r)
r

)(
1− b2i

r2

) . (5.13)

La imagen que recibe el observador esta compuesta por las trayectorias de los

fotones modificadas por efectos gravitacionales, por lo que es útil usar el método de

Trazado de rayos. El método consiste en usar (5.13) partiendo desde el observador

y retroceder hasta el origen de la fuente. Para geodésicas nulas también es útil

usar (5.7) para clasificar las órbitas

ẋ2L2 =
1

b2i
− 1

r(x)2
. (5.14)

A parir de (5.14) se puede encontrar, para cada bi, un xmin tal que 1
b2i

= 1
r(xmin)2

,

esto es el xmin que cumple ẋ = 0. Notemos que xmin es la distancia más pequeña a

la que llega el rayo de luz a la garganta. El parámetro de impacto bc corresponde

al máximo del potencial efectivo, por lo que, para que exista un orbita circular en

xc fuera de la garganta, se debe cumplir

1

b2c
= V (xc),

dV

dx

∣∣∣∣
xc

= 0,
d2V

dx2

∣∣∣∣
xc

< 0. (5.15)

Las trayectorias de los fotones con el parámetro de impacto son conocidas como

esferas de fotones. El fotón sigue una orbita circular inestable en rc = r(xc). Nótese

que (5.15) no tiene solución para xc, por lo que la única esfera de fotones es en
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rc = r0 [40]. De forma similar a la sección anterior 5.1 un fotón con bi > bc se

mantiene en el mismo universo. Un fotón con bi < bc pasa por la garganta hacia al

otro universo. Notamos que cuando bi se acerca a bc el fotón sigue una órbita que

circula un número más grande de veces a la garganta del agujero de gusano. Al

haber explorado el movimiento de part́ıculas y de la luz en presencia del agujero de

gusano atrevsable, es interesante preguntarse por el comportamiento de un fluido

en el agujero de gusano. En la siguiente sección se estudia la acreción sobre un

agujero de gusano atravesable.
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Caṕıtulo 6

Acreción esférica

Ahora nos enfocamos en acreción esférica del modelo de agujero de gusano. La

acreción es un proceso en el que un fluido es atráıdo por un objeto, en este caso

un agujero de gusano atrevsable. El caso de acreción sobre un agujero de gusano

atravesable es particularmente interesante, dado que el fluido puede pasar por la

garganta y salir al otro universo. Para el estudio de acreción sobre un agujero de

gusano consideramos polvo, que es un fluido perfecto con presión nula. El tensor

de enerǵıa momento para polvo es

Tµν = ρuµuν , (6.1)

donde ρ es la densidad de enerǵıa y uµ es la velocidad del fluido. La velocidad se

define como

uµ =
dxµ

dτ
= (ut, ur, 0, 0). (6.2)
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Los componentes angulares de la velocidad son cero por la simetŕıa esférica. Cabe

destacar que la velocidad y la densidad de enerǵıa dependen únicamente de r. Por

la condición de normalización de la velocidad uµuµ = −1 se tiene

ut ≡ dt

dτ
=

√√√√ u2(
1− b(r)

r

) + 1, (6.3)

donde definimos u ≡ ur. La ley de conservación de la enerǵıa T µν
;µ = 0 implica

ρur2

1− b(r)
r

√
u2 +

(
1− b(r)

r

)
= A1, (6.4)

donde A1 es una constante de integración. La segunda ecuación de movimiento

para el proceso de acreción es la ecuación de continuidad Jµ
;µ = 0, Para polvo

tenemos la relación Jµ = ρuµ. Se obtiene que

ρur2√
1− b(r)

r

= A2, (6.5)

donde A2 es una constante de integración. Dividiendo (6.4) para (6.5) se obtiene

una relación independiente de ρ

√√√√ u2(
1− b(r)

r

) + 1 =
A1

A2

≡ A4. (6.6)

Cabe destacar que resolviendo (6.6) para u se obtienen dos soluciones: la solución

con u > 0 corresponde a fluido entrante y u < 0 a fluido saliente. Las constantes

A4 y A2 pueden ser calculadas con condiciones de contorno para u y ρ. Usando

(6.5) y (6.6) se obtiene la densidad de enerǵıa y la velocidad en términos de las
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constantes A2 y A4. La tasa de cambio de la masa Ṁ del fluido que atraviesa la

garganta del agujero de gusano es la integral del flujo del fluido sobre la 2-esfera.

Ṁ =

∫
T 1
0

√
−gdθdϕ (6.7)

Para la métrica (2.2) T 1
0 = −ρutu, por lo que Ṁ es

Ṁ = 4πr2ρu

√√√√ u2(
1− b(r)

r

) + 1 (6.8)

usando (6.5) y (6.8) se obtiene una expresión para la tasa de cambio de la masa

Ṁ = 4πA2

(
1− b(r)

r

)√
u2

(
1− b(r)

r

)
+ 1. (6.9)

A lo largo de esta sección se estudió acreción esférica de polvo sobre un agujero

de gusano atravesable. En las secciones anteriores se estudiaron los modos cuasi-

normales y el movimiento geodésico para un agujero de gusano atravesable. En la

siguiente sección se propone un modelo concreto de un agujero de gusano atra-

vesable y se explora sus caracteŕısticas a partir de los modos cuasinormales, el

movimiento geodésico y la acreción.
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Caṕıtulo 7

Resultados

En este caṕıtulo se muestran los resultados de modos cuasinormales, movi-

miento geodésico y acreción de una solución de agujero de gusano. Se propuso una

función de embedding z(r) y calculamos la función forma b(r) a partir de (2.9).

Además se considera una función de corrimiento al rojo nula Φ = 0. La función de

embedding propuesta es [41]

z(r) =

√√√√log

(
a+

(
cr

r0
+ d

)2
)
, (7.1)

donde a, c y d son parámetros libres. Estos parámetros pueden ser reducidos im-

poniendo la existencia de una garganta, es decir, la existencia de un mı́nimo r0 de

b tal que b(r0) = r0 y la condición de flaring–out (2.10). Obtenemos que

a = 1− c2 − 2cd− d2, (7.2)
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quedando libres los parámetros c y d. En la figura 7.1 se muestra la función de em-

bedding (7.1) para θ = π/2, −π/2 para los parámetros libres c ∈ {0.4, 0.8, 1.2, 1.6}

y d ∈ {0.2, 0.6, 1.4, 1.8}. Notemos que a medida que d y c aumentan el diagrama

de embedding se vuelve plano más lentamente.
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Figura 7.1: Diagramas de embedding para c = 0.4 (primera fila, panel izquierdo),
0.8 (primera fila, panel derecho), 1.2 (segunda fila, panel izquierdo), 1.6 (segunda
fila, panel derecho) y d = 0.2 (negro), d = 0.6 (azul), d = 1.4 (verde), d = 1.8
(rojo).

La función forma calculada a partir de (7.1) con (2.9) es

b(r) =
c2ζ2r

c2ζ2 + r20 (a+ ζ2)2 log (a+ ζ2)
(7.3)

Donde

ζ =

(
cr

r0
+ d

)
. (7.4)

En Fig. 7.2 se muestra los gráficos de la función b(r)/r para distintos valores de

los parámetros c y d. Se puede notar que se cumple las condiciones de existencia
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de un mı́nimo r0 tal que b(r0) = r0 y se cumple la condición de flaring–out para

todos los parámetros considerados. Se nota que mientras c aumenta, las curvas

para distintos d se acercan entre śı.
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Figura 7.2: Gráficas de b/r en función de r/r0 para c = 0.4 (primera fila, panel
izquierdo), 0.8 (primera fila, panel derecho), 1.2 (segunda fila, panel izquierdo),
1.6 (segunda fila, panel derecho) y d = 0.2 (negro), d = 0.6 (azul), d = 1.4 (verde),
d = 1.8 (rojo).

En Fig. 7.3 se muestra el cuantificador, definido en (2.16), para el modelo

de agujero de gusano (7.3), en función del parámetro d ∈ (0.2, 2). Esto, para

varios parámetros c ∈ {0.4, 0.8, 1.2, 1.6}. Se puede observar que para todos los

parámetros considerados el cuantificador es finito y para c ∈ {0.8, 1.2, 1.6} es una

función creciente que se acerca a 0; para c = 0.4 decrece, pero se acerca de forma

asintótica a una constante, por lo que se mantiene finito.

Con el objetivo de estudiar la estabilidad de la solución se calcularon las fre-

cuencias de los modos cuasinormales de perturbaciones escalares con la aproxima-

ción WKB de 6to orden (4.6) para el modelo de agujero de gusano atravesable.
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Figura 7.3: Cuantificador como función de d para c = 0.4 (primera fila, panel
izquierdo), 0.8 (primera fila, panel derecho), 1.2 (segunda fila, panel izquierdo),
1.6 (segunda fila, panel derecho).

Esto para varios tonos n, sobretonos l y parámetros c y d. Estos resultados se

muestran a continuación.

En Fig. 7.4 se muestra el potencial efectivo (3.6) en función de la coordenada

de tortuga x. Esto para el modelo de agujero de gusano determinado por (7.3) para

distintos parámetros c y d. El potencial en función de la coordenada de tortuga

V (x) tiene forma de campana con máximo en la garganta, por lo que se puede

aplicar la aproximación WKB. Se puede notar que a medida que el sobretono

l aumenta, el pico del potencial efectivo disminuye. Además, a medida que el

parámetro c aumenta, el potencial se tiene una forma más extendida.

En Fig. 7.5 se muestra la parte imaginaria de la frecuencia en función de d. Se

puede notar que en la primera fila (c = 0.4) para n = 0, 1 (curvas negras y azules)

la curva aumenta monótonamente y se acerca a 0 a medida que d crece. Mientras
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Figura 7.4: El potencial de la perturbación como función de la coordenada de
tortuga x para l = 6 (azul), l = 7 (verde), l = 8 (rojo). Donde se fijaron los
parámetros c = 0.4 (primera fila), c = 0.8 (segunda fila), c = 1.2 (tercera fila) y
c = 1.6 (cuarta fila). Para cada fila obtenemos d = 0.2 (panel izquierdo), d = 0.6
(panel central) y d = 1.4 (panel derecho).

que para n = 2, 3 Im(ω) decrece, alcanza un máximo y aumenta acercándose

asintóticamente a 0. Para l = 6, 7 y n = 3 hay valores de d tal que Im(ω) es

positiva, lo que indica que el agujero de gusano es inestable para estos parámetros.

Para c = 0.8, 1.2 y 1.6 Im(ω) aumenta de forma monótona y es siempre negativa

para todos los valores de l, n y d considerados. Por lo que la solución puede

considerarse como estable para estos parámetros. En Fig.7.6 se muestra la parte
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Figura 7.5: Parte imaginaria de la frecuencia como función de d para n = 0
(negro), n = 1 (azul), n = 2 (verde), n = 3 (rojo). Fijamos c = 0.4 (primera fila),
c = 0.8 (segunda fila), c = 1.2 (tercera fila) y c = 1.6 (cuarta fila). Para cada fila
l = 6 (panel izquierdo), l = 7 (panel central) y l = 8 (panel derecho).

real de la frecuencia como función del parámetro d. Se puede notar que para c = 0.4

Re(ω) disminuye a medida que d aumenta hasta que alcanza un mı́nimo y vuelve

a aumentar hasta una constante. Para n = 3 existen dos mı́nimos locales. Para

n = 0, 1, 2 las curvas se acercan a la misma constante y esta constante aumenta

según aumenta l. En cambio para c = 0.8 la curva es constante para n = 0 y para

n = 1, 2, 3 aumenta hasta un máximo y disminuye hasta acercarse a una constante,

el pico del máximo es menos pronunciado a medida que aumenta l. Para c = 1.6
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Figura 7.6: Parte real de la frecuencia como función de d para n = 0 (negro),
n = 1 (azul), n = 2 (verde), n = 3 (rojo). Fijamos c = 0.4 (primera fila), c = 0.8
(segunda fila), c = 1.2 (tercera fila) y c = 1.6 (cuarta fila). Para cada fila l = 6
(panel izquierdo), l = 7 (panel central) y l = 8 (panel derecho).

Re(ω) es constante para n = 0 y monótonamente creciente para n = 1, 2, 3, pero

tiene un comportamiento oscilatorio, el cual puede ser asociado con inestabilidades

numéricas.

Es interesante estudiar el movimiento geodésico del agujero de gusano propues-

to dado que part́ıculas y rayos de luz pueden atravesar por la garganta hacia el

otro universo. Por lo que, es esta sección se muestran los resultados de geodésicas
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tipo tiempo y nulas para el agujero de gusano propuesto.

En Fig. 7.7 se muestra el potencial efectivo (5.8) como función de x, esto para

órbitas tipo tiempo. La curva roja es el potencial efectivo con momento angular

L = Lc − δ, la curva azul es el potencial efectivo con momento angular L = Lc

y La curva negra es el potencial efectivo con momento angular L = Lc + δ, para

δ = 0.5.
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Figura 7.7: Potencial efectivo para orbitas de tipo tiempo como función de la
coordenada de tortuga para los tres tipos de órbitas. Esto para c = 0.4, d = 0.2
(izquierda); c = 0.6, d = 0.8 (centro); c = 1.8, d = 1.6 (derecha). La curva verde
es la enerǵıa de la part́ıcula.

Los resultados obtenidos al integrar numéricamente (5.10) y (5.11) para geodési-

cas de tipo tiempo ϵ = 1 se muestran en Fig.7.8, esto para distintos parámetros

del agujero de gusano.

Las imagenes en Fig. 7.9 son las soluciones de trazado de rayos de (5.13). El

observador se encuentra en el lado izquierdo de la pantalla en el infinito y se

muestran las trayectorias de los fotones desde el polo norte. Para integrar (5.13)

consideramos las condiciones iniciales en coordenadas cartesianas (xi, yi), donde

xi = 100r0 es el infinito numérico y yi = bi. El parámetro de impacto vaŕıa en

el intervalo [0.5, 2] con un paso de 0.05. Las curvas verdes son las trayectorias

de fotones entrantes con bi > bc, que son desviados en el mismo universo. Las
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Figura 7.8: Geodésicas tipo tiempo para c = 0.4, d = 0.2 (izquierda); c = 0.6, d
= 0.8 (derecha); c = 1.8, d = 1.6 (abajo), con δ = 0.5 y xi = 5. Las ĺıneas negras
indican las órbitas para una part́ıcula con L = Lc− δ, ĺıneas verdes con L = Lc+ δ
y ĺıneas azules con δ = 0.5.

curvas rojas son las trayectorias de fotones entrantes con bi < bc. Las curvas azules

son trayectorias salientes de los fotones que atravesaron la garganta hacia el otro

universo.

A parte de part́ıculas y rayos de luz es interesante estudiar fluidos y su com-

portamiento en el espacio-tiempo del agujero de gusano propuesto. Usando (6.6)

y (6.5) se puede hacer una gráfica de la velocidad u y la densidad de enerǵıa ρ del
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Figura 7.9: Trazado de rayos del agujero de gusano para c = 0.4, d = 0.2 (izquier-
da); c = 0.6, d=0.8 (derecha); c = 1.8, d = 1.6 (abajo).

fluido en función de la coordenada de tortuga. En este caso consideramos las si-

guientes condiciones de borde: u∞ = 0.6 y ρ∞ = 0.001 en infinito. Estos resultados

se muestra en Fig. 7.10 para la densidad de enerǵıa y Fig. 7.11 para la velocidad

del fluido.
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Figura 7.10: Densidad de enerǵıa como función de la coordenada de tortuga para
c=0.4, d=0.2 (azul); c=0.6, d=0.8 (negro); c=1.8, d=1.6 (verde).
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En Fig.7.10 se puede notar que la densidad de enerǵıa tiene forma de campana

con máximo en x = 0 y tiene el mismo máximo para todos los parámetros c y d

considerados. Además la curva se ensancha a medida que se aumente c y d.
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Figura 7.11: Velocidad del fluido como función de la coordenada de tortuga para
c=0.4, d=0.2 (azul); c=0.6, d=0.8 (negro); c=1.8, d=1.6 (verde).

En Fig. 7.11 se puede observar que para x > 0 la velocidad disminuye monóto-

namente a medida que x disminuye, hasta hacerse 0 en x = 0. Para x < 0 la

velocidad cambia de signo dado que el fluido sale del agujero de gusano. También,

la velocidad se vuelve más negativa a medida que x disminuye. A medida que los

parámetros c y d aumentan, la curva se vuelve más aplanada.

Usando (6.9) se puede realizar una gráfica de Ṁ en función de la coordenada

de tortuga, esto para varios parámetros del modelo. Estos resultados se muestran

en Fig.7.12. La tasa de cambio de la masa del fluido disminuye a medida que x

disminuye hasta llegar a x = 0. Para x < 0, Ṁ vuelve a aumentar. A partir de estos

resultados de distintas propiedades del agujero de gusano atravesable propuesto

se puede obtener ciertas propiedades de la solución. En la siguiente sección se

mencionarán ciertas conclusiones sobre los resultados obtenidos.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo se obtuvo una solución de agujero de gusano atravesable con

fuerzas de marea radiales nulas proponiendo una función de embedding con algunos

parámetros libres. Los parámetros se redujeron al imponer las condiciones básicas

que debe tener un agujero de gusano atravesable. En particular, se demanda que

exista un radio mı́nimo y el cumplimiento de la condición de flaring–out. Para ex-

plorar el comportamiento de la solución en términos de los parámetros resultantes

se estudió la materia exótica necesaria para generar la geometŕıa por medio del

quantifier. Similarmente se exploró la estabilidad de la solución mediante los mo-

dos cuasinormales de una perturbación escalar. Se usó la aproximación WKB de

6to orden para calcular las frecuencias complejas de oscilación. Se estudió el movi-

miento geodésico para part́ıculas masivas y rayos de luz del modelo. Se calcularon

los tres tipos de órbitas para geodésicas de tipo tiempo, para varios parámetros

del agujero de gusano. De la misma forma se calcularon las geodésicas nulas para
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determinar los efectos ópticos de la solución. Se calcularon las orbitas de rayos de

luz usando el método de trazado de rayos para diferentes parámetros de impacto.

Se exploró la acreción esférica de un fluido de presión nula sobre el agujero de gu-

sano. Se calculó la velocidad y densidad de enerǵıa del fluido y la tasa de cambio

de la masa.

Como resultado se obtuvo que la solución requiere una cantidad finita de ma-

teria exótica que decrece para ciertos valores de los parámetros. Además, a partir

del calculo de las frecuencias de los modos cuasinormales podemos llegar a la con-

clusión de que la solución es estable para ciertos parámetros, dado que la parte

imaginaria de la frecuencia es siempre negativa para los sobretonos considerados.
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Apéndice A

Derivación de la ecuación 3.4

1√
−g

∂α(g
βα
√
−g∂βΨ)− µ2Ψ = 0 (A.1)

Los términos no nulos de de la expansión de la ecuación anterior son

g00∂0∂0Ψ+ g11∂1∂1Ψ+ ∂1Ψ∂1g
11 + ∂1Ψg11

∂1
√
−g√
−g

+

g22∂2∂2Ψ+ ∂2Ψg22
∂2
√
−g√
−g

+ g33∂3∂3Ψ− µ2Ψ = 0

(A.2)

Reemplazando la métrica (2.2) con Φ(r) = 0 en (A.2)se obtiene

∂t∂tΨ+

(
1− 1

b(r)

)
∂r∂rΨ+ ∂rΨ∂r

(
1− 1

b(r)

)
+ ∂rΨ

(
1− 1

b(r)

)
−5b(r) + 4r + rb′(r)

2r2 − 2rb(r)
+

1

r2
∂θ∂θΨ

+ ∂2Ψ
1

r2
cot θ +

1

r2 sin2 θ
∂ϕ∂ϕΨ− µ2Ψ = 0

(A.3)
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Asumimos una solución con la siguiente forma para realizar la separación de va-

riables

Ψ(t, r, θ, ϕ) = e±iω′tYL(θ, ϕ)χ(r)/r (A.4)

Aplicando las propiedades de la exponencial compleja y los armónicos esféricos

tenemos que

∂t∂tΨ = −ω′2Ψ

1

r2
∂θ∂θΨ+ ∂2Ψ

1

r2
cot θ +

1

r2 sin2 θ
∂ϕ∂ϕΨ = −L(L+ 1)

r2
Ψ

(A.5)

Definimos ω2 = −ω′2 − µ2 y reemplazamos (A.5) en (A.3)

(
1− 1

b(r)

)
∂r∂rΨ+ ∂rΨ∂r

(
1− 1

b(r)

)
+ ∂rΨ

(
1− 1

b(r)

)
−5b(r) + 4r + rb′(r)

2r2 − 2rb(r)
+ ω2Ψ− L(L+ 1)

r2
Ψ = 0

(A.6)

Ahora reemplazamos la forma de la solución (A.4) en (A.6) y derivando se obtiene

(
1− 1

b(r)

)(
2χ(r)− 2rχ′(r) + r2χ′′(r)

r3

)
+

(
rχ′(r)− χ(r)

r2

)(
b(r)− rb′(r)

r2
+

−5b(r) + 4r + rb′(r)

2r2

)
+

(
ω2 − L(L+ 1)

r2

)(
χ(r)

r

)
= 0

(A.7)

Simplificando llegamos a

(
1− 1

b(r)

)
χ′′(r) + χ′(r)

(
b(r)− rb′(r)

2r2

)
+

(
ω2 − L(L+ 1)

r2
− b(r)− rb′(r)

2r3

)
χ(r) = 0

(A.8)
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A partir de (3.5) y (A.8) usando la regla de la cadena obtenemos

(
d2

dx2
+ ω2 − L(L+ 1)

r(x)2
− b(x)− r(x)b′(x)

2r(x)3

)
χ(x) = 0 (A.9)

que es lo que se queŕıa.



60

Apéndice B

Condiciones de Enerǵıa

Las Condiciones de Enerǵıa son condiciones matemáticas impuestas sobre el

tensor de enerǵıa-momento para decidir que tipos de materia son f́ısicamente ra-

zonables. Las Condiciones de Enerǵıa son, simplemente, formas para tratar de

implementar la idea de que el tensor de enerǵıa-momento debe ser positivo y

que la fuerza gravitatoria siempre es atractiva. [26, 25] Consideremos el tensor de

enerǵıa momento en un sistema de coordenadas ortogonales apropiado dado por

T µν = diag(ρ, p1, p2, p3), las componentes son la densidad de enerǵıa y las presiones

principales.
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B.1. Condición nula de enerǵıa

La condición nula de enerǵıa es la afirmación de que para cualquier vector nulo

kµ se cumple que

Tµνk
µkν ≥ 0. (B.1)

En términos de las presiones principales se tiene

ρ+ pj ≥ 0, j = 1, 2, 3. (B.2)

B.2. Condición débil de enerǵıa

La condición débil de enerǵıa es la afirmación de que para cualquier vector de

tipo tiempo V µ se cumple que

TµνV
µV ν ≥ 0. (B.3)

Si esta condición se cumple para todo vector nulo, entonces (por continuidad) se

cumple para todo vector nulo, implicando la condición nula de enerǵıa. F́ısica-

mente, esta condición implica que la densidad de enerǵıa debe ser positiva para

cualquier observador. En términos de las presiones principales se tiene

ρ ≥ 0, j = 1, 2, 3. (B.4)
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B.3. Condición fuerte de enerǵıa

La condición fuerte de enerǵıa es la afirmación de que para cualquier vector de

tipo tiempo V µ se cumple que

(
Tµν −

T

2
gµν

)
V µV ν ≥ 0, (B.5)

donde T es la traza del tensor de enerǵıa-momento T = Tµνg
µν . La condición fuerte

de enerǵıa implica la condición nula de enerǵıa (por continuidad), pero no implica

la condición débil de enerǵıa. En términos de las presiones principales se tiene

T = −ρ+
∑
j

pj (B.6)

y

ρ+ pj ≥ 0, j = 1, 2, 3 y ρ+
∑
j

pj ≥ 0 (B.7)

B.4. Condición dominante de enerǵıa

La condición dominante de enerǵıa es la afirmación de que para cualquier vector

de tipo tiempo V µ se cumple que

TµνV
µV ν ≥ 0. y TµνV

µ no es de tipo espacio. (B.8)

La condición dominante de enerǵıa implica la condición nula de enerǵıa y la condi-

ción débil de enerǵıa, pero no implica la condición fuerte de enerǵıa. En términos
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de las presiones principales se tiene

ρ ≥ 0, y pj ∈ [−ρ, ρ] j = 1, 2, 3 (B.9)

Las condiciones de enerǵıa se usan para demostrar varios teoremas sobre termo-

dinámica de agujeros negros. Además, existen algunos sistemas f́ısicos que violan

una o más de las condiciones de enerǵıa, por ejemplo, el efecto Casimir viola la

condición nula de enerǵıa.
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