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Resumen

En este trabajo de investigacion se estudian objetos compactos esféricamente simétricos
con materia anisotropa en el marco de la relatividad general. Para ello, se utiliza la ecuacion
de estado del politropo maestro P = Kp” + ap — [ que evita la divergencia de la velocidad
tangencial en la superficie del objeto y generaliza el tratamiento de la ecuacion de estado. Se
encuentra la respectiva ecuacioén de Lane-Emden y se la integra considerando tres modelos para
la anisotropia: anisotropia heuristica (la anisotropia es proporcional al término gravitacional
en la ecuacion TOV), el doble politropo maestro (considera que tanto la presion radial y la
tangencial estan determinados por la ecuacién de estado del politropo maestro) y el politropo
conformalmente plano (determina una relacién entre los potenciales métricos a través de la

anulacion del tensor de Weyl). Ademas, se analiza la aceptabilidad fisica de las soluciones.

Palabras clave: Objeto compacto, ecuacion de estado, politropos, ecuacién de Lane-Endem,

distribucién de presion anisétropa.



Abstract

In this research work, spherically symmetric compact objects with anisotropic matter are
studied within the framework of general relativity. For this, the equation of state of the master
polytrope P = K p” + ap — [ is used, which avoids the divergence of the tangential velocity on
the surface of the object and generalizes the treatment of the equation of state. The respective
Lane-Emden equation is found and integrated considering three models for anisotropy: heuristic
anisotropy (anisotropy is proportional to the gravitational term in the TOV equation), double
master polytrope (considers both radial and tangential pressure are determined by the master
polytrope’s equation of state), and flat conformal polytrope (determines a relationship between
the metric potentials through the cancellation of the Weyl tensor). In addition, the physical

acceptability of the solutions is analyzed.

Compact object, equation of state, polytropes, Lane-Endem equation, anisotropic pressure dis-

tribution.
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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria General de la Relatividad (TGR) es capaz de explicar los fendémenos relativis-
tas gravitacionales observados en cualquier punto del espacio-tiempo y medidos por cualquier
sistema general de referencia. En 1915 Einstein publicé en forma tensorial las ecuaciones de
campo de la TGR. Dichas ecuaciones relacionan la curvatura del espacio tiempo local (expre-
sada por el tensor de Einstein GG;,,,) con la energia local, el momento y la tensién dentro de ese
espacio-tiempo (expresada por el tensor de tension-energia 7,,,) [[1-5]. Segtn esta formulacion,
la gravedad no es considerada como una fuerza de accién a distancia inmediata, en su lugar el
campo gravitacional es tomado como la curvatura del espacio-tiempo.

Poco tiempo después de que Einstein publicara sus ecuaciones, el fisico y astrénomo ale-
man Karl Schwarzschild obtuvo la primera solucion exacta de las ecuaciones de campo de
Einstein, para el campo gravitatorio generado por una estrella o una masa esférica estdtica en
el vacio [155]]. Esta accién fue la precursora para buscar mds soluciones que describan muchos
sistemas, mayormente en el area de la astrofisica, por ejemplo objetos compactos autogravitan-

tes, tales como las enanas bancas [6]], estrellas de neutrones [7]], agujeros negros y diferentes
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configuraciones estelares [3]].

Para modelar la estructura interna de objetos compactos, se han desarrollado métodos para
obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein. Sin embargo, dada la simetria del sistema es
obligatorio introducir ecuaciones de estado para cerrar el sistema, que son expresiones mate-
madticas que relacionan la presion y la densidad de masa o de energia. Las ecuaciones de estado
también sirven para describir muchas propiedades de los fluidos [6-8]].

Una estrella u objeto compacto es un fluido que transmite energia desde su parte interior ha-
cia el exterior. Esta transmision se puede considerar mucho menor que la energia del objeto para
tiempos muy extensos y podemos aproximar a la estrella como un sistema adiabdtico [9]], por
lo cual una estrella se la puede considerar como un politropo con ecuacién de estado esténdalﬂ
P = Kp' = Kp'*'/? donde P, K, p, v y n son la presién, la constante politrépica, la den-
sidad de energia, el exponente politropico y el indice politropico respectivamente [9-17]. Los
politropos han sido ampliamente utilizados para resolver problemas de soluciones interiores de
objetos compactos, junto con la ecuacion de Lane-Emdem [18-22].

Aunque es muy comun suponer la isotropia local en las estrellas [15-17], en estos objetos
compactos estin presentes ciertos fendémenos como: conveccidn por altas temperaturas, campos
magnéticos fuertes, perturbaciones debido a la rotacion de la estrella, la presencia de un nucleo
y capas que componen a la estrella, hacen que nuestra percepcion de que la estrella se comporte
como un fluido perfecto no sea correcto [23-46]. Estas imperfecciones en la estrella nos permi-
ten asumir que estd compuesta de un fluido anisétropo, donde la presion tiene una componente
radial y otra componente tangencial [47,48]]. La introduccion de la anisotropia A = P — P,

hace que se necesiten mas condiciones para poder cerrar el sistema [49]. Para resolver este

'Un gas adiabdtico tiene como ecuacién de estado P = K p?, donde K es la constante adiabatica y v es el indice
adiabdtico. Tienen similitud con el politropo, pero se diferencia en que la ecuacién de estado politropica describe
cOmo cambia la presion con la densidad en el interior a medida que uno se mueve a través de una estrella, mientras
que la ecuacién de estado adiabdtica describe cémo responderia una capa de gas determinada al ser comprimida.
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problema en muchos casos se puede modelar la anisotropia haciendo una suposicién que in-
troduzca la anisotropia como una funcién [49-51]], o buscando relaciones entre las variables
métricas [52,/53]].

En la busqueda de generalizar la descripcion de estos objetos compactos, en este trabajo
se propone el uso de la ecuacién de estado del politropo maestro P = Kp't'/" + ap — 3
[67.68]. Siguiendo el procedimiento dado en las referencias [[67,68]], se construye la ecuacién
de Lane-Emden con la ecuacion de estado para el politropo maestro relativista. El objetivo de
nuestro proyecto es determinar una soluciéon numérica para las ecuaciones de Lane-Emden para
el politropo maestro relativista, con ayuda de alguna condicidn que permita resolver la presencia
de la anisotropia en las ecuaciones. Para esto empleamos el modelo heuristico que supone que
la anisotropia es proporcional a la fuerza de gravedad [49], doble politropo [50,51]], y condicién
de nulidad del tensor de Weyl (politropo conformemente plano) [52]

El manuscrito esta dividido de la siguiente manera. El capitulo 2 esta dedicado a establecer
el marco tedrico en el cual se basa este trabajo, en el mismo se revisaré las ecuaciones de campo
de Einstein, la teoria de politropos, la ecuacién de Lane-Emden y la funcién de anisotropia. En
el capitulo 3 se establecen las condiciones para que una solucién sea fisicamente aceptable. En
el capitulo 4 se muestran los resultados para los casos de anisotropia para el modelo heuristico,
doble politropo, el politropo conformemente plano y discusion. Finalmente en el capitulo 5 se

presentan las conclusiones.
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Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Ecuaciones de campo de Einstein

En el afio 1915, Einstein publicé su Teoria General de la Relatividad, y con ella sus ecuacio-
nes de campo (conocidas como ecuaciones de campo de Einstein) que relacionan la geometria
del espacio-tiempo con la distribucidon de la materia contenida en €l [1,2]], por medio de la

relacion tensorial
Gop = —KTyp, 2.1

donde x? = 87 es una constante de proporcionalidadﬂ G op es el tensor de Einstein que contiene
la informacion geométrica del espacio-tiempo, 7,5 contiene la informacion de la materia (den-
sidad de energia y presion de la materia) llamado tensor energia-impulsoy o = 8 = 0,1, 2,3

son los indices espacio-temporales [[1,2].

| o 871G

K® = — —,eneste estudio usaremos unidades naturales G = ¢ =1
c
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El tensor de Einstein se puede escribir como
1
Gag = Ras = 5Rgap, (2.2)

donde g, es el tensor métrico, R, y I2 son el tensor de Ricci y el escalar de curvatura y

definidos como

Ras = R, (2.3)

R =g R.p. (2.4)
La cantidad R’ apg €N la ecuacidn 1i es la contraccion del tensor de Riemann cuya forma es

R’ 5= 0,15, — 0510, + Tl — Ta, TG, (2.5)

donde I’g7 son los simbolos de Christoffel definidos como [|1-3,5]]:

1
I3, = 59% (98970 + 0,950 = 0s957) - (2.6)

La primera solucién exacta a las ecuaciones de campo de Einstein (2.1)) fue dada por Sch-
warzschild en 1916. Describe el exterior de un cuerpo de masa M y de radio R, esférico y
estdtico, viene dada por la métrica [1,2]

2M oM\
ds® = <1 — —) dt® — (1 — —) — r2df* — r?sin® 0do?. (2.7)
r r

Nuestro interés es modelar el interior de una estrella con distribucién de materia anisétropa.

En este capitulo vamos a dar las herramientas necesarias que permitirdn construir nuestro mo-
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delo. Empezaremos describiendo las ecuaciones de campo de Einstein (2.1)) en el interior de un

objeto con simetria esférica que modela una estrella.

2.2. Politropos

Los poh’tropof] son esferas gaseosas autogravitantes y son usados como modelos estelares.
Fueron introducidos en el estudio de objetos compactos en el régimen Newtoniano (ver refe-
rencias [6H8,/10-12]). Su gran éxito se debe principalmente a la simplicidad de la ecuacién de
estado P = P(p) y la ecuacion principal resultante: la ecuacién de Lane-Emden.

La teoria de politropos se basa en la ecuaciéon de estado politrdpica, la cual en el caso

Newtoniano puede ser escrita como
P=Kp] = Kp\ti/m, (2.8)

donde Py p, denotan la presion y la densidad de masa (bariénica). La constantes K, v y n son
la constante politrdpica, el exponente politrépico y el indice politrépico respectivamente [[6-8]].

La ecuacion de estado politrépica puede servir para modelar las siguientes situaciones:

a) Cuando la constante K se calcula a partir de las constantes naturales. En este caso se tiene
un gas de electrones completamente degenerado. En el limite no relativista cuando v = 5/3
on = 3/2 (en el limite relativista cuando v = 4/3 o n = 3). Los politropos de esta clase son
utiles para modelar objetos compactos como las enanas blancas, y conducen de una manera

bastante simple al limite de Chandrasekhar (para n = 3) [8,49].

b) Por otro lado cuando K es un pardmetro libre, sirve para modelar un gas ideal isotérmico,

ZProviene de la etimologia del griego “poly” que significa muchos, y “tropic” que significa manera.
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o en una estrella completamente convectiveﬂ Estos modelos estdn relacionados con el gas

ideal isotérmico y son relevantes en el llamado limite de Schonberg—Chandrasekhar [8,49]].

En algunos casos los objetos en estudio pueden ser tan compactos de manera que se requiera
el uso de la teoria de la relatividad (por ejemplo: las estrellas de neutrones, quarks) [[13-22]. En

el contexto de esta teoria, es posible dos extensiones de la ecuacion de estado politropo:

a) En el primero, la ecuacién original de estado politrépica (2.8)) se conserva,
P =Kpl = Kp:ti/m
La primera y la segunda ley de la termodindmica pueden ser escritas coqu_f] [49]:

Td (i> —d (ﬁ) + Pd (l) . (2.9)
Po Po Po

Considerando un proceso adiabdticoy P = K p], se obtiene

d (ﬁ) — Kp"2dp, = 0, (2.10)

o

con

vy=1+1/n.

3La energfa dentro de la estrella se transporta por medio de conveccién

“La combinacién de la primera y segunda ley de la termodindmica es TdS = dU + PdV. La densidad de
energia esta relacionada con la energia interna por medio de p = p, + U y T es la temperatura [15]]. Para un
cambio de volumen especifico dV = d(1/p,), los cambios de entropia y energia interna son dS = d(o/p,) y
dU = d(p/p,) respectivamente, donde o denota la entropia por unidad de volumen [49].
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Siy # 1, (2.10) se integra para obtener [49]
p=Cp,+P/(y—1). (2.11)

En el régimen no relativista p = p, entonces C' = 1yn = 1/(y — 1), se sigue que la
densidad de energia p y la densidad de masa baridnica p, estdn relacionadas a través de la

ecuacion [49]

p = po+nP. (2.12)

b) Elsegundo caso corresponde a remplazar la densidad de materia bariénica p, por la densidad

de energia. En tal caso podemos escribir
P=Kp' = Kp't/" (2.13)

Se puede demostrar que la relacion entre dos densidades esta dada por (para mas detalles,

observar [49]]),

Po

p=—— >re (2.14)
()

Inicialmente, tanto en el régimen Newtoniano y de relatividad general, los objetos com-
pactos se les han considerado compuestos de un fluido isotrépicoE] [15-19]]. Sin embargo, en
muchos trabajos se ha utilizado la suposicion de las ecuaciones de estado politrépicas para flujo

anisétropof] [47-53]]. El motivo para tal estudio se debe a que muchos fenémenos fisicos en

SFluido de Pascal cuya tensiones principales son iguales.
®Las tensiones principales no son iguales.



22

objetos compactos pueden causar desviaciones en la isotropia o anisotropia local [23-26].

Son varias las razones detrds de la anisotropia. Una puede ser a causa de los campos mag-
néticos intensos observados en objetos compactos tal como las enanas blancas, las estrellas de
neutrones o estrellas de quarks magnetizadas [27-30]. Otro causa de anisotropia se espera en
las estrellas de neutrones y materia de alta densidad debido a la viscosidad [31-37]], asi como
la mezcla de fluidos de diferente tipos, el movimiento rotacional, transicion de fase, etc. Las
ideas que envuelve la anisotropia y sus aplicaciones en diversos campos estan disponibles en la
literatura [38-43]].

Si consideramos simetria esférica y asumimos anisotropia local en la materia, esta viene
dada por A = P, — P, donde Py P, corresponde a las presiones radial y tangencial respecti-
vamente. En la teoria de politropos anisétropos relativista [49-53]], se considera que la presion

radial P tiene una ecuacion de estado de politropo
P = Kp1+1/n.

En la siguiente seccion presentamos la teoria para modelar los politropos anisétropos relativistas

mediante las ecuaciones de campo de Einstein.

2.3. Politropo anisotropo relativista

Una estrella es un objeto compacto masivo que ha mantenido su estructura y su forma casi
esférica, inalterada durante un largo periodo de tiempo y por lo tanto, se le puede modelar como

un fluido compacto, con simetria esférica rodeado por un espacio vacio [6,8]. Basado en las
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suposiciones anteriores la geometria interior de la estrella es descrita por el elemento de linea

ds? = e¥dt* — e dr? — r2d6? — r? sin® 0d¢?, (2.15)

que representa un espacio estdtico y de simetria esférica, donde v y A son funciones de r. De lo

anterior

(9ap) = : (2.16)

0o _ 10 _ 1 _ v=A 7
Loy =T =7, Lop = "7/,
FQ _1’12 _1 Fl _)\/
21 = Ll12 = 1=
r

2 1 _ -2
'Sy = —sinf cos b, [y =—re™ ",

. 1 A
F?3:F§1:;, I, = —re *sin 6,



Se puede demostrar que las componentes no nulas del tensor de Einstein son

1
Goo = —262(”_’\) (2rN — 14 €*)

T

1 1
G11 = — <2V/ + — (1 — 62/\))

r r

/ )\

GQQ — 7’26_2/\ (l/” + V/Q + i . I/’)\, . _)

r r

G33 = SiIl2 QGQQ.
El tensor energia-impulso 7,3, para materia anisotropica esta dado por:

Top = (p+ PL)ugug — P1gag + (P — P1)saSs
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2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

donde p es la densidad de energia, P y P, son la presion radial y la presion tangencial respec-

tivamente. Ademds para un observador local inercial resulta que,

u®=(e7",0,0,0),

es la cuadrivelocidad del fluido y s* es definido como

s* = (0,e7*,0,0),

(2.22)

(2.23)
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con las propiedades s*u, = 0, s*s, = —1. Entonces;
p 0 0 0
N 0O -P O 0
(TB) =
0 0 =P O
0 O 0 —-P

En el caso de materia isotrépica P = P, el tensor energia-impulso se reduce a

Top = (p + P)uau5 — Pgag.

Remplazando (2.17)-(2.20) y (2.21)) en (2.1)), las ecuaciones de campo toman la forma:

1 2\ 1
8rp=——+e |-, (2.24)
r2 r r2
1 20 1
8TP = — = 4 ¢~ (—” v —2) : (2.25)
r r r
—2) " 2 AV V=N
8tP, =e v+t —uv N+ . (2.26)
r

Estas tres ecuaciones no lineales corresponden a las componentes temporal, radial y tangencial
de las ecuaciones de campo de Einstein y forman un sistema de ecuaciones con cinco incognitas
p, P, P,, vy X Por lo cual se necesitan dos relaciones adicionales para cerrar el sistema. La
solucion de este sistema corresponde a la parte interior del objeto compacto. Una forma de
buscar una solucién es tratar de disminuir la complejidad de estas ecuaciones introduciendo

una nueva variable. Para lograr este objetivo la ecuacion temporal (2.24)) se puede escribir en la
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forma
1 d -
2 [r (1 —e 2’\)} = Kp, (2.27)
esto permite remplazar a la funcién A(r) por una nueva funcién m(r)
1 —2X
m(r) = 3" (1—e). (2.28)

Con esta nueva definicion se reescribe la ecuacion (2.27) como

d
T _ 42y, (2.29)
dr

que tiene la misma forma del caso Newtoniano para determinar la masa de una esfera, razén por
lo cual m(r) es llamada la funcién de masa. Al integrar (2.29), se obtiene la masa que encierra

una esfera de radio r

m(r) = 4x /T 2 p(r')dr'. (2.30)
0

Con esta nueva definicién el coeficiente espacial radial de la métrica en funcién de m(r) es

-1
e — (1 — 2m(r)> , 2.31)

r

por lo que la métrica al interior de la estrella toma la forma

2m(r)

-1
ds® = e dt? — (1 — ) dr? — r2df? — r*sin® 0d¢>. (2.32)
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De la conservacion del tensor de energia momento

V1% =0, (2.33)

se obtiene

dP dv 2

—_—=— P)—+ —(P.—P). 2.34

dr (p + )dr + T( 1 ) ( )
Esta dltima ecuacién es la ecuacion de equilibrio hidrostatico para materia anisétropa. Con

la nueva variable m(r), se puede demostrar que la ecuacion radial de campo (2.25)) se puede

escribir en la forma

dv m(r)+4nPr? (2.35)

dr r(r—2m(r))

Remplazando esta dltima expresion en (2.34) da como resultado la ecuacién de Tolman-

Oppenheimer-Volkoff (TOV) para la materia anisétropa

dP m(r) + 4w Pr® 2

Reescribiendo esta ecuacion en

dP P)(m + 4mwr3 P 2
b+ P)m+ N (2.37)
dr r(r —2m) r
~—~ N D ad
FP Ef‘g F,

donde A = P, — P es la anisotropia que presenta el sector material. Esta ecuacion nos indica

que el gradiente de presiéon Fp que apunta hacia afuera del sector material, se equilibra con un
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término asociado con la fuerza gravitacional I, que empuja hacia el interior y una fuerza F,
que genera la anisotropia cuya influencia depende de su signo. Cuando la presién tangencial
domina a la presion radial, la anisotropia es positiva y genera una fuerza F;, que actda hacia
el exterior y el objeto estelar experimenta una fuerza de repulsién que contrarresta el gradiente
gravitatorio [,. Por otro lado, cuando el factor de anisotropia es negativo, el sistema experi-
menta una fuerza de atraccién —F},. Esto es relevante, ya que un factor positivo de anisotropia
mejora la estabilidad y el equilibrio en el sistema [|14].

Notese que en limite Newtoniano P < p, y por lo tanto 47r*P < m. Luego, como la
métrica debe ser cercana a una plana, se requiere que m < r [3]]. Con esas consideraciones la

ecuacion TOV se reduce a

dP pom

- - _7 2.38

dr r2’ (2.38)
que es exactamente la misma del equilibrio hidrostatico para estrellas Newtonianas [47]].

Las ecuaciones (2.29) y (2.37) forman un sistema de ecuaciones con las incégnitas p, P, P

y m, tiene las condiciones de contorno

m(0) =0, m(R)=M, P(R)=0. (2.39)

Para integrar estas ecuaciones son necesarias dos relaciones adicionales para cerrar el sistema.
En este trabajo consideramos que estas relaciones estdn dadas por una ecuacion de estado P =
P(p) y la anisotropia A.

Supongamos que el objeto se extiende hasta un radio R, después del cual hay vacio, por lo
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que la métrica parar > R es

-1
ds® = (1 — %) dt® — (1 — ﬂ) — 1r2d6? — r*sin® 0d¢?,
r r

como necesitamos un espacio-tiempo continuo, las métricas (2.7) y (2.15)) deben acoplarse en

la superficie de la estrella cuando » = R [2, 3], de manera que
R
M =m(R) = 47 / 2 p(r")dr. (2.40)
0

Las componentes temporal y radial de las métricas también deben ser continuas en r = R, por

lo que
M
2v —2A
= =1-2—. 241
e e ; (2.41)

La presion radial también debe acoplarse con el hecho de que fuera de la estrella la presion es

cero, por lo tanto en la superficie
P(R) =0. (2.42)

En la siguiente seccién describiremos la necesidad de introducir la ecuacién de estado para

el politropo maestro que usaremos para cerrar el sistema formado por las ecuaciones (2.29) y

(2.37).
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2.4. Politropo Maestro Relativista

La ecuacion de estado P = Kp't!/" tiene la contrariedad de que al evaluar la velocidad
del sonido radial v = 9P/dp diverge en la superficie del objeto compacto. Para resolver este
problema es necesario introducir una ecuacién de estado més general [67,/68]], que lo justifica-
remos como sigue a continuacién. Si tomamos la ecuacion radial y despejamos dv/dr

obtenemos

1
% = 2—70[62A (87r*P +1) — 1],

remplazando en la ecuacion de equilibrio hidrostatico (2.34)), llegamos a

2)
P =P+ % (p+ P) (87r2P — ™ + 1) + gvgp’, (2.43)

donde v? = dP/dp es la velocidad del sonido radial. De esta tltima ecuacién obtenemos la

velocidad del sonido tangencial

1 o 1 [e2A /
vl = —= =3 [34—7“—} V2 = [T (p+ P) (87TT2P—6_2>\—|—1)
p

n g(vf)’. (2.44)
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Para la ecuacién de estado (2.13), la velocidad del sonido radial y tangencial son

v2=(141/n) Kp'/" (2.45)
1 ,OH 1 [e2X B /
va =3 {3 + TF:| v + - [T (p+ P) (8777‘2]3 —e P 4 1)
K 1/n
+ 2(1 + n)—pp o (2.46)

Con la ecuacién de estado (2.13)), en la superficie del objeto cuando r = R (radio del objeto)
tenemos que p(R) = P(R) = 0. Podemos observar que el dltimo termino de la ecuacion (2.46))
diverge para n > 1, y como consecuencia vs, serd singular en la superficie del objeto [67].
Esta es la principal motivacion para introducir una ecuacién de estado anisotropica mas general

conocida como la ecuacion de estado politropica “maestra” relativista, la cual esta dada por [67]
P =Kp*" 4 ap— 3, (2.47)

donde P, p, Ky n son la presion radial, la densidad de masa, la constante politropica y el indice
politrépico [68]. Esta dltima ecuacién de estado se diferencia de la ecuacién de estado estdndar
de politropos (2.13)), en la que los pardmetros o = [ = (. Para esta nueva ecuacién de estado

la velocidad del sonido radial y tangencial son:

v2=(1+1/n) Kp'™ + (2.48)

1 p// 1 62)\
2 2
= |3+1r— — | — P
USL 2|: +rp/:|vs+p/|:4 <p+ (p))
K p'/n
(87 P(p) — e > + 1)], + g(l + n)gpp

0. (2.49)

Notese que la velocidad del sonido radial para la ecuacion de estado estdndar (2.45)) difiere de la
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maestra (2.48)) por el pardmetro o, mientras que la velocidad del sonido tangencial permanece
igual para ambas ecuaciones de estado [67]]. De la ecuacién (2.47), y del hecho que la presién

en la superficie se anula, se obtiene
B=Kp"'" + ap. (2.50)

Esto muestra que la densidad no se anula en la superficie del objeto y por lo tanto la velocidad
del sonido tangencial no es singular alli [67]. Ahora, podemos tomar la ecuacion de estado

maestra del politropo como una relacion adicional para integrar las ecuaciones (2.37) y (2.29).

2.5. Ecuacion “maestra’ de Lane-Emdem

La ecuacion de Lane-Emden es una forma adimensional de la expresiéon de TOV
para una ecuacion de estado politropica. Su importancia radica en que se puede construir un
modelo estelar politropico que pueda representar objetos compactos similares introduciendo
valores en los pardmetros que tenga la ecuacidn. En esta seccion describiremos la obtencion de
la correspondiente ecuacion de Lane-Emden para la ecuacion de estado politropica “maestra”
generalizada siguiendo los pasos mostrados en Herndndez et al., 2022 [68]. Para esto, vamos a
determinar los pardmetros fisicos involucrados en esta derivacién. Los pardmetros K, a'y 3 de
la ecuacién no son independientes pero, debido a que la presion en la superficie se anula

(cuando » = R, donde R es el radio de la superficie), se obtiene

1+
b= KpR " + PR,
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con

o —afl —x]

K=—
pcﬁ |:1 _ X1+%:|

) (2.51)

donde
= 0 = P./p., describe la dureza en el centro[] de la distribucion de la materia.

= X = pr/pe bosqueja el descenso de la densidad desde el centro hasta la superficie de la

estrella [68]].

Para integrar las ecuaciones (2.37) y (2.29), se usard la ecuacién de estado e introduciendo

el siguiente cambio de variables [68]]:

r=af, p=pp"(€), m=dna’pn(Q), (2:52)

donde a es el radio de dimensién de Lane-Emden, que se puede escribir como

T(1
o = (1+n)

con Y =Kp/"= 0 —a(l —x)
47 p,. ¢

T (2.53)

¥y n son funciones adimensionales de la variable adimensional &.
Remplazando las nuevas variables en la ecuacién de estado (2.47), y dividiendo para la

densidad central obtenemos

p_ IOE v (wn-ﬂ _ X1+1/n) " — ). (2.54)

7El subindice c indica que una variable es evaluada en el centro de la estrella
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Realizando el cambio de variables (2.52) y haciendo uso de (2.54), la ecuacion de TOV se

expresa como

(&) = - (2.55)

1+ &PIL+Py™ 27 } {1 Lo }

EL -2t +nm  pXA+mer] | TA 0w
donde A = P, — P representa la anisotropia. Esta ultima ecuacion es la ecuacion generalizada
de Lane-Emden para el politropo maestro relativista y su obtencién se muestra en el anexo [A]

Realizando el mismo cambio de variable en la ecuacion de masa (2.29), se obtiene

(&) = &Y. (2.56)

Las ecuaciones (2.55) y (2.56) forman un sistema de ecuaciones no lineales para las incégnitas
¥, ny A, en funcion de la nueva variable €.
Una vez resuelto, las cantidades fisicas en las nuevas variables pueden ser obtenida mediante

las siguientes relaciones

p=py", (2.57)
P =p/P, (2.58)
m = Y(n+ 1)an, (2.59)
er=1- 2@, (2.60)

mientras que la funciéon métrica v se la obtiene de la ecuacion diferencial

dv _ 4wP&a® + T(n+ 1)n/&?

d¢ ~  1-2T(n+n/e (2.61)
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con la condicion de borde

o2(ER) — 1 _ 2T(” + 1)n(ér)
93 '

(2.62)

Para cerrar el sistema es necesaria una condicién adicional para la anisotropia A. En la

siguiente secciOn presentamos tres tipos de modelos considerados en este trabajo.

2.6. Modelos para la anisotropia de los politropos relativistas

En este trabajo se presentan tres modelos para anisotropia. El primero modelo es heuristico,
considera que la anisotropia es proporcional a fuerza gravitacional [23]]. El segundo, considera
que tanto la presion radial y la presion tangencial son ecuaciones de estado del politropo maestro
[S51]. El tercer modelo impone una relacién entre las variables métricas con la anulacion del

tensor de Weyl denominada condicién conformemente plana [53]].

2.6.1. Modelo Heuristico

Este modelo heuristico fue introducido en [23]], y ha sido utilizado para modelar politropos
anisotropos relativistas [49], [67]. El procedimiento que se muestra en [23]] se puede resumir

como sigue. La anisotropia puede ser considerada como
A=CF(Pr)(p+ P)r", (2.63)

donde C es una constante a lo largo de la esfera y mide el grado de anisotropia. De hecho si

C = 0 se recupera el caso isétropo. La funcién F'y el nimero n son especificados para cada



36

modelo. Sin embargo, si definimos

dv
F(Pryr" = — 2.64
(P = .64
la ecuacién TOV adquiere la forma
dP dv
—=—(1-2C P)—. 2.65
=120+ P) 2.6
Ahora combinando (2.33)) con (2.63) obtenemos
m + 4mrr3 P
A=C P)|———— 2.66
o+ P) |2 266
de donde
dP (p+ P)(m + 4xr®P)
—=—(1-2C . 2.67
dr ( ) r(r —2m) (2.67)
En términos de las variables politrépicas establecidas en (2.52)), queda
di) [+ EP][1 + Py~ [ an ] -
— =—(1-2C + . (2.68)
= U g [T

2.6.2. Doble Politropo maestro

El doble Politropo es una idea mostrada en [S0,51]], que consiste en suponer que las tensio-
nes principales Py P, tiene la forma de una ecuacién de estado de politropo. En este trabajo

suponemos que las tensiones principales tienen la forma de la ecuacion de estado del politropo
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maestro, es decir

P=Kp™/" 4 ap—B, (2.69)

P =K pm 4 ap— B, (2.70)

donde K y K| son las contantes politrépicas radial y tangencial respectivamente. Mientras que
«, o, By 51 son constantes. Note que las constantes K, o'y ( estdn relacionadas con el hecho

de que la presion radial se anula en la superficie del objeto P(R) = 0 [67]
B=Kp; " +apr.
Remplazando las ecuaciones (2.69y en la anisotropia obtenemos:
A=K pttm — Kptn (o) —a)p— (B — B). (2.71)

Introduciendo la siguiente relacién p = p.1)" en la ecuacidn anterior, la anisotropia se escribe

Ccomao:
A = Klpi+l/ann+n/nJ_ . Kpi-i-l/nwl—&-n + (OU_ . a)Pcwn . (ﬁj_ . B) (272)

Vamos a imponer que en el centro del objeto P. = P, . con el fin de evitar divergencias dentro
del sector material y se cumpla la ecuacién TOV (ver condicion C4 en el capitulo [3), es decir

A(0) =0y ¥(0) = 1, por lo cual

K,O}J+1/n _ Kj_plf—l/nl + (Oé _ OCJ_)pc = _(ﬁj_ — ﬁ>, 2.73)
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de donde
A = KLptlj-l—l/nL (,ebn-i-n/nL _ 1) _ Kpiﬂ/" (¢n+1 _ 1) + () — a)pe(v™ —1). (2.74)
Usando T = Kp,. se obtiene

A = KLpi—f—l/nL (,gbn-i-n/nL _ 1) —Tp. (wn—&-l . 1) + (OU_ . a)pc(d)n N 1)' (2.75)

2.6.3. Politropos conformalmente planos

En este caso, con la finalidad de encontrar una relacion para la anisotropia y poder integrar
las ecuaciones de Lane-Emden, supondremos la anulacion del tensor de Weyl o equivalente-
mente la condicion conformemente plan [2,4]. La motivacion de esto se debe al rol que tiene
el tensor de Weyl en la evolucién y estructura de objetos autogravitantes [52]. En efecto, para
distribuciones esféricas y estdticas de materia el tensor de Weyl tiene una sola componente y

puede ser escrito como:

6 72 72 r

N =3

3,—2X 2 1 N —
W=_c3,="1° (€—+V/>\/———V/2—I/H— ”). (2.78)

8Una transformacién conformemente plana es un cambio de escala donde una métrica g,,,, puede reducirse a la
forma

G = (@) (2.76)
o0 equivalentemente
ds" = O (x)ds* (2.77)

para una funcién no nula (z) y 7,, es una métrica plana. Como condicién necesaria y suficiente para que esto
suceda es que el tensor de Weyl se anule para la metrica g,,,, [2,4].
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en términos de la densidad y la energia [2549]

r

V=3

4 " 4
Coyy = §7r/ rp'dr + §7T7"3(P —P)). (2.79)
0

En la ref. [49]], se ha demostrado que usando la condicién de conformidad plana (W = 0) se

llega a
6)‘
e? = B*r’cosh? { / —dr + C} , (2.80)
T

siendo By C' constantes de integracion. Esto demuestra que esta condicién puede reducir el ni-
mero de funciones desconocidas y permitiendo integrar las ecuaciones de Lane-Emden (2.55)) -
(2.56). Sin embargo se puede proceder de forma diferente. En efecto, combinando las ecuacio-
nes de Einstein (2.25)) y (2.26) con W = 0, se puede demostrar que

A /
A= (6 _ 1) (2.81)

T8\ v

Haciendo el cambio de variable r = a&, p = p. V",

U
A = p,. (5—3—2# ) (2.82)
La reproduccién de estos resultados se la puede observar en el anexo

En un trabajo anterior [52], usando la anisotropia (2.82)) y la ecuacién de politropo “estdn-

dar” P = K p'*'/" no se obtuvo modelo fisico que cumpla con las condiciones de aceptabilidad.

Sin embargo, en este trabajo proponemos modelar la anisotropia como una funcion proporcional
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a la mostrada en la ecuacién (2.82), esto es
3
A:C’*pc(g—z- ) (2.83)

donde C' es la constante de anisotropia. Es entendible que si C' = 1 corresponde al caso del

politropo conformemente plano.
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Capitulo 3

Modelos fisicamente aceptables

Las soluciones de la ecuaciones de la estructura interna de las estrellas (2.29) y (2.37), para
las variables \, v, p, P, P, deben cumplir con condiciones de aceptabilidad, de manera que el
modelo estelar sea fisicamente realista [54}|55]]. En este capitulo daremos las condiciones de
aceptabilidad para los modelos de objetos compactos anisétropos relativistas utilizados en este

trabajo.

C1: Métrica regular

Los potenciales métricos e?* y e?” deben ser positivos, finitos y libres de singularidades
dentro del sector material, y ademds se debe verificar que en el centro e>*(?) = 1y () = const
[54].

Para justificar esto, asumamos que p y P son finitos en el centro, ademds para un radio r

cercano al centro m(r) ~ %ﬂr?’p(r). De la expresion 1' tenemos:

lim e2
r— 0

4 3
A lm (1_2M) g Ao
r— r— 0 3r



De la expresion de masa podemos concluir que cuando r — 0, los cocientes @ = % = 0.

De la ecuacién (2.33)

dv ., m(r)+4nPr? om0 g pr
= lim -+ =

r2

por lo tanto, v/(0) = 0, asi v(0) tiene un valor finito.

C2: Condicion de acoplamiento

Las componentes temporal y radial de las métricas también deben ser continuas en r = R,

por lo que en la superficie de la estrella

M

2v —2)
— — 19—
e e R

C3: Desplazamiento hacia el rojo

El corrimiento hacia el rojo Z, en el interior del sector material debe disminuir a medida
que aumenta el valor de 7 [58,59]]. Esta cantidad esta relacionada al fenémeno en que las ondas
electromagnéticas o fotones que viajan fuera de una fuente gravitatoria pierden energia. Esta
pérdida de energia corresponde a una disminucién en la frecuencia de la onda y un aumento
en la longitud de onda [1-3]]. Para verificar esto, consideramos dos observables en reposo, un
emisor (/) que se encuentra a una distancia r; del centro del objeto y un receptor (/) ubicado a
una posicion distante 7,. Como la luz viaja a lo largo de una geodésica nula (ds®> = 0, § = const

y ¢ = const), se tiene que

1/2
ds® = goodt® — gudr* =0 = dt = <%) dr 3.1)
00
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Para dos pulsos de luz, 1a coordenada del tiempo entre dos pulsos sucesivos no cambian, ya que

T 1/2
ty —t = / (@) dr, 3.2)
T1 gOO

entonces, Aty = Atg, y como AT = /gooAt

ATE - ATR N ATR v/ 49oor
v/ 900g Vv 900r ATg v/ 9005 '

. . . . . 1
La frecuencia es proporcional a el tiempo propio, es decir v ~ <~

Vg 7/ 900 v 9oor

= = Vg = VR,

VR /9005 v/ 9oog

con esta definicion el desplazamiento al rojo esta dado por

z=VE"VR _ V900 — VIR (3.3)

Z=e%_1, (3.4)

donde tenemos que ggo,, = €.

C4: La densidad p y las presiones Py P, son positivas.

La densidad y las presiones deben ser positivas dentro de estrella o sector material. Esto en

cuestion resulta verdadero, ya que en este estudio consideramos estrellas con materia ordinaria.
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Entonces en el centro deben ser finitos para evitar el colapso de la estrella, es decir p(0) = po,
P(0) = Pyy P, (0) = Pyo. En efecto, Py = P, en el centro de la estrella [54].

Para justificar esta condicion es evidente que la densidad en el centro p, tiene una valor
finito para evitar el colapso gravitacional. Ahora vamos a analizar que sucede con el gradien-
te de presion Fp en el centro de la estrella, para ello consideremos la ecuacién de equilibrio

hidrostatico (2.37)),

dP v 2

%+§(P+P)—;(PL—P)—O~ (35)
~— ~ <\ ~

Fp Fy F,

Para el término de la fuerza gravitacional F;, ya se demostr6 que cuando  — 0, v/ — 0, por lo
tanto £, — 0. Por otro lado, para que el término de la anisotropia F, no diverja, (P, — P) — 0

cuando r — 0, esto implica que P = P, . Por lo cual se concluye que en el centro de la estrella

P
—-(0) =0.

CS: Perfilesde p, Py P,

Las cantidades fisicas de p, P y P, deben tener un valor maximo en el centro del sector
material es decir p(0) = P’(0) = P{(0) = 0y deben decrecer monétonamente hacia afuera
P <0,P <0y P <0[54].

Para probar esta condicién es necesario mostrar que la presion tangencial es mayor que
la radial, excepto en el centro, para ello usamos el procedimiento realizado por Ivanov [54].

Partimos de la condicién contra el cracking (C.135)

—14+0? <ot <07 (3.6)
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entonces,

dP _dP, _dP

-1+ ——< —< —. 3.7
+ oS S0 (3.7)
Combinando con el hecho de que 0 < v? < 1y 0 < v? < 1, entonces
dP, _dP
0< —< — 3.8
~ dr ~ dr’ (3:8)
dP dPdr P
como d_p = %d—p BVE entonces
Pl P/
0<—<—, (3.9)
P P
multiplicando por p', la cual debe ser negativa, resulta en la desigualdad
0>P >P, (3.10)
tomando la integral for, obtenemos
0> P — Pi(0) > P~ P(0), (3.11)
puesto que P, (0) = P(0), entonces
P(0)> P, > P, (3.12)

Con lo cual queda demostrado, que la presion tangencial es mayor que la presion radial excepto

en el centro. La desigualdad implica que la anisotropia A = P, — P es creciente a lo largo
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del sector material de la estrella.

C6: Condicion de causalidad

dP dP
La velocidad radial v? = T y la tangencial v? = d—L dentro de la estrella deben ser

P P
menores que la velocidad de la luz en el vacio (tomamos unidades naturales ¢ = 1) [56]. Esto
con el fin de evitar de que las ondas mecdanicas superen la velocidad de la luz dentro del sector

material, es decir

dpP dpP
0<— <1, y0o<—=<1. (3.13)
dp dp

C7: Condiciones de energia

Las ecuaciones de campo de Einstein permite una gran variedad de tipos de materias dadas
por el tensor energia-momento 7,,,. Por lo que admiten soluciones matematicas que no parecen
fisicamente factibles. En este sentido, es necesario que las componentes de 7, pertenezcan
a fuentes fisicamente reales [2,60,61]]. Para ello se introducen las siguientes condiciones de

energia:

= Condicion de energia débil o WEC: establece que la energia no debe ser negativa, es

decir:

p>0, (3.14)

p—P>0 'y p—P >0 (3.15)
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esto indica que la densidad p debe ser positiva para la materia ordinaria, y debe ser mayor
que las demds componentes del tensor 7),,. Al derivar (3.15)) respecto a p, se cumple la

condicién de causalidad (3).

= Condicion de energia nula o NEC: establece que la densidad de energia debe ser mayor

que la presion

p—P>0 'y p—P >0 (3.16)

= Condicion de energia dominante o DEC: establece que la densidad de energia debe ser

no negativa y mayor o igual que la magnitud de la presion.

p>IPl y p>|P] (3.17)

= Condicion de energia fuerte o SEC: establece que

p+P>0 y p+P+2P >0. (3.18)

Podemos notar que DEC implica NEC y NEC implica WEC. Por esto, una solucién es
fisicamente aceptable si satisface la condicion DEC. Incluso es deseable que se satisfaga

la condicion de energia fuerte (SEC) [2].

En el siguiente capitulo presentamos los resultados para la solucién de la ecuacién de Lane-

Emden para los tres tipos de anisotropias y se analiza la estabilidad de estos resultados.
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Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo presentaremos los resultados numéricos de la solucién de la ecuacion de
Lane-Emden para las anisotropias: método heuristico, doble politropo y conformalmente plano,
que fueron presentadas en la seccion [2.6] Se analiza las condiciones de aceptabilidad para cada
uno de los potenciales métricos y variables fisicas que intervienen en la solucién interior.

La ecuacion de Lane-Emden sera resuelta para cada una de las tres anisotropias con los
siguientes parametros: « = —0.01, y = 0.17, 0 = 0.175 y para los indices politrépicos n =
{0.5,1.0,1.5,2.0}. Estos valores mostraron evidencia de buen comportamientos en el trabajo
de Sudrez et al. [67]]. En la primera parte de este estudio se consideran anisotropias pequeias,
ya que se ha demostrado que anisotropias bajas comparadas con la presién en el centro P,

producen modelos mas aceptables [25,67].

4.1. Modelo Heuristico

Los resultados mostrados en esta secciéon son una reproduccion del trabajo mostrado por

Sudrez, D., et al [67], y servirdn para comparar que tan acertados son los resultados obtenidos
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para los modelos de anisotropia del doble politropo y conformemente plano. Los modelos con-

siderados aqui para la anisotropia heuristica son caracterizados por la constante de anisotropia

C = 0.05 [67].

1.5

1.0

0.5-

00/ — ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
&(r/R) &(r/R)

(a) (b)

Figura 4.1: Funcién v (a) y funcién 7 (b), para distintos valores del indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0
(azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

Empezamos analizando la figura 4.1 donde podemos observar los perfiles de la solucién
numérica de la ecuacién de Lane-Emden de las funciones ¢ y  en funciénde £ = £/ég = /R,
donde £j es el radio del objeto compacto en el sistema de unidades adimensionales para los
valores del indice politrépicon = {0.5, 1.0, 1.5, 2.0} (ver tabla[4.1)). Observamos que la funcién
1 es mondtonamente decreciente para todos los valores de indice politrépico. Sin embargo, esta
funcién ¢ no se hace cero en la superficie como es el caso de los politropos con ecuacién de
estado P = K p't'/", debido a los dos términos extras presentes en la ecuacién de estado del
politropo maestro (2.47). Ademds la funcién ¢ se aleja del cero en la superficie a medida que
aumenta el valor de n. La funcién de masa 7 es una funcién que crece hasta la evaluacién
numérica en la superficie del objeto compacto.

Los potenciales métricos e?* y e? mostrados en la ﬁgura son positivos, finitos y conti-
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Figura 4.2: Los potenciales métricos e =2 (a), e?” (b) y el desplazamiento hacia el rojo (c), para distintos valores
del indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

nuos dentro del sector material. Ademds se puede observar que en el centro e=2*(©)

= 1 para los
distintos valores de n utilizados y (%) = const, cumpliendo asf la condicién C1. Las funcio-
nes métricas e~?* son decrecientes, mientras que e2” son crecientes y se acoplan en las superficie
del sector material con la solucién exterior de Schwarzschild €2 = ¢ 2) = 1 — 2M /R [54],
donde los valores de M /R para cada valor de n estan dados en la tabla Entonces se cumple
con la condicién C2

v

El desplazamiento hacia el rojo Z = e™” — 1 como funcion de la coordenada £ se muestra
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n 0.5 1.0 1.5 2.0

&R 2.02266  1.99408 1.87841  1.75851
M/R | 0.22557 0.23060 0.23548 0.23891

Zr |0.349864 0.362356 0.374841 0.383849

Tabla 4.1: Radios de superficie, factores de compacidad y corrimiento al rojo para el modelo heuristico.

en la figura .2{c). Observamos que Z decrece hacia afuera en todo el sector material y en la
superficie es menor que el valor limite Z; = 5.11 para la materia anisétropa [59], cumpliendo

con la condicién C3.

p/pe

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(r/R) £(r/R)

(a) (b)

PP

02 04 06 08 10
§(r/R) (r/R)
© (d)

Figura 4.3: Densidad (a), presion radial (b), presion tangencial (c) y anisotropia (d), para distintos valores del
indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).
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Las variables fisicas de densidad p, presion radial Py tangencial P, en la figura [4.3| (estas
gréaficas se encuentran normalizadas), son positivas y finitas dentro del sector material. Ademas
se observa en el grafico que Fy = P, por lo cual cumplen con la condicién C4. Los perfiles
de las variables fisicas tiene su valor mas alto en el centro y decrecen mon6tonamente dentro
del sector material hasta la superficie. Entonces se cumple con la condicién CS. El resultado
también muestra que tienen mayor densidad, presion y anisotropia objetos con menor n y dis-
minuyen al aumentar el n. Note que el radio del objeto £ también disminuye con el aumento
de n (ver tabla [4.1). En la figura [4.3((d), se muestra que la anisotropia no es monétonamente
creciente para todos los valores de n.

En la figura .4] observamos los perfiles de la velocidad para los distintos valores de n. Se
cumple la condicién de causalidad (C6) ya que 0 < v? < 1y 0 < v? < 1 dentro del sector
material. El perfil de las velocidades tiene su valor maximo en el centro y decrece a su valor al
minimo en la superficie, esto se debe a que el centro tiene mayor densidad que la superficie. Se
ha determinado que la velocidad del sonido depende de la dureza del material o. Para valores
de o > 3/2, manteniendo o« = —0.01 y x = 0.17 presenta regiones donde se viola la condicién
de causalidad [67]].

El sector material debe cumplir con p+P+2P, > 0. La figurad.5|muestra el cumplimiento
de la condicién C7 para los distintos valores de n.

En las siguientes dos secciones haremos una comparativa de este modelo heuristico con el

doble politropo y el politropo conformalmente plano.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

&(r/R) &(r/R)

Figura 4.4: Las velocidades del sonido v? (a) y v (b), para distintos valores del indice politrépico n = 0.5 (rojo),
n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

ng 0.5 1.0 1.5 2.0

&R 2.19174  2.10038  1.96342  1.83290
M/R | 027213 0.25432  0.24808 0.245256

Zr | 0481287 0.426585 0.408823 0.400983

Tabla 4.2: Radios de superficie y factores de compacidad para el doble politropo
4.2. Doble Politropo

En esta seccion analizamos los resultados obtenidos para el doble politropo. Igual que en
el caso anterior usaremos los valores de los pardmetros o = 0.01,y = 0.17,0 = 0.175. Sin
embargo este modelo requiere los siguientes valores adicionales para los pardmetros n, =

2.5, K, =0.19,a; = —0.017, para la funcién de anisotropia
H’r% n+-" 1
A=K, p. L(\II M—l)—Tpc(w"Jr—1)—|—pc(0@—a)(¢”—1).

En la figura 4.6(a) se observa el comportamiento de la funcién ¢ que resulta de la inte-

gracion de la ecuacion de Lane-Emden para el doble politropo, para distintos valores de indice
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(p+P+2P,1)/P.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
£(r/R)

Figura 4.5: Condicién de energia fuerte, para los valores del indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul),
n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).
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1.5

1.0

051

X 0.0 - L I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

£0r/R) £(r/R)
(2) (b)

Figura 4.6: Funcion v (a) y funcién 7 (b) para el doble politropo y para distintos valores del indice politrépico
n = 0.5 (r0jo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

politrépico. La funcién 1) alcanza su valor méximo en el centro y decrece mondtonamente hacia
el exterior como se esperaba para cada valor de n. En la figura[.6(b) se observa que la funcién
de masa 7 para los distintos valores de n crece apropiadamente desde cero hasta su valor limite
en £g. Tanto ¢ y n presentan un comportamiento similar a las funciones mostradas en la figura
4.1] En la tablad.2] se muestra los valores para el radio adimensional y el factor de compacidad

del objeto.
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Figura 4.7: Los potenciales métricos e2X (a), 2 (b) y el desplazamiento hacia el rojo Z (c) para el doble
politropo, para los valores de indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

2A es una funcién decreciente

Enla ﬁgura se muestran los potenciales métricos, donde e~
y €% es una funcién creciente y se acoplan en la superficie e = e 2 = 1 — 2M/R. Se
observan que se cumplen con las condiciones C1 y C2. En la figura[d.7]c), se observa que el
desplazamiento hacia el rojo, mantiene el comportamiento tipico, tiene el valor mdximo en el
centro, decrece hacia valor minimo en la superficie del objeto y es menor que Z; = 5.11 para

todo n cumpliendo asi con la condicién C3.

Los perfiles de la densidad p, presién radial P y tangencial P, que se muestran en la figura
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[.8] cumplen con las condiciones C4. Por otro lado, p y P tienen su valor méximo en el centro
y decrecen mondtonamente hacia la superficie para todos los valores de n. En la figura[d.§|(c) la
presion tangencial para los valores de n = 0.5 y n = 1.0 no decrecen mondtonamente, ya que
estos perfiles tienen una concavidad cerca de la superficie, estos valores de n no cumplen con
la condicion CS. Mientras que la presion tangencial paran = 1.5 y n = 2.0 decrece mondtona-
mente en todo el sector material, por lo cual estos valores de n cumplen con la condicién CS.

En la figura.8{(d), la anisotropia es creciente para todos los valores de n.

1.0 =

0.8

0.6

P/P.

p/pe

04r

021

£0r/R) £(r/R)
(@) (b)

1.0/— 0.147

08 0.08}

0.06

0.6~

P /P,

04

0.2~

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
&(r/R) £(r/R)

(©) (d)

Figura 4.8: Densidad p (a), presién P radial (b), presién tangencial P, (c) y anisotropia A (d) para el doble
politropo, para los valores de indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).
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Figura 4.9: Las velocidades del sonido v2 (a) y v? (b) para el doble politropo, para los valores de indice politrépico
n = 0.5 (r0jo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

Enla Figurapodemos observar que la velocidad del sonido radial cumple 0 < v < 1en
todo el sector material. En cambio la velocidad tangencial v2 adquiere valores negativos cerca
de la superficie del objeto estelar para n = 0.5 y n = 1.0. Estos valores de indice politropico
no cumplen la condicién C6. Mientras que paran = 1.5y n = 2.0, v? se encuentra en el rango
permitido. Por lo tanto, cumplen con la condicién C6.

En la figuraf.10| muestra que la condicién de energia fuerte (SEC) C7 se cumple para todos
los valores de n.

Hemos observado que para los pardmetros establecidos en esta prueba del doble politropo,
para los valores de n = 0.5 y n = 1.0 no se cumplen las condiciones de aceptabilidad C5 y C6

por lo cual esas soluciones son descartadas.
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(p+P+2P,1)/P.

£(r/R)

Figura 4.10: Condicién de energia fuerte para el doble politropo, para los valores del indice politrépico n = 0.5
(rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).
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Figura 4.11: Funcion 1 (a) y funcién n (b) del politropo conformalmente plano con C' = 0.01, para distintos
valores del indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

4.3. Politropo conformalmente plano

En esta ocasion, los resultados mostrados en seccidn se debe a la integracion de la ecuacién

de Lane-Emden con la funcién de anisotropia

smcun(B-v) o
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En esta seccion analizaremos los resultados para C' = 0.01 y C' = 1.0.

ny, 0.5 1.0 1.5 2.0

&R 1.95680 193500  1.82209  1.70479
M/R | 0.207232 0.211200 0.215253 0.218108

Zr | 0306842 0.315789 0.325120 0.331814

Tabla 4.3: Radios de superficie, factores de compacidad y corrimiento al rojo para C' = 0.01.

Para C' = 0.01, en la Figura |4.11| se observa el perfil de la funcién 1, que al igual que en
casos anteriores es monotonamente decreciente para cada uno de los valores del indice politr6-
pico. Por otro lado, la funcién 7 es creciente hasta la evaluacién numérica en la superficie del
objeto compacto. En la tabla .3|se muestra los valores para el radio adimensional, el factor de
compacidad y el corrimiento al rojo para los valores de n utilizados.

Ahora vamos a analizar las condiciones de aceptabilidad para esta solucion. Los potenciales
métricos e2* y €2 mostrados en la figura son positivos, finitos y continuos dentro del

2X(0)

sector material. En el centro e~ = 1 para los valores los distintos valores de n utilizados

y €20 = const, cumpliendo asf la condicién C1. Las funciones métricas cumplen con la

2X son decrecientes, mientras que e?” son crecientes y se acoplan en las

condicién C2, ya que e~
superficie del sector material con la solucién exterior de Schwarzschild e* = e™* = 1—-2M/R
[54], donde los valores de M /R estan dados en la tabla

La figura muestra que el desplazamiento hacia el rojo Z para cada valor de n decrece
hacia afuera en todo el sector material. En la tabla 4.3| se observa que los valores de Z son
menores que el limite en la superficie Z; = 5.11 para la materia anisétropa [59], cumpliendo
con la condicién C3.

Las variables fisicas de densidad p, presion radial P y tangencial P, en la figura4.13} son

positivas y finitas dentro del sector material, por lo cual cumplen con la condicién C4. También

cumplen con la CS ya que los perfiles de las variables fisicas tiene su valor mas alto en el centro
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Figura 4.12: Los potenciales métricos e (a), €2 (b) y el desplazamiento hacia el rojo (c) del politropo con-
formalmente plano con C' = 0.01, para distintos valores del indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul),
n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

y decrecen mondtonamente desde el centro del sector material hasta la superficie. Ademds la
anisotropia es creciente para n = {0.5,1.0, 1.5}, pero para n = 2.0 la anisotropia tiene una
concavidad hacia abajo cerca de la superficie.

En la figura [4.14] observamos que se cumple la condicién de casualidad (C6) ya que 0 <
1P <1y0< vi < 1 dentro del sector material. Las velocidades tiene su valor maximo en el
centro y decrece su valor al minimo en la superficie. Considerando que P, /P. = (P + A)/PF.
y puesto que hemos tomado la constante de anisotropia con un valor de C' = 0.01 (ver figura

M. 13(d)), resulta en una anisotropia baja comparada con la presién en el centro. Esto implica que
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Figura 4.13: Densidad (a), presion radial (b), presion tangencial (c) y anisotropia (d) del politropo conformalmente
plano con C' = 0.01, para los valores de indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y
n = 2.0 (verde).

los perfiles de las velocidades del sonido radial y tangencial sean parecidos, como se muestra
en la figura[d.14]

La figura |4.15/ muestra que la condicién de energia fuerte C7 también se cumple para los
diferentes indices politrépicos (desde n = 0.5 hasta n = 2.0).

En el anexo [D|se muestran los resultados para el caso conformalmente plano C' = 1. Consi-
deramos los valores de los pardmetros o« = 0.05, x = 0.29 y 0 = 0.45 y los indices politrépicos
n = 1.0,1.5,2.0,2.5. En las gréaficas se puede observar que los potenciales métricos y las va-

riables fisicas muestran el comportamiento tipico de una solucién fisicamente aceptable. En la
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Figura 4.14: Las velocidades del sonido v2 (a) y v (b) del politropo conformalmente plano con C' = 0.01, para
los valores del indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

(p+P+2P,)/P.
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Figura 4.15: Condicién de energia fuerte para politropo conformalmente plano con C' = 0.01, para los valores de
indice politrépico n = 0.5 (rojo), n = 1.0 (azul), n = 1.5 (negro) y n = 2.0 (verde).

tablafd.4] se muestran los valores de los radios y los factores de compacidad para los distintos n.

4.4. Politropo maestro como modelo de estrella de neutrones

Los modelos de anisotropia que usaron los valores para a = —0.01, x = 0.17, ¢ = 0.175
e indices politrépicos n = (0.5,1.0,1.5,2.0) mostraron resultados graficos muy parecidos.

Cumpliendo con el propésito de comparar el politropo doble y conformemente plano con el
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n 1.0 1.5 2.0 2.5

Er | 1.62251 1.43725 1.29957 1.19379
M/R | 041549 0.41658 0.41711 0.41742

Zr | 143242 1.44820 1.45606 1.46068

Tabla 4.4: Radios de superficie, factores de compacidad y corrimiento al rojo para C' = 1.0 con o = 0.05,
x =029y 0 =0.45.

modelo heuristico, estos modelos son candidatos para describir objetos compactos como la es-
trellas de neutrones. Por ejemplo para una estrella de neutrones con densidad superficial de
pr < 3.0 x 10'g em =3 (densidad del nicleo atémico), el corrimiento al rojo en la superficie

no supera al mdximo determinado por Lindblom [71]]

7 1
V/1—2GM/Rc?

—1<0.863, 4.2)

lo cual equivale a R > 2.83 GM/c* (considerando ¢ = G = 1) o la mdxima compacidad
M/R < 0.3533 [70].
Otro resultado que sirve para comparar con nuestros modelos, es el obtenido por Arias et

al. [74]. Mediante el factor de complejidad

3

4
Yir = 47A + E = 87A — — [ 13dr, 4.3)
™ Jo

donde la cantidad E esta relacionado con el tensor de Weyl, y es definido por

e V2PNV V=N 2(1 ¢
E=-S_ 1y . . 4.4
4{”+ 2 > T2 } 44

El escalar Yz relaciona la densidad de energia con la anisotropia local del objeto gravitacional

[74]. Mediante la anulacion del factor de complejidad Yrr se encuentra una relacion para la
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Heuristico C = 0.09

Parametros de en-
trada
Resultados M/R =0.32101 Z =0.671361

Conformalmente plano C' = 0.1
Pardmetrosdeen- | |, _ 3 5 =040 a=0.05 €= 0.40
trada
Resultados M/R = 0.3215535 Z = 0.673821

n=30 ¢=0.33 a=-001 £=0.60

Tabla 4.5: Resultados para el modelo heuristico con C' = 0.09 y conformemente plano con C' = 0.1 que se
compara con la anulacién del factor de complejidad con ecuacién de estado de estado P = K p*t1/" paran = 3.0
y el resultado de Lindblom considerando la densidad superficial pr < 3.0 x 10**g/cm 3. Para el doble politropo
no se encontrd un resultado favorable.

anisotropia, y resuelve la ecuaciéon de Lane-Emden para el politropo con ecuacién de estado
P = Kp't¥/" Una discusién mds detallada de este modelo se presenta en [73|/74]. Aqui,
citamos el resultado que obtuvieron de M/R =~ 0.326318 y Z =~ 0.727326 para n = 3. En
la tabla [4.5] se muestran los pardmetros y resultados para el modelo heuristico C' = 0.09 y

conformalmente plano para C' = 0.1 que se comparan con el resultado de Arias [74]] y Lindblom

[71]. Para el doble politropo no se encontré un resultado favorable.

4.5. Discusion

Es instructivo comparar los tres modelos que hemos utilizado para la anisotropia; heuristico
.1} doble politropo 4.2 y conformalmente plano [4.3] Los perfiles para la densidad p, presion
radial P, y presion tangencial P, muestran comportamiento similar (ver figuras y
M.13). La perfiles con mayor indice politrépico (empezando n = 2.0 de color verde) decaen
mas rapido que aquellas con menor indice politrépico (terminando con n = 0.5 de color rojo).
Esto se debe a que los perfiles con menor indice politrépico soportan objetos mas grandes

ya que pueden ejercer mayor presion (recodemos la ecuacién de estado para la presion radial
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P = Kp'tY/"+ap— ). Pero contradictorio resulta que mientras mas grande es el objeto menos
es su capacidad de almacenar masa por unidad de longitud, ya que su relacién M /R también es
menor y aumenta a medida que incrementa n (ver tablas .1 [4.2] 4.4 y 4.4).

Cuando P, > P, una fuerza radial anisotropica repulsiva [, aparece en la ecuacion de
equilibrio hidrostatico de TOV en direccion opuesta a la fuerza de gravitacién. Cuan-
do P, < P, ambas fuerzas F, y F), tienen la misma direccién [44,/45]]. La anisotropia A en
principio tiene permitido ambos signos. Sin embargo, es preferible que P, > P porque hace

oposicion a la fuerza gravitacional y nos lleva a objetos mds masivos [46]. En las figuras §.3(d)]

4.8(d), [4.13(d)| y [D.2(d)] se muestran los perfiles de las anisotropias. Se puede observar que el

doble politropo, el conformalmente plano con C' = 0.01 y C' = 1.0 presentan anisotropia cre-
ciente eso hace que estos modelos sean mds estables que el modelo heuristico. Esto 1o podemos
ver de la ecuacion de TOV (2.37)), y la condicién C5. Para que el sistema sea estable los perfi-
les de la presion deben decrecer monétonamente hacia afuera del sector material, y puesto que
elegimos usar configuraciones donde P, > P alo largo del sector material, esto implica que A
sea creciente hacia afuera [54,/55]).

La eleccion de la constante C' del modelo conformalmente plano (2.83) permite comparar
entre modelos que tienen baja compacidad como el modelo heuristico o el doble politropo,
de mediana compacidad como la anulacién del factor de complejidad. Ambos casos describen
bien las estrellas de neutrones (ver seccion anterior {.4)). Pero mds importante atn es el hecho
que para el politropo conformalmente plano con C' = 1.0, se obtuvieron modelos validos con
ecuacién de estado del politropo maestro P = K p'*'/" 4+ ap — /3, a diferencia de la ecuacién
de estado estandar P = Kp't'/" que no obtuvo resultados favorables para las condiciones
de aceptabilidad que alli se consideraron [52]]. Ademads, los resultados mostrados en este caso

admiten alta compacidad M /R ~ 0.43 y corrimiento al rojo Z ~ 1.46. Sus valores son cer-
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canos al limite de Buchdahl que para la materia isotrépica M /R < 4/9 y al que corresponde
un corrimiento al rojo en la superficie del objeto Z, ~ 2 [58]]. En el &mbito de la materia an-
isétropa Arias, et al.(2021) [76], mediante desacoplamiento gravitacional utilizando el método
de deformacion geométrica minima (MGD) determinaron que el limite de Buchdahl varia entre
4/9 < M/R < 1/2. Por lo cual, nuestros resultados estdn alejados del extra packing de masa
ﬂ Por otro lado, mediante un andlisis de estabilidad lineal de las estrellas C E] bajo perturba-
ciones radiales (Raposo, et al. (2019) [75]]), encontraron que para configuraciones fuertemente
anisotrépicas con C = C/M, = 10° son linealmente estables para M/R < 0.42, mientras que
se vuelven linealmente inestables para valores més altos de compacidad. Por lo tanto, usar una
constante C' en la ecuacion de anisotropia (2.83)) le permite al modelo conformalmente plano
tener versatilidad para que sea comparada con otros modelos.

En resumen, los modelos que hemos presentados aqui satisfacen la mayoria de las condi-
ciones de aceptabilidad fisica, y son buenos candidatos para representar objetos reales como las

estrellas de neutrones u objetos todavia mds compactos.

'La solucién anisétropa adquiere un extra packing de masa para p > % [76].

?La estrellas C se caracterizan porque su anisotropfa puede ser escrita como A = —C f(p)k*V , P, donde C
es una constante que mide la desviacién de la anisotropia, f(p) = p, k* = (k°, k',0,0), y la ecuacién de estado
P = Kp] [75].
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo buscamos generalizar la descripcion de objetos compactos anistropos usan-

141/n L op— B. Para esto se han presenta-

do la ecuacién de estado del politropo maestro P = kp
do tres modelos para la anisotropia: la anisotropia heuristica, doble politropo y conformalmente
plano, y para cada uno de ellos se ha resuelto la respectiva ecuaciéon de Lane-Emden. En par-
ticular debemos mencionar que hemos encontrado soluciones fisicamente aceptables para el
modelo del politropo conformalmente plano para la ecuacién de estado maestra, que no fueron
posibles con la ecuacién de estado estandar P = K p'+/™ [52].

Las soluciones mostradas cumplen con las condiciones de aceptabilidad mencionadas en
el capitulo [3] por lo tanto permiten modelar objetos compactos esféricos. Mds importante es
mencionar que se encontraron soluciones con anisotropia mondtonamente creciente para los
modelos del doble politropo y conformalmente plano mientras que el modelo heuristico no lo
presenta. Esto es importante ya que estas soluciones con anisotropia mondtonamente creciente

son mads estables que aquellas soluciones que no la presentan. Ademas, las soluciones del doble

politropo presenta baja compacidad M /R ~ 0.22, en contraste con el modelo heuristico y
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conformalmente plano que llegan a los limites de estrellas de neutrones con M /R ~ 0.35 [[70],
o mas aun el modelo conformalmente plano con C' = 1.0 que puede llegar a modelar objetos
cercanos al limite de limite de Buchdahl M /R ~ 4/9 [58].

Los Politropos anisétropos con ecuacion de estado maestro y los distintos modelos de an-
isotropias, han demostrado ser una herramienta eficaz para modelar objetos compactos, que van
desde estrellas de neutrones hasta objetos con compacidad M /R ~ 0.43. Sin embargo, adelan-
tamos nuestro interés en analizar estos objetos por medio de la estabilidad frente al cracking y

en extender nuestro estudio a objetos ultracompactos.
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Anexos A

Deduccion de la Ecuacion “maestra’ de

Lane-Emden

Vamos a deducir una generalizacion de la ecuacion de Lane-Emden a partir de la ecuacion

TOV

r(r—2m)dP (r—2m)

— 4 P) — 2A =0 Al
o p ar ATl P+ P &b
junto con la ecuacién de masa
d
T 42y, (A.2)
dr

y la ecuacién de estado

P=Kp'tn +ap—B. (A.3)
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Antes de deducir la ecuacién maestra de Lane-Emden primero vamos a determinar los pard-
metros fisicos que son necesarios para su obtencién. Partimos usando el hecho que la presion

radial en la superficie se anula, entonces
1+
B =kpgp " + apg.
Por lo cual la ecuacién de estado puede ser escrita como
1+1 L+
P=Kp ™ +ap—Kpp " — apg. (A4)

Se define
= 0 = P./p., describe la dureza en el centro de la distribucién de la materia.

= X = pr/pe bosqueja el descenso de la densidad desde el centro hasta la superficie del

objeto compacto.
De la presién en el centro del objeto

1

1 1
P, = Kpi“ +ap. — Kp?” — QpR,

P ) 1+
e Kpr +a— KPR PR
Pec Pe Pe
: Ly
a:Kp?—l-oz—KpR——ax,
Pe

) pH%
Kpe <1— i1> =0 —a(l —Yx),
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definimos

L _o—o(l—x)

Una vez definidos todos los pardmetros que se usardn, vamos a utilizar el siguiente cambio de

variable para la densidad de energia p = p. V", tenemos que

1
P = Kp. 0 4 ap, o™ — B, (A.6)
y
apr 11 4w L, dU
= Kpe (4 1)U — 4 apn¥I A7
dr pe "(n+1) dr T apen dr A7)

Sustituyendo la densidad de presién, (A.6) y (A.7) en la ecuacién TOV (A.I)), obtenemos

1 an dw
Kpz(n+1 —] it
[ pi(n+1)+ Tl KT

r(r —2m)
T
pc\pn + Kpi+n\ljn+1 + apC\I;n _ 5
1
+ [m + 47 (KpiJr”\IJ"H + ap V" — B) 7“3}
(r —2m)
1++
p¥" + Kpe "0 4 ap, U — 3

—2A

=0. (A.8)
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r(r —2m)
14 Kpc%\lf—i—oz — B/p—"
+ [m + 47 (KpiJr%‘I/nH + ap¥" — 5) ””3}
(r —2m)

ks

1
[Kpc"(n+ D+

~2A i —0. (A9)
1++
pU" + Kpe "0 + ap 0" — 5
Introduciendo la coordenada radial como r = a&, donde
YT(14n) o—a(l—yx)
2 _ _ 1/n _
a® = —47T,OC con T =kp/" = [ i (A.10)
tenemos
a&(a& — 2m) [ any dV¥
Yot 1)+ 2] 42
1570 10— @00 LYY+ ] g
+ [m + 4ra’p. (YU + W™ — B/p,) €%
(a& — 2m)
—2A =0. (A.11
pV" [1+ TV + o — (B/pe) V"] (A1
Dividiendo para 47a?p,
a’é[€ — 2m/a an 1 dv
S L I L
(ESE s S MU A P
m 3 n+1 n
TV P —
" [47rpca3 +& T MPC)}
-2
~2A (ag — 2m) —0. (A.12)

(Amadpe)p0m (14 a) + TV — (8/p.) U=
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Ahora, introduciendo la masa adimensional

m
n(§) = Trnaip, (A.13)
se tiene
£[€ — 2(4mp.a®)n] any 1 d¥
(1T a) FTU = (3/p,) T Yo+ e
+ [+ & (T +a¥” — 5/p,)]
§ — 2(4mpea®) B
T A G (14 o) + TV — (B ] A9
De (A.10), podemos cambiar 47ap, = Y(n + 1)
€ =20 (n + 1)n] an 1 dv
0 710 (e 0 T ae
+ [+ (T + ¥l — 5/p,) ]
_ §—-2T(n+1) B
AT Dp (L )+ Y0 — (3l o]~ 0 A1)
o también
E[E—2T(n+ 1)n) { N an } d_\lf
(1+a)+ TV —(8/p) ¥ T(n+ 1)V | dé
+ [+ & (TU" 4+ a¥" — B/p.)]
—9A (- 20(n+1) — 0. (A.16)

T(n+ 1DpV"[(1+a)+ TV —(8/p.) U]



Remplazando 3 = Kpp, " +apry X = pr/pe
dw

{1 ! ] &€
+n+& [T(‘If”“ — M) 4 (P — X)]
£E—2T(n+1)

an

T(n+1)¥

§l§ — 2T (n + 1)n]
(1+a) + TV = (5/p.) ¥
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+ 2A =0. (A.17
T+ Dpeln [(1+ ) + 10— (Bpg ] - AP
Usando (A.3) y x = pr/pe, obtenemos
P n+1 1++ n
Tomando
1 1
(L) +T0 = (8/p) U™ = (14+0) + TV - (Ko™ +app) v,
- 1+%
=1+ |l + YU — Kpcpf+l PN R )
L pc " ¢
- 1 1
=1+ [aT" + TUH0 — Kp, ('O—R> — a2
Pe Pe
=1+ _a\IJ” YU — KpCXH% — ax} T
=14 [T =) e - )] e
(14+a)+ YV - (B/p) ¥ " =1+PU " (A.19)

Remplazando (A.18)) y (A.19) en (A.17), obtenemos la forma general de la ecuacion maestra de
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Lane-Emden

= I—Qﬁggil)m {1 " T(na—fl)\ll] Ctli_? AR
RS TrEs Iy T Z>( e Glpgu— 420
despejando d /d¢ llegamos finalmente a
AU L[+ EP)LPY  2A } [ an T_ A
d¢ 13 £E—2Y(n+1)n p VY (n + 1) T(n+1)¥



85

Anexos B

Conformalmente plano

En simetria esférica el tensor de Weyl se escribe como

3,—A A / /
_res o_retfer L s N
W = 20232 =% (7’2 + 1A SV " ) (B.1)
Las ecuaciones de campo para Py P|
1 20 1
7P = —— + e <—” + —2> , (B.2)
T r r
Y
8rP, =e <1/’ 2N L ) : (B.3)
T

Aplicando la condicién de que el tensor de Weyl satisface:

N S | . N1
— TV -5 vt = =0,
,

6 r2 r
)\/ - I// 1 672/\
) ;

r

_672/\ (I/// + I//2 — N +
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Sumando y restando 2(v/ — X)e 2} /r

N 2 — N 2 — N 1 _o
6_2)‘(1/”+V/2—1//)\,—V i (v )_ (v ))__2+€2 _o,
r r r r r
e (U N V=N 27N N 20PN 1 e Y
r r r r? T2
o—2)
Sumando y restando — — ——
r r

v =N 1 e~ 2e72 Y ey 2 2e~2A
G_QA(V,/—{—VIQ—I//)\,—F )—1——2— 5 + ——2+ 3 =0,
r r r r r r r

Y 1 2U 1
6—2)\ I/” + V/2 o I//)\, + v == 6—2)\ _V 4+ =
r r2 r r2

Si comparamos con las ecuaciones de campo (B.2)) y (B.3), se tiene que

2Ne 2 2(e7? - 1)

8r(P, — P) = _
m(PL— P) . R
1 2Ne 2 2(e”? —1)
87 r r? ’
r [=2X7r%e P — (e — 1)2r
A= — .
Ky ré

Puesto que

(e”‘ - 1)/ L 2Nrfe? — (e —1)2r
2

- )
r rd
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entonces la anisotropia se puede escribir

-2\ _ /
A= (u) . (B.4)

1Y 72

Si recordamos la funcién de masa se habia definido como m(r) = r(1 — e~*})/2, remplazando

en la anisotropia

Haciendo el cambio de variable r = a€, p = p. U™ y m = 4mwa’p.n,

1 (3(4M3pen)

AN _‘4”pcmn>’

la anisotropia en unidades adimensionales es

3
A=m(ﬁ—wﬂ. (B.5)
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Anexos C

Anticracking

El concepto de cracking fue elaborado por Herrera y otros colaboradores [62-64]. Se intro-
dujo para describir el comportamiento de la fuerza radial en la distribucién del sector material
estelar justo después de la salida de equilibrio inducido por una perturbacién local en el perfil
de densidad dp(r) [66].

Consideremos una vez mds la ecuacién de equilibrio hidrostdtico (2.37)), la fuerza radial
total R se desvanece para configuraciones estaticas

de—P+(p+P)M—2A:0. (C.1)

r r(r —2m) r

Las fluctuaciones en la densidad Jp induce variaciones en las otras cantidades fisicas m(r),
P(r), A(r) y sus derivadas. Expandiendo la expresién para la fuerza radial (C.1) para la per-

turbacion de densidad local p — p + dp, obtenemos

. OR. AR OR OR OR

oP', (C.2)
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donde Ry (p, P,m, A, P") = 0 debido a la configuracion inicial que esta en equilibrio, mientras
que la fuerza radial R # 0 [66]]. Aqui se analiza el cambio de signo que pueda tener 0R a lo
largo del radio del objeto compacto. El cracking (agrietamiento) aparece cuando la distribucién
de la fuerza perturbada cambia de signo, R < 0 — dR > 0, es decir, en la parte interna de
la esfera la fuerza que apunta hacia adentro, invierte su signo para algun valor r [56]. Por otra
parte, overturning (vuelco) ocurre cuando la fuerza neta, dirigida hacia afuera, invierte su signo
como 0R > 0 — dR < 0 para algtin valor de r [56].

Por simplicidad, en este trabajo consideraremos los siguientes puntos. Primero, las perturba-
ciones tanto en la densidad Jp y la anisotropia local A son consideradas como perturbaciones
independientes; pero las fluctuaciones en la masa y la presion radial dependen de las perturba-
ciones de densidad [56]. Segundo, consideramos que las fluctuaciones de la densidad dp son
constantes, ya que estas no afectan al gradiente de presion. P’ = 0 [56]. La ecuacién se

reduce a

~ %i;ép + a—R5P + a—Rém + a—R(SA. (C.3)

R oP om 0A

Las fluctuaciones para la presion radial P y la masa

oprP

P(p+0p) = P(p)+ 0P ~ P(p) + a—pép (C4)
om

m(p +dp) = m(p) + om = m(p) + ——dp (C.5)

dp
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entonces
P
sp= 25, (C6)
dp
0
om = "5, (C.7)
dp
De la ecuacién de masa[2.30]
" /2 / 47T 3
m(p+dp) =dm [ 1%(p+dp)dr’ = m(p) + —r7dp,
0
entonces
4
Sm = gr?’ap. (C.8)
Remplazando (C.6) y (C.8) en (C.3)), obtenemos
OR OR OP OR A 2
IR~ Z6p+ Sy T s, 250
R~ 5,0 508,20 T am 3 0P T 0%
OR 47 ,0OR 20A
~Op |2 4+ 1= — S — C.9
P op 3 " om rop|’ €9
donde
OR  m+4nrP
T T > C.10
dp  r(r—=2m) — 7 (.10)
y
2
3_73: (p+ P)(1+ 81r?P) >0, C.11)
(r —2m)?

om
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entonces

m+A4rr* P Anr? (p+ P) (1 + 8mr?P)  20A
OR =dp |2 - ——. C.12
P r(r —2m) * 3 (2m —r)? rép (12)

Se puede observar que para tener )R = 0, y consecuentemente un cambio de signo, se tiene
que A /dp > 0. Para tener una configuracién potencialmente estable 4R nunca debe cambiar

de signo, esto sucede si 0A /dp < 0 [66]]. Por otra parte

0A
A(p+dp) = A(p) + A ~ Ap) + a—p(Sp, (C.13)
entonces
0A oP, 0P
A=—b0p=|F=——|d0p=[v] —v*] dp. 14
) 8,05p {8,0 ap}ép [UJ_ v]ép (C.14)

Como 0 < v? < 1y0 < v? < 1,entonces |[v2 — v?| < 1,y considerando que §R es estable
si A /0p < 0 [66], entonces la condicién que brinda estabilidad por fluctuaciones de densidad

esta dada por

—1 <] —v* <0. (C.15)

Esta condicion es conocida como estabilidad contra el cracking o anticracking.
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Anexos D

Resultados del politropo conformalmente

plano con C=1

A continuacidn se presentan los resultados gréficos para el politropo conformalmente plano,
considerando los siguientes valores para los pardmetros a = 0.05, x = 0.29 0 = 045y

C =1.0.
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ol
sl
N 4F
al
5l
0.0‘ ‘ ‘012‘ ‘ ‘0.‘4‘ ‘ ‘0‘.6‘ ‘ ‘018‘ ‘ ‘1.‘0
£(r/R) §(r/R)
(a) (b)

Figura D.1: Las funciones métricas e~2* (decreciente), e?” (creciente) y se unen en la superficie del objeto (a),
corrimiento al rojo Z (b), para los valores de los pardmetros o = 0.05, x = 0.29, o = 0.45 y indices politrépicos
n = 1.0 (rojo), n = 1.5 (azul), n = 2.0 (negro) y n = 2.5 (verde).
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1.0

0.8

0.6~

0/ pe

04

0.2

£(r/R) &(r/R)
(a) (b)

1.0 f
0.5

0.8
041

06" 1 . 03l

P,/P.
A/P.

04 1 021

0.2f 01r

. . . 0.0 ‘ ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
§(r/R) &(r/R)

(©) (d)

Figura D.2: Perfiles para p (a), P (b), P, (c), A (d), para los valores de los pardametros o = 0.05, x = 0.29,
o = 0.45 y los indices politrépicos n = 1.0 (rojo), n = 1.5 (azul), n = 2.0 (negro) y n = 2.5 (verde).
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Figura D.3: Velocidad del sonido radial v? (a), velocidad del sonido tangencial v, (b) y condicién de energia
fuerte (SEC) (c) para los valores de los pardmetros o = 0.05, x = 0.29, ¢ = 0.45 y n = 1.0 (r0jo), n = 1.5
(azul), n = 2.0 (negro) y n = 2.5 (verde).
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