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ACLARACIÓN PARA LA PUBLICACIÓN
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Resumen

En este trabajo, se realiza una comparativa entre el oscilador armónico forzado

con amortiguamiento clásico y un oscilador fraccionario sin termino de amorti-

guamiento expĺıcito. Para el planteamiento de la ecuación dinámica fraccionaria

se emplea la derivada de Caputo, misma que aporta propiedades de no localidad

y memoria al sistema. Estas propiedades permiten que el sistema a pesar de no

poseer un amortiguamiento clásico presente caracteŕısticas similares. Las solucio-

nes encontradas al sistema en términos de la función de Mittag-Leffler, se analizan

de forma numérica con el fin de realizar la comparativa con el caso de derivada

clásica.

Palabras clave: Oscilador fraccionario; función de Mittag-Leffler ;no locali-

dad.
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Abstract

In this work, a comparison is made between the forced harmonic oscillator with

classical damping and a fractional oscillator without explicit damping term. For

the fractional dynamic equation, the Caputo derivative is used, which provides

properties of nonlocality and memory to the system. These properties allow the

system to present similar characteristics in spite of not having a classical damping.

The solutions found to the system in terms of the Mittag-Leffler function are

analyzed numerically in order to make a comparison with the classical derivative

case.

Keywords: Fractional Oscillator ; Mittag-Leffler function; nonlocality
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Caṕıtulo 1

Introducción

Durante toda la historia de la ciencia, la f́ısica se ha caracterizado por ser

interdisciplinaria. La necesidad de la f́ısica en apoyarse de otras ciencias como la

ingenieŕıa o matemáticas, es evidente. Se considera que al ser una ciencia exacta

no da lugar a especulación pues todo aquello que se proponga tendrá que ser

demostrado en posteridad por un experimento.

Sin embargo, toda teoŕıa nace de la necesidad del ser humano de explicar un

fenómeno. Muchas veces este fenómeno puede ser algo muy cotidiano, es decir

problemas que vemos d́ıa a d́ıa y muchas veces son problemáticas mucho mas pro-

fundas a las cuales la tecnoloǵıa humana todav́ıa no ha podido crear experimentos

capaces de explorarlas. Es entonces cuando el intelecto y la creatividad de los

cient́ıficos tiene que salir a flote, quienes en conjunto con herramientas matemáti-

cas poderosas sean capaces de dar una descripción de las propiedades que estos

fenómenos engloban.
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Es válido preguntarnos entonces, cómo la creatividad de los cient́ıficos juega

con la f́ısica teórica, y esta creatividad es la que permite el desarrollo, abriendo

la perspectiva a nuevos conceptos. Revisando la historia notamos que ideas re-

volucionarias como la relatividad general de Einstein se construye al darle una

interpretación f́ısica a herramientas matemáticas, en este caso el cálculo tensorial

de Riemann. O la misma mecánica Newtoniana, nace a partir del ingenio de Isaac

Newton al construir el cálculo diferencial e integral y darle a este una interpretación

f́ısica.

La importancia de la derivada en la descripción de fenómenos f́ısicos radica

en su capacidad para capturar las tasas de cambio o variación en diversas magni-

tudes. Este concepto es fundamental para comprender fenómenos dinámicos. Sin

embargo, en muchas ocasiones, las ecuaciones basadas únicamente en derivadas

clásicas pueden resultar limitadas para describir fenómenos complejos [1].

Las derivadas clásicas, como las que se encuentran en el cálculo diferencial,

utilizan conceptos como continuidad y localidad, es decir, en la idea de que un

cambio en una variable en un punto particular solo depende de los valores cercanos

a ese punto en el espacio. Este enfoque de localidad ha sido utilizado para describir

la gran mayoŕıa fenómenos f́ısicos.

Sin embargo, hay fenómenos en la naturaleza que muestran comportamientos

no locales, es decir, eventos en los cuales las interacciones o efectos no se limitan

a una región espećıfica o a valores cercanos en el espacio.

Debido a la importancia que las derivadas tienen dentro de la f́ısica, nos hemos
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preguntado durante muchos años si; ¿Tiene algún sentido un valor no entero de

derivada?. Esta pregunta, planteada en en el siglo XVII [2], fue olvidada durante

mucho tiempo y no se busco darle aplicaciones prácticas.

Durante los últimos años los f́ısicos se han enfocado en la búsqueda de teoŕıas

de campos no locales, esto se debe a que se espera que puedan dar soluciones más

elegantes y efectivas en f́ısica de altas enerǵıas de lo que las teoŕıas de campos

locales ha podido dar[3].

En un dominio temporal en el cual pasamos de localidad a no localidad se

evidencian efectos de memoria en el sistema, pues los eventos que afectan a un

determinado suceso no serán únicamente aquellos que se encuentren en su presente,

también serán aquellos que sucedieron en el pasado.

Una de las herramientas que nos permite encontrar efectos de no localidad o

memoria es el cálculo fraccionario. Podemos analizar una derivada ordinaria cuyo

parámetro es un entero. Pero, ¿qué sucede si este es un valor fraccionario, complejo

o incluso una función α(x, t)?

dn

dxn
→ dα

dxα
.

Necesitaremos aśı de nuevas definiciones, conceptos y herramientas que nos

permitan trabajar bajo estos parámetros y será el objetivo fundamental de este

trabajo el no únicamente hallar soluciones matemáticas a problemas del cálcu-

lo fraccionario sino también darle una naturaleza f́ısica la cual pueda tener una

interpretación en nuestra realidad.
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Aunque este tratamiento matemático se relativamente nuevo, los conceptos

del cálculo fraccionario han encontrado aplicaciones prácticas en una variedad de

campos, desde la ingenieŕıa de control hasta la medicina. En el control de sistemas

dinámicos, la automatización y el diseño de sistemas más eficientes y adaptables

[4]. En medicina, se están explorando las aplicaciones del cálculo fraccionario en

la propagación de enfermedades, la dinámica de los tejidos y la comprensión de

fenómenos neurológicos complejos [5],[6].

En estas áreas de estudio, las oscilaciones son un fenómeno recurrente, el estudio

de estas es de suma importancia ya que este movimiento oscilatorio se encuentran

en diversos fenómenos como los péndulos y sistemas de resortes [7], las vibraciones

estructurales en ingenieŕıa mecánica, los circuitos oscilantes en electrónica [8], las

ondas en distintos medios, por lo que su estudio permite comprender la naturaleza

del sistema y posibles aplicaciones. El cálculo fraccionario proporciona una herra-

mienta matemática poderosa para abordar oscilaciones no lineales y no locales que

se encuentran en diversos sistemas f́ısicos [3]. Su capacidad para describir fenóme-

nos con memoria es crucial para capturar con precisión las oscilaciones en sistemas

dinámicos. Estudiar las oscilaciones desde la perspectiva del cálculo fraccionario

no solo ampĺıa nuestro conocimiento teórico, sino que también ofrece oportunida-

des significativas para avanzar en la comprensión y la aplicación práctica de estos

fenómenos en múltiples campos cient́ıficos y tecnológicos.
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1.1. Oscilador armónico amortiguado clásico

Para plantear el problema fraccionario partiremos del bien estudiado oscilador

armónico con amortiguamiento. Para este oscilador se tiene que la dinámica del

sistema es descrita por la ecuación

d2

dt2
x(t) + γ

d

dt
x(t) + ω2

0x(t) = 0. (1.1)

La modificación con el oscilador armónico libre se manifiesta en el termino

γ d
dt
x(t) el cual representa una fuerza de restauración a velocidades bajas, donde γ

es una constante.

Al escribir la ecuación 1.1 se ha extráıdo el término de la masa. Cabe destacar

que ω0 es la frecuencia natural del sistema. Para dar solución a esta ecuación se

analiza el caso complejo de forma que podemos reescribir la ecuación como

d2

dt2
z(t) + γ

d

dt
z(t) + ω2

0z(t) = 0, (1.2)

se propone soluciones de la forma

z(t) = eλt. (1.3)

Al remplazar esta solución en la ecuación 1.2 se obtiene

(λ2 + γλ+ ω2
0)e

λt = 0. (1.4)
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Debido a que la exponencial no puede ser 0 se obtiene que el término entre

paréntesis, también conocido como polinomio caracteŕıstico de la ecuación dife-

rencial, tiene que ser 0. Por tanto las soluciones son

λ = −γ

2
±
√

γ2

4
− ω2

0. (1.5)

A partir de esta solución se obtienen los diferentes casos para oscilaciones amor-

tiguadas. Para γ
2
> ω0 se tiene oscilaciones sobre amortiguadas, γ

2
< ω0 amorti-

guamiento débil y finalmente γ
2
= ω0 se denomina amortiguamiento cŕıtico.

Se toma el caso en el cual el sistema tiene un sobre amortiguamiento. En la

figura 1.1 se evidencia que el sistema al estar sobre amortiguado decae con rapidez

por lo cual no hay presencia de oscilaciones. Por otro lado, como se puede observar

Figura 1.1: Oscilador sobre amortiguado con β = 0,3 y ω0 = 0,075

en la figura 1.2, si el sistema tiene un amortiguamiento débil γ
2
< ω0 presenta

oscilaciones en el decaimiento. Para el caso de amortiguamiento cŕıtico, figura

1.3, el comportamiento es similar a un caso sobre amortiguado sin embargo, este

amortiguamiento se caracteriza por tener el decaimiento más rápido posible.
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Figura 1.2: Oscilador con amortiguamiento débil β = 0,3 y ω0 = 0,4

Figura 1.3: Oscilador con amortiguamiento cŕıtico

Para realizar el cambio a un oscilador fraccionario se tiene que modificar el

parámetro de derivación a un valor α el cual estará definido en distintos intervalos

según el caso que se esté evaluando.
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1.2. Oscilador armónico forzado con amortigua-

miento clásico

Un fenómeno f́ısico de relevancia es el caso en cual tenemos oscilaciones genera-

das por una fuerza externa al sistema. La ecuación que caracteriza este movimiento,

siempre y cuando tengamos un término de amortiguamiento en el sistema es

d2

dt2
x(t) + γ

d

dt
x(t) + ω2

0x(t) =
F0

m
g(ωt), (1.6)

donde F0 es la magnitud de la fuerza que se aplica y g(ωt) es la función que

determina el comportamiento de la frecuencia con la cual esta fuerza es aplicada.

Generalmente para esta función se emplea funciones trigonométricas o de forma

más general una exponencial compleja.

Si se analiza el caso en el cual esta fuerza tiene el comportamiento de exponen-

cial compleja, se obtiene

d2

dt2
x(t) + γ

d

dt
x(t) + ω2

0x(t) =
F0

m
eiωt. (1.7)

Se propone una solución de la forma

x(t) = Aei(ωt+ϕ), (1.8)
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reemplazando en la ecuación 1.7 se obtiene

−ω2A+ iγωA+ ω2
0A =

F0

m
e−iϕ. (1.9)

Esta ecuación se puede separar en parte compleja y parte real por lo cual se

tiene dos ecuaciones

A(ω2
0 − ω2) =

F0

m
cos(ϕ) (1.10)

γωA = −F0

m
sin(ϕ). (1.11)

A partir de estas ecuaciones podemos obtener relaciones para la amplitud A.

De forma que

A =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

. (1.12)

En la figura 1.4 podemos ver que la amplitud inicialmente crece, llega un máximo

cerca de la frecuencia natural del sistema ω0, denotada por una linea vertical, y

luego decae hasta llegar al 0 lo cual representaŕıa que ya no hay movimiento del

sistema.

Similarmente se tiene que para la fase se debe cumplir

ϕ = tan−1

(
γω

(ω2
0 − ω2)

)
. (1.13)
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Figura 1.4: Amplitud [m] en relación con la frecuencia ω con F0 = 2[N ],m =
10[kg], ω0 = 1,6[rad/s]

Estas relaciones permiten obtener valores en los cuales se tiene amortiguamien-

to cŕıtico, débil y un sistema sobre-amortiguado. Ahora bien lo que se busca es

hallar soluciones para un sistema fraccionario que permita describir el fenómeno.

1.3. Oscilador armónico fraccionario

El paso de tener parámetros clásicos en la derivada a tener una caracteŕıstica

fraccionaria engloba varios aspectos. Uno de los más importantes a resaltar es que

la derivada fraccionaria no es única, por lo cual este trabajo se enfoca únicamente

en la derivada de Caputo misma que se definirá en el caṕıtulo 2. Otro aspecto

importante a destacar es la dimensión que poseen estas derivada ya que están

caracterizadas por un parámetro variable.
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1.3.1. Dimensionalidad

Una caracteŕıstica fundamental a destacar cuando se emplean derivadas frac-

cionarias para problemas f́ısicos, es la dimensionalidad de las variables. Tradicio-

nalmente podemos definir una variable de posición x(t) y la primer derivada clásica

de esta en función del tiempo será la velocidad, es decir

ẋ(t) =
d

dt
x(t) = v(t). (1.14)

De forma similar podemos definir la aceleración de un cuerpo como la segunda

derivada de su posición. Ahora bien, si tomamos la definición planteada para el

cambio a derivada fraccionaria como

d

dt
→ dα

dtα
, (1.15)

se evidencia que la derivada clásica tiene unidades de s−1 mientras que la derivada

fraccionaria tendrá unidades de s−α con 0 < α < 1. Para ser consistentes se toma

una constante de corrección [9], de forma que la derivada fraccionaria toma la

forma

d

dt
→ 1

σ1−α

dα

dtα
. (1.16)

Por tanto este parámetro representaŕıa la denominada componente temporal frac-

cionaria del sistema.
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Otra alternativa que se puede utilizar para evitar el problema con las unidades

de la derivada es convertir nuestro problema a un caso adimensional [10]. Por

ejemplo, partimos que la ecuación clásica para el oscilador armónico amortiguado

1.1 y definimos un parámetro adimensional τ = ω0t de forma que la ecuación la

podemos escribir como:

d2x

dτ 2
+ β

dx

dτ
+ x = 0, (1.17)

donde β = γ/ω0. Finalmente, otra alternativa será la definición de una variable no

f́ısica adimensional cualquiera ξ, escribir esta ecuación en términos de esta variable

adimensional, hallar las soluciones de esta ecuación y en base al comportamiento

de solución y la relación con el fenómeno clásico interpretar la dimensionalidad de

estas variables propuestas [11]. En este trabajo se definirán variables adimensio-

nales con las cuales se hallarán soluciones a la ecuación en derivadas fraccionarias

y se podrá dar interpretación en relación a parámetros f́ısicos.
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Caṕıtulo 2

Métodos

2.1. Cálculo fraccionario

En esta sección se detallará todas las herramientas y definiciones del cálculo

fraccionario necesarias para el planteamiento y resolución del problema:

2.1.1. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Para tener un entendimiento completo de las derivadas fraccionaŕıas se intro-

duce en primer lugar el concepto de integral fraccionaria de Riemann Liouville.

Definición 2.1.1. Para un α tal que, Re(α) > 0, la integral fraccionaria de
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Riemann-Liouville se encuentra definida como

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)(t− τ)α−1dτ, (2.1)

donde Γ(α) es la función Gamma. Esta integral también puede ser entendida como

una convolución, de una función f y la función de Gel’fand-Shilov[12]. Con el

concepto de integral fraccionaria se define la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville.

Definición 2.1.2. Sea α un número complejo y n el entero más pequeño mayor

que Re(α), de forma n − 1 < Re(α) ≤ n, la derivada fraccionaria de Riemman-

Liouville de una función f se define como

RDαf(t) =
dn

dtn
In−αf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ. (2.2)

Una propiedad importante a destacar de la derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville es el caso particular en el cual se tome f(t) = K, donde K es una

constante. Al realizar la derivación se obtiene que el resultado es un valor diferente

de 0. De hecho, se obtiene que en el intervalo 0 < Re(α) ≤ 1

RDαK =
K

Γ(1− α)
t−α, (2.3)

lo cual puede ser “solucionado” con otra definición de constante, es decir definir

una constante tal que la derivada de Riemann-Liouville de la misma sea cero o por

otro lado, la implementación de otra derivada fraccionaria.
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2.1.2. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada de Caputo se entiende como una inversión en la aplicación de los

operadores de la ecuación 2.2, de forma que se define como

Definición 2.1.3. Sea α ∈ R+ y n =min{k ∈ N/k ≥ α}, la derivada fraccionaria

de Caputo por la izquierda se encuentra definida como

CDα
0+f(t) =


1

Γ(n−α)

∫ t

0
f (n)(τ)

(t−τ)α−n+1dτ, n− 1 < α < n

dn

dtn
f(t) α = n

(2.4)

En la derivada de Caputo a diferencia de la derivada RL se cumple que al tomar

una función f(t) = K con K una constante se obtiene:

CDα
0+K = 0. (2.5)

Por otro lado, se puede observar que la derivada fraccionaria de Caputo tiene

la estructura de una convolución, de forma

CDα
t f(t) = kC(α, t) ∗ f (n)(t), (2.6)

donde kC(α, t) es el kernel de la derivada:

kC(α, t) =
1

Γ(n− α)

1

tα−n+1
. (2.7)
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El hecho que la derivada fraccionaria de Caputo se pueda escribir de la forma

2.6, permite definir su respectiva transformada de Laplace como

L {CDα
t f(t)} = L {kC(α, t) ∗ f (n)(t)} (2.8)

= L {kC(α, t)}L {f (n)(t)} (2.9)

=
1

Γ(n− α)
L { 1

tα−n+1
}L {f (n)(t)} (2.10)

=
1

qn−α
L {f (n)(t)}. (2.11)

Por lo discutido anteriormente, se evidencia que la transformada de Laplace pa-

ra la derivada fraccionaria de Caputo está únicamente relacionada con la derivada

ordinaria de la función f(t), cuyo orden dependerá del rango en el cual se defina el

parámetro fraccionario. Esta forma que toma la transformada de Laplace convierte

a la derivada de Caputo en una gran opción para la resolución de ecuaciones en

derivadas fraccionarias.

2.1.3. Función de Mittag-Leffler

Al rededor de 100 años atrás, el matemático sueco Gösta Mittag-Leffler introdu-

ciŕıa la función Eα,β(z)[13],la cual en recientes años seŕıa estudiada a profundidad

ya que se encuentra constantemente como resultado en problemas de ecuaciones

diferenciales con parámetro fraccionario. Esta función está definida como

Definición 2.1.4. Sea z ∈ C, Re(α) > 0, la función de Mittag-Leffler está definida
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como

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
(2.12)

.

Algunos casos particulares que se pueden destacar son

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez (2.13)

E2,1(−z2) =
∞∑
k=0

(−z)2k

Γ(2k + 1)
= cos(z) (2.14)

E2,2(−z2) =
∞∑
k=0

(−z)2k

Γ(2k + 2)
=

sin(z)

z
(2.15)

Por ejemplo, para ilustrar el comportamiento de esta función, en la figura 2.1

se establece el parámetro β = 1 y se vaŕıa el parámetro α = 0,9, 1,5, 1,9.

Figura 2.1: Comportamiento de la función de Mitagg Leffler con parámetro β = 1
y α = 0,9, 1,5, 1,9.

En [14]-[13] se puede encontrar la transformada de Laplace para una función
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tipo Mittag-Leffler la cual será ampliamente utilizada en este trabajo. Esta trans-

formada se construye de forma:

Definición 2.1.5. Sea t ∈ R y a una constante real, la transformación inversa de

Laplace de una función del tipo Mittag-Leffler se define como

L −1

{
1

sβ
sα

(sα ∓ a)

}
= tβ−1Eα,β(±atα). (2.16)

Con las definiciones planteadas de funciones importantes, sus propiedades y

adicional las derivadas fraccionarias, se puede iniciar con el planteamiento del

problema a estudiar.

Para caracterizar el fenómeno de oscilación amortiguada fraccionaria se traba-

jará en base a la ecuación 1.1 buscando darle un parámetro fraccionario y cuyas

soluciones se encuentren con el método de Transformada de Laplace. De igual for-

ma se propondrá una solución para el caso en que exista una fuerza aplicada al

sistema.

2.2. Aproximación en derivada de Caputo

El problema del oscilador con parámetro fraccionario en este trabajo se ana-

lizará a través de la derivada de Caputo. Sin embargo, ya que la representación

de oscilador armónico amortiguado, no es única en cuanto a derivadas fracciona-

rias. Se puede contemplar otras posibilidades para la ecuación que describan este

movimiento [15],[16], [17].
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Una primera aproximación será

CDβ
0+ξ(t) + γCDα

0+ξ(t) + ω2
0ξ(t) = 0. (2.17)

Para esta aproximación se toma los parámetro 1 < β < 2 y 0 < α < 1 por lo

cual se puede escribir la ecuación de forma integral como

1

Γ(2− α)

∫ t

0

ξ
′′
(τ)

(t− τ)α−1
dτ +

γ

Γ(1− α)

∫ t

0

ξ
′
(τ)

(t− τ)α
dτ + ω2

0ξ(t) = 0. (2.18)

La ecuación 2.18 representa un sistema con no localidad temporal. Para resolver

la ecuación 2.18 se utiliza el método de Transformada de Laplace mismo que debido

a la estructura que tienen las derivadas fraccionarias facilitan el cálculo.

La solución en términos de funciones generalizadas para la ecuación 2.18 se

puede encontrar en [10]. Estas soluciones presentan un comportamiento similar al

esperado en el caso clásico al utilizar la derivada de Caputo.

Sin embargo, se busca proponer un planteamiento distinto para la ecuación

2.17 y se comparará las soluciones del caso planteado con el esperado dentro del

caso clásico.

Para realizar esta comparación se propone una ecuación de la forma

CDα
0+ξ(τ) +ϖ2ξ(τ) = 0, (2.19)

donde 1 < α < 2. Lo primero que se observa en 2.19 es el hecho que no posee un
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término clásico de amortiguamiento y de igual forma los parámetros ξ, τ,ϖ son

adimensionales.

Será entonces la ecuación 2.19 con la que se trabajará y buscaremos la interpre-

tación de los parámetros que conforman la ecuación en relación a los parámetros

f́ısicos del oscilador armónico amortiguado clásico.

Para hallar esta relación se tiene que resolver la ecuación que caracteriza el

fenómeno y en base al comportamiento de las soluciones buscar la relación que

esta tiene con la solución esperada clásicamente.
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Caṕıtulo 3

Resultados

3.1. Solución oscilador armónico amortiguado frac-

cionario

Para hallar la solución tomamos la ecuación que caracteriza el sistema:

CDα
0+ξ(τ) +ϖ2ξ(τ) = 0,

con 1 < α < 2. A partir de esta ecuación se puede aplicar una transformación de

Laplace de forma

L
{
CDα

0+ξ(τ)
}
+ϖ2L {ξ(τ)} = 0. (3.1)
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Definimos L {ξ(τ)} = ξ̄(q). De forma que, tomando en cuenta 2.11 se obtiene

qαξ̄(q)− qα−1ξ(0)− qα−2ξ̇(0) +ϖ2ξ̄(q) = 0. (3.2)

Se observa la necesidad de condiciones iniciales para ξ(0), ξ̇(0) .Reescribiendo

la ecuación

ξ̄(q) =
ξ(0)q−1

1 +ϖ2q−α
+

ξ̇(0)q−2

1 +ϖ2q−α
, (3.3)

tomando el primer término del lado derecho de la ecuación 3.3 y al aplicar la

transformada inversa de Laplace 2.16 se obtiene

L −1

{
q−1

1 +ϖ2q−α

}
= Eα,1(−ϖ2τα). (3.4)

Similarmente para el segundo término

L −1

{
q−2

1 +ϖ2q−α

}
= τEα,2(−ϖ2τα). (3.5)

De forma que la solución para la ecuación en derivadas fraccionarias será

ξ(τ) = ξ(0)Eα,1(−ϖ2τα) + ξ̇(0)τEα,2(−ϖ2τα). (3.6)

A partir de 3.6 podemos ver que este problema necesita de condiciones iniciales
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las cuales pueden ser tomadas de forma arbitraria dependiendo de cual sea el

sistema que se busque caracterizar. Por otro lado se observa que el parámetro

libre α, el cual puede tomar valores 1 < α < 2, determina el comportamiento

caracteŕıstico del sistema.

Recordamos que todas las variables que hemos utilizado son adimensionales.Sin

embargo, por simple inspección, se puede destacar similitudes de estas variables con

las esperadas en el caso clásico. Las condiciones iniciales ξ(0) y ξ̇(0) cumplen un rol

similar a la posición inicial y velocidad inicial del sistema clásico respectivamente.

De igual forma al parámetro ϖ lo podemos relacionar con la frecuencia natural

del sistema oscilante.

Ahora bien, para explorar de una mejor forma el comportamiento que este

sistema posee, se grafica numéricamente la solución para este dando diferentes

valores al parámetro α. Ya que este parámetro se encuentra definido en un intervalo

espećıfico un buen primer acercamiento será tomar un valor que se encuentre cerca

del punto medio del intervalo de forma que la solución que se obtiene será de la

forma

ξ(τ) = ξ(0)E1,3,1(−ϖ2τ 1,3) + ξ̇(0)τE1,3,2(−ϖ2τ 1,3). (3.7)

Las condicionales iniciales al ser arbitrarias, sin perdida de generalidad se pue-

den tomar ξ(0) = 1 y ξ̇(0) = 1. Esto al relacionar con el caso clásico lo veŕıamos

como un sistema con una posición inicial espećıfica y una velocidad inicial dada.

En la figura 3.1 se asigna el valor de ϖ = 2 y el parámetro α = 1,3, esto
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permite caracterizar el sistema fraccionario mismo que presenta similitudes con un

oscilador armónico sobre amortiguado.

Figura 3.1: Solución del oscilador armónico fraccionario sin termino de amortigua-
miento para α = 1,3

Se evidencia que el comportamiento que tiene la función es similar al caso en

el cual tenemos un oscilador sobre amortiguado. Sin embargo, para tener una idea

más amplia del fenómeno tomaremos valores cercanos a los ĺımites del intervalo

para entender el comportamiento de la solución.

En la figura 3.2 se toma valores cercanos a α = 1 donde podemos notar que el

decaimiento de la función es rápido, de hecho la función decae según nos vayamos

acercando a 1. Esto permite entender que en valores cercanos a 1 el comportamiento

del sistema es similar a un caso con amortiguamiento cŕıtico, figura 3.2.

Ahora se puede ver en la figura 3.3 que al tomar valores cercanos al ĺımite

superior del intervalo, el comportamiento de la función simula el caso de un sistema

con amortiguamiento débil 3.3.
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Figura 3.2: Solución del oscilador armónico fraccionario sin termino de amortigua-
miento para α = 1,1

Figura 3.3: Solución del oscilador armónico fraccionario sin termino de amortigua-
miento para α = 1,9

Este caso es de particular atención ya que si retomamos la ecuación 2.17 nota-

mos que no existe un termino de amortiguamiento, es decir el sistema no debeŕıa

disipar enerǵıa. Sin embargo debido a la incorporación de la derivada fraccionaria,

dentro del parámetro de la misma se evidencia la presencia de la caracteŕıstica

disipativa del sistema. Esto nos quiere decir que al tomar un sistema en el cual se

tiene una no localidad temporal la presencia de un termino de amortiguamiento

encargado de disipar la enerǵıa no es necesario. Puesto qué, al tomar este sistema
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no local es una caracteŕıstica intŕınseca del mismo.

Ahora sabiendo cual es el comportamiento para un oscilador fraccionario libre,

se puede analizar el caso en el cual hay presencia de una fuerza impulsora la cual

cause las oscilaciones del sistema.

3.2. Solución oscilador armónico fraccionario for-

zado con amortiguamiento

Para analizar el fenómeno de oscilaciones forzadas con amortiguamiento, parti-

mos de la ecuación 2.19 de la cual el lado derecho se encuentra igualada a cero.Sin

embargo, ya que ahora se tomará en cuenta una fuerza encargada de impulsar el

sistema la nueva ecuación será de la forma

CDα
0+ξ(τ) +ϖ2ξ(τ) = F0g(ωτ), (3.8)

donde F0 será un valor de fuerza inicial y g(ωτ) la función encargada de encapsular

la información de la frecuencia.

Debido al comportamiento caracteŕıstico de la función de Mittag-Leffler, te-

niendo en si misma funciones como la exponencial y funciones trigonométricas,

además de sus propiedades estudiadas en el caṕıtulo 2, es la función que se tomará

para encapsular la información de la frecuencia de la fuerza aplicada.
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De forma que la ecuación que describirá el movimiento será

CDα
0+ξ(τ) +ϖ2ξ(τ) = F0Eα,β(−ω2τα). (3.9)

A partir de la solución encontrada para 2.19 se puede plantear una posible

solución para este sistema de la forma

ξ(τ) = AEα,β(−ω2τα), (3.10)

remplazando en 3.9 tenemos

CDα
0+(AEα,β(−ω2tα))(τ) +ϖ2AEα,β(−ω2τα) = F0Eα,β(−ω2τα). (3.11)

Es necesario entonces hallar la derivada de Caputo para la función de Mittag-

Leffler. En [14] se puede hallar que esta derivada será de la forma

CDα
a+(Eα,β(λ(t− a)α))(τ) = λEα,β(λ(τ − a)α), (3.12)

de forma que la ecuación 3.11 será:

A(ϖ2 − ω2)Eα,β(−ω2τα) = F0Eα,β(−ω2τα). (3.13)
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Para satisfacer la ecuación se debe cumplir que:

A =
F0

(ϖ2 − ω2)
. (3.14)

En la figura 3.4 podemos observar el comportamiento de la amplitud de oscila-

ción del sistema, se observa que en la valor ω = ϖ, correspondiente a la frecuencia

natural del sistema, la amplitud tiene una divergencia.

Figura 3.4: Gráfico de la amplitud en función de ω para una frecuencia natural del
sistema de ϖ = 5 y F0 = 10

Al tener el valor de A podemos reemplazar este en la solución planteada de

forma que:

ξ(τ) =
F0

(ϖ2 − ω2)
Eα,β(−ω2τα). (3.15)

Se observa que en esta solución se tiene dos parámetros libres, α que se en-

cuentra definida en el intervalo 1 < α < 2 y β el cual puede tomar cualquier valor
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real.

Para analizar el comportamiento de esta solución al igual que en el caso en que

no hay presencia de una fuerza, se vaŕıa los parámetros de la función de Mittag-

Leffler y en base al comportamiento que toma la solución podemos extrapolar la

información correspondiente de esta y relacionarla con el caso clásico.

Tomando primero valores de α cercanos a su ĺımite inferior y variando β se

obtiene

Figura 3.5: Solución para el oscilador armónico forzado fraccionario con α = 1,1

En la figura 3.5,se observa que al tener valores de α cercanos a uno, el com-

portamiento de la solución es similar a un oscilador con amortiguamiento cŕıtico,

por otro lado evidenciamos que el modificar el parámetro β provoca que el decai-

miento de la función sea mas lento. Es decir que al modificar ambos parámetros el

amortiguamiento del sistema cambia, a pesar que no exista como tal un termino

de amortiguamiento en la ecuación fraccionaria.
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En la figura 3.6 se modifica ahora el valor de α para un valor mas cercano al

punto medio del intervalo de forma que se obtiene:

Figura 3.6: Solución para el oscilador armónico forzado fraccionario con α = 1,5

Al tomar el valor de α en un punto medio del intervalo pero modificando el

valor de β se puede observar una transición del oscilador, entre un sistema sobre

amortiguado y según como este parámetro disminuye, el sistema se convierte en

un sistema con amortiguamiento débil. Es decir, al dejar ambos parámetros libres,

la combinación de estos parámetros son los que determinan el amortiguamiento

que tiene el sistema.A diferencia del caso en el que no existe una fuerza en el cual

el único parámetro libre es α mismo que determina el amortiguamiento, en el caso

de la presencia de una fuerza de la forma de una función de Mittag-Leffler es la

combinación de ambos.

Basado en las observaciones anteriores, se esperaŕıa que al aumentar el paráme-

tro α y tomar variaciones de β nos encontramos en el caso de un amortiguamiento

débil la modificación del segundo parámetro determinará que tan fuerte es el amor-
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tiguamiento. En la figura 3.7 tomamos valores de α cercanos a 2 donde se tiene

que

Figura 3.7: Solución para el oscilador armónico forzado fraccionario con α = 1,9

En la figura 3.7 se observa que al aumentar el parámetro α a valores cercanos

a su ĺımite superior se obtiene una caracterización de un oscilador con amorti-

guamiento débil. Cabe recalcar una vez más que la ecuación planteada para el

movimiento de este sistema carece de un término de amortiguamiento y son los

parámetros intŕınsecos a la función de Mittag-Leffler aquellos que le dan el amor-

tiguamiento. Si el parámetro α se encuentra lo suficientemente cerca de su cota

superior este oscilador se comportará como un oscilador clásico libre.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

El propósito de este trabajo consistió en explorar y contrastar el comporta-

miento caracteŕıstico entre un oscilador armónico clásico con amortiguamiento 1.1

y el oscilador fraccionario sin un término de amortiguamiento expĺıcito 2.17. El

enfoque principal fue examinar de qué manera la derivada de Caputo 2.4 en el

oscilador fraccionario, genera amortiguamiento en el sistema debido a efectos de

no localidad y memoria.

La comparación demostró que la naturaleza no local introducida por la derivada

de Caputo en el oscilador fraccionario, junto con los efectos de memoria, conlleva

a la aparición de caracteŕısticas de amortiguamiento. Esta comparativa representa

un resultado significativo al contraponerse a las ecuaciones clásicas que requieren

la presencia evidente de un término amortiguador para inducir dicho efecto en

sistemas oscilatorios.
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Se observó que la caracterización del amortiguamiento en el sistema está ligada

al parámetro α y su valor dentro de un intervalo espećıfico. Valores aproximados a

uno denotan amortiguamiento cŕıtico, el punto medio del intervalo muestra sobre-

amortiguamiento, mientras que valores cercanos a dos exhiben un amortiguamien-

to más débil. Esta correlación directa entre α y el amortiguamiento del sistema,

proporciona una comprensión de cómo los parámetros fraccionarios influyen en la

dinámica del sistema.

La presencia de la función de Mittag-Leffler en la solución del oscilador frac-

cionario la hace el componente que almacena información sobre el movimiento y el

nivel de amortiguamiento del sistema. Esta función, comúnmente empleada en el

cálculo fraccionario, desempeña un rol significativo en la descripción matemática

de fenómenos complejos, brindando una herramienta poderosa para comprender

sistemas fraccionarios.

La interpretación f́ısica precisa del parámetro alpha sigue siendo algo por ex-

plorar a profundidad. Sin embargo, su prominente influencia en la dinámica del

amortiguamiento plantea la necesidad de investigaciones futuras, especialmente en

áreas como la relajación de materiales y sistemas con memoria. La exploración

más detallada de este parámetro podŕıa aportar con información para interpretar

y modelar fenómenos f́ısicos relevantes.

La propuesta de solución para oscilaciones forzadas en el contexto del oscila-

dor fraccionario puede ser generalizada para diversas fuerzas caracteŕısticas. Esta

ampliación permitiŕıa un análisis más diverso de sistemas oscilatorios.



44

Los resultados obtenidos a partir de esta comparación entre el oscilador armóni-

co clásico con amortiguamiento y su versión fraccionaria resaltan la significativa

influencia de la no localidad y los efectos de memoria en la dinámica de sistemas

f́ısicos. Esto no solo presenta una alternativa a las ecuaciones clásicas de caracteri-

zación del amortiguamiento y disipación de un sistema, sino que también ofrecen

un camino para un análisis más profundo de sistemas complejos, abriendo aśı in-

vestigaciones futuras en el campo del cálculo fraccionario y la dinámica de sistemas

oscilatorios.
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