UNIVERSIDAD SAN FRANCISCO DE QUITO USFQ

Colegio de Ciencias e Ingenieria

El grupo de bucles en la teorias Maxwell

Alejandro Rueda Manosalvas

Matematicas

Trabajo de titulacién presentado como requisito

para la obtencién del titulo de

Matematico

29 de noviembre de 2023



UNIVERSIDAD SAN FRANCISCO DE QUITO USFQ

Colegio de Ciencias e Ingenieria

HOJA DE CALIFICACION DE TRABAJO DE FIN DE
CARRERA

El grupo de bucles en la teorias Maxwell

Alejandro Rueda Manosalvas

Nombre del profesor, Titulo académico: Ernesto Contreras, PhD

29 de noviembre de 2023



© Derechos de Autor

Por medio del presente documento certifico que he leido todas las Politicas y
Manuales de la Universidad San Francisco de Quito USFQ, incluyendo la Politica
de Propiedad Intelectual USFQ), y estoy de acuerdo con su contenido, por lo que
los derechos de propiedad intelectual del presente trabajo quedan sujetos a lo

dispuesto en esas Politicas.

Asimismo, autorizo a la USFQ para que realice la digitalizacion y publicacion
de este trabajo en el repositorio virtual, de conformidad a lo dispuesto en la Ley

Organica de Educacion Superior del Ecuador.

Nombres y apellidos: Alejandro Rueda Manosalvas
Codigo: 00336552
Cédula de Identidad: 1750257733

Lugar y fecha: Quito, 29 de noviembre de 2023



ACLARACION PARA LA PUBLICACION

Nota: El presente trabajo, en su totalidad o cualquiera de sus partes, no debe ser
considerado como una publicacién, incluso a pesar de estar disponible sin restric-
ciones a través de un repositorio institucional. Esta declaracién se alinea con las
practicas y recomendaciones presentadas por el Committee on Publication Ethics
COPE descritas por Barbour et al. (2017) Discussion document on best practice

for issues around theses publishing, disponible en http://bit.1ly/COPETheses

UNPUBLISHED DOCUMENT

Note: The following capstone project is available through Universidad San Fran-
cisco de Quito USFQ institutional repository. Nonetheless, this project — in whole
or in part — should not be considered a publication. This statement follows the
recommendations presented by the Committee on Publication Ethics COPE des-
cribed by Barbour et al. (2017) Discussion document on best practice for issues

around theses publishing available on http://bit.1ly/COPETheses


http://bit.ly/COPETheses
http://bit.ly/COPETheses

Agradecimientos

En primer lugar agradezco a mis padres y a mi familia por toda la ayuda y
apoyo que siempre me han dado. Quiero agradecer a mis profesores por transmitir
sus conocimientos acerca de los temas méds interesantes que pueda haber. Espe-
cialmente agradezco a Ernesto Contreras, de quienes he aprendido una cantidad
gigante de cosas, no solo de fisica sino también del mundo. Finalmente quiero agra-
decer a mis amigos: Ari, Bale, Mari, Mateo, Mile y Jose. También vale la pena

mencionar a mis companeros con los que he compartido toda clase de aventuras.



Resumen

En este trabajo se introduce la formulacién de bucles. Se presenta el grupo
de bucles y objetos matematicos relacionados que ayudan a describir una teoria
de calibre. Se introduce el grupo extendido de bucles con el objetivo de estudiar
bucles bajo una nueva perspectiva. Se cuantiza la teoria de Maxwell con la for-
mulacién de bucles usando un &algebra no candnica y se la compara con la usual
cuantizacion de Fock. Ademads, se cuantiza la teoria con la formulacién extendida
y se observan varias ventajas que pueden ser tutiles para el caso no abeliano o en

gravedad cudntica.

Palabras clave: Cuantizacion canonica, grupo de bucles, teorias de calibre



Abstract

In this work, the loop formulation is introduced. The loop group and related
mathematical objects are presented to help describe a gauge theory. The extended
loop group is introduced with the aim of studying loops from a new perspective.
The Maxwell theory is quantized using the loop formulation with a non-canonical
algebra, and it is compared with the usual Fock quantization. Additionally, the
theory is quantized with the extended formulation, and several advantages are

observed that can be useful for the non-abelian case or in quantum gravity.

Keywords: Canonical cuantization, loop group, gauge theories
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Capitulo 1

Introduccion

En 1986 Abhay Ashtekar reformula la teoria de la relatividad en términos de
variables candnicas, de forma que se obtiene la formulacién Hamiltoniana de la
teoria. De esta forma se intenta cuantizar la teoria usando las misma herramientas
que fueron exitosas para la teoria de Maxwell y Yang-Mills. Sin embargo, por
las caracteristicas de la relatividad general es imposible usar los mismos métodos

perturbativos, por lo que se busca una formulacién no perturbativa [1, 2.

Se propusieron varios métodos, los cuales fallaban al lidiar con las ligaduras
del sistema. A partir de esto se introduce una nueva representacién de estados
cuanticos, donde los estados son funcionales que dependen de caminos cerrados.
Usando esta formulacién se pudo lidiar con las ligaduras del sistema y obtener un
espacio de estados de gravedad cuantica, los cuales pueden ser usados para analizar

el espacio-tiempo en escala de Planck [3, 4, 5].
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Un aspecto que falta es la interpretacion fisica de los operadores y de los estados
resultantes de la formulacién de bucles. Si bien existe una transformacién que
relaciona los objetos del espacio de bucles con los del espacio usual de conexiones,
es formal y no siempre esta bien definida. Para obtener una mejor intuicién de esto,

podemos cuantizar en términos de bucles teorias conocidas como la de Maxwell y

la de Yang-Mills [6].

En este trabajo se estudia el grupo de bucles y el grupo de bucles extendido para
cuantizar la teorfa de Maxwell en el formalismo de bucles. Esto, con el objetivo
de obtener una mejor intuicién de los operadores y estados en la formulacion de

bucles, de forma que se pueda aplicar en teorfas mas complejas [7, 8].

Este trabajo se organiza de la siguiente forma: primero, se introduce la for-
mulacién Hamiltoniana de una teoria de calibre con ligaduras, en particular, las
teorias de Yang-Mills y de Maxwell. Se introduce el grupo de bucles y el grupo de
bucles extendido. Finalmente se cuantiza la teoria de Maxwell en la formulacion

de Maxwell.

Este trabajo se basa en el libro Loops, knots, gauge theories and quantum

gravity de R. Gambini y J. Pullin [4].
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Capitulo 2

Formulacion Hamiltoniana de las

teorias de Yang-Mills y Maxwell

Al inicio de los anos 70s aparecen las teorfas de Yang-Mills como teorias que des-
criben interacciones fundamentales. Hay dos resultados perturbativos importantes:
la unificacion del electromagnetismo y la interaccion débil y la demostracion de
que la teoria de Yang-Mills es renormalizable. Sin embargo, hay problemas que
requieren alternativas no-perturbativas. Uno de estos problemas es el de cuanti-
zacion de la relatividad general. Una alternativa es la representacion de bucles de

una teoria de calibre.

En este capitulo se discutiran varios resultados que, junto a las ideas sobre

bucles, ayudaran a introducir la idea de la representacién de bucles.



14
2.1. Formulacion hamiltoniana de un sistema con

ligaduras

2.1.1. Teoria clasica

El estudio de sistemas Hamiltonianos restringidos empezé con Dirac en 1950
[9]. En esta seccién revisaremos lo bdsico de este tema. Un tratamiento extensivo

se puede encontrar en [10, 11].

Usualmente los sistemas fisicos no estan descritos usando el minimo numero de
variables. En general hay cierto nivel de redundancia, que resulta en que el sistema
sea invariante bajo ciertas simetrias. Por ejemplo, la formulacién del electromag-
netismo es invariante bajo transformaciones de calibre del vector potencial. Lo que
sucede en general es que: dado un conjunto de informacion inicial, el resultado de la

evolucion no es tnica, es parte de una clase de configuraciones fisicas equivalentes.

Partimos de la accién

5= [ i) (2.)
donde L(g;, g;) es el lagrangiano del sistema. Introducimos el momento conjugado

. oL

el Hamiltoniano se obtiene a través de la transformacion de Legendre

H(g,p") =p'a; — L(g:, 4:(p")), (2.3)
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el cual depende tinicamente de las variables (g;, p’). Las ecuaciones de movimiento

SOo1

G = {Qi,H}

Di = {Pi, H}-

(2.4)

En muchos sistemas fisicos no se puede despejar las velocidades p; en términos
de los momentos conjugados p’. Esto implica que es suficiente si consideramos un
subespacio del espacio de fases, para esto usamos ligaduras. Las ligaduras son un

conjunto de relaciones de las variables canonicas de la forma

Hay ligaduras que aparecen directamente a partir de la transformacién de Legen-
dre de la formulacién lagrangiana, estas ligaduras se conocen como primarias. Las
ligaduras deben preservarse en el tiempo, al realizar este proceso pueden apare-
cer nuevas ligaduras, estas son conocidas como secundarias, que también deben

preservarse en el tiempo.

Hay otra distincién importante entre ligaduras. Una ligadura ¢, se dice que es
de primera clase si sus corchetes de Poisson con las demés ligaduras resultan en

una combinacién lineal de ligaduras

{6n, 0i} = CLios. (2.6)

Las ligaduras que no son cero ni combinacién lineal de ligaduras se les conoce como

de sequnda clase.
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En este trabajo nos centraremos tinicamente en ligaduras de primera clase. Esto

se debe a que las teorfas de interés inicamente presentan ligaduras de primera clase.

2.1.2. Cuantizacion de un sistema Hamiltoniano

El método para cuantizar un sistema Hamiltoniano con ligaduras de primera

clase fue introducido por Dirac [9]. El procedimiento consiste en cinco pasos:

e Seleccionar un algebra de objetos con las que se puede expresar cualquier
cantidad de interés fisico. Por ejemplo, las variables candnicas, con los corchetes

de Poisson.

e Representar el dlgebra como un conjunto de operadores que actian sobre un
espacio de funciones de onda I/ y promover los corchetes de Poisson a conmuta-
dores de operadores. Representando el algebra sobre funcionales de las variables
canénicas 1[q] y los operadores como ¢i[q] = q[q], pYlq] = —ih&ﬁ—gﬂ y la relacién

de conmutacion es [, p| = ih.

e Promover las ligaduras a operadores que actian sobre /. El espacio de solu-
ciones a las ligaduras es un subespacio de I/ y contiene las funciones de onda con

relevancia fisica. Llamaremos a este espacio V.

e Determinar la evolucién temporal del sistema a partir de la ecuacion de
Schrodinger
i— = Hy (2.7)
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donde H es el operador Hamiltoniano. Cabe destacar que la evolucién temporal

es unica dado que ya se impusieron las ligaduras sobre las funciones de onda.

e Introducir un producto punto en U tal que sea un espacio de Hilbert, los
observables se vuelven operadores autoadjuntos y las funciones de onda son nor-

malizables.

En el primer punto permitimos utilizar cualquier algebra, no solo el algebra

canonica. Esto es importante en la formulacién de la representacién de bucles.

2.1.3. Teoria clasica de Maxwell

El Hamiltoniano de la teoria es

1
H= 3 / &’z (E“E, + B*B,) (2.8)
donde B, = —%eabCF be también tenemos los campos A,(r) y E°(z), que cumplen
{Au(@), E*(y)} = 6,0°( — ), (2.9)

donde a,b = 1,2, 3. La unica ligadura de la teoria es la ley de Gauss abeliana

85 = 0. (2.10)

La ley de Gauss se resuelve considerando inicamente campos eléctricos trans-
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versales, B¢ (z). La teorfa puede ser reformulada en términos de los campos trans-

versales E% y AT, Este par cumple el corchete de Dirac

{As (), E(2)} = or (2 —y), (2.11)

donde la delta transversa es
5z — 1) = 086(x — y) — A998 (v — y), (2.12)

donde A~ es el inverso del Laplaciano. Para simplificar los célculos al cuantizar

el Hamiltoniano vamos a considerar AL y E% en el espacio de momentos

Tiy) = —d3k exp(ik - & kel (k K)e2(k
xaw—/“ﬁw bk - (Bl (F) + @E@],  (213)

B L L
Ei(z) = | ——— exp(ik - Z)[p*(k)e*(k) + p*(k)el(k)], 2.14
) = [ s PR DB 2 BAE]L 1
donde ¢4 (k) y e2(k) son vectores transversales y su dual en el espacio de momentos.

Estas cantidades estdn normalizadas k% = 0, efﬁl(lg)ef(lg) = 6%, eaA(E) = efﬁl(lg)* =

ed(—k). Ademds q(—k) = ¢"(k) y p(—k) = p* (k).

Invirtiendo estas relaciones llegamos a

qga(k) = / (\;%3 exp(—ik - Z)e% (k) AT (2), (2.15)

IWQZ/R%%wM%ﬁ@%®%ML (2.16)

con A = 1,2. Los qua(k), p*(k) capturan la informacién de los dos grados de
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libertad que describen los modos correspondientes a las dos posibles polarizaciones
del foton. Podemos formular la teoria en términos de estas variables. Los corchetes

de Poisson son

{aa(k).pP (K} = 650° (k- — 7). (2.17)

El Hamiltoniano queda como

= / Pr(pa(F)pA (= F) + |kPaalB)g (—F). (2.18)

Ahora introducimos las cantidades

pA@))) , (2.19)

a (k) =%< Flaa(=F) — i— pA(—/?))) (2.20)

Para que se cumpla (2.17), las cantidades a4 y a¥ deben cumplir con
{aa(k), al(K)} = —ibap6®(k — k), (2.21)

el Hamiltoniano, escrito en términos de a4 y %, tiene la forma de una coleccién

infinita de osciladores arménicos, uno por cada k.

H= /d3k|k|(a*c(/2)ac(/2) + %). (2.22)

A partir del estudio del sistema clésico, se puede usar el proceso mencionado en el

capitulo 2 para obtener la formulacion cuantica. En el siguiente capitulo se explora



la cuantizacién de la teoria en términos de bucles.
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Capitulo 3

Grupo de bucles

En esta seccion se introduce el concepto de holonomia y objetos relacionados
que nos seran importantes para describir una teoria de calibre. Vamos a definir
el grupo de bucles y sus generadores infinitesimales, lo que es fundamental para

describir teorias de calibre en términos de bucles.

Comenzamos considerando el conjunto de curvas continuas y suaves a trozos

parametrizadas sobre una variedad M. Una curva p es un mapa
p: 0,81 Uls1,89). .. [$Sn-1,1] = M (3.1)

suave en cada intervalo [s;, s;41] y continua en todo el dominio. Ahora, definimos

una operacion entre dos curvas p; y ps tal que el punto final de p; es el punto
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inicial de po:

p1(2s) para s € [0,1/2]
P1op2 = (3.2)
p2(2(s — 1/2)) para s € [1/2,1].

La curva que va en direccion opuesta es:

p~'(s) = p(1 - s). (3-3)

Puede ser suficiente usar curvas parametrizadas para construir el grupo de bu-
cles, pero la estructura de grupo no es evidente. Para una formulacién mas clara
vamos a trabajar con curvas no parametrizadas. Vamos a definir una relacién de
equivalencia de forma que las clases de equivalencia son independientes de la pa-

rametrizacion.

Definicién 3.0.1. Se dice que p1 es equivalente a py si existe una reparametriza-

cion diferenciable que preserva orientacion ¢ : [0,1] — [0, 1], tal que py = py o ¢.

La composicién de curvas no parametrizadas estd bien definida, i.e. es inde-

pendiente del representante

Ahora vamos a considerar curvas cerradas [, m, ..., que inician y terminan en
el mismo punto o. Vamos a denotar como L al conjunto de todas estas curvas
cerradas. Tenemos una operacion binaria [ o m y un elemento identidad definido
por la curva constante i(s) = o. Sin embargo, no forma un grupo dado que falta

el elemento inverso, dado que [ o7

Las holonomias estan asociadas con el transporte paralelo alrededor de una
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curva cerrada. En caso de un fibrado trivial ! la conexién es una uno forma con
entradas A, (con a = 1,2, 3) en un algebra de Lie sobre M. El transporte paralelo
alrededor de una curva cerrada [ € Ly es un mapa desde el fibrado sobre o hasta

si mismo definido por el exponencial ordenado,

Ha(l) = Pexp / A (y)dy". (3.4)

En el caso general de un fibrado principal P(M, G) con grupo G sobre la variedad
M el mapa de holinomia se define de la siguiente manera. Tomamos un punto o0
en el fibrado sobre o, usando la conexién A mandamos la curva cerrada [ en M a

una curva [ en P, tal que el punto inicial es

~

[(0) =6 (3.5)

y el punto final se da por

1(1) = 1(0)Ha(l), (3.6)

de esta forma se define H,4(l). La holonomia H,4 es elemento del grupo G y el

producto denota la accién derecha de G. La propiedad principal de H 4 es

HA(Z 9} m) = HA(Z)HA(m) (37)

Si reemplazamos el punto o en el fibrado sobre o por un punto ¢’ = 6¢g induce

la transformacion

H)(1) = g~ Ha(l)g (3-8)

IRevisar el apendice A para una definicién de estos conceptos.
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Para transformar el conjunto Ly en un grupo vamos a introducir una nueva
relacion de equivalencia. Vamos a identificar a las curvas cerradas que llevan a
la misma holonomia para toda conexién suave. Esto, dado que las curvas con
la misma holonomia llevan la misma informacién fisica de la teoria. Las clases
de equivalencia se les llama bucles, las vamos a denotar con letras griegas. Hay
varias definiciones para esta relacién de equivalencia, cada una tiene informacién

interesante para la estructura del grupo [12].

Definicién 3.0.2. Sea
Hy:L,— G (3.9)

el mapa de holonomia de una conexién A definido en el fibrado P(M,G). Dos

curvas l,m € L, son equivalentes | ~ m si y solo si

Ha(l) = Ha(m) (3.10)

para todo fibrado P(M,G) y una conezion suave A.

Definicién 3.0.3. A una curva cerradal se le llama drbol si existe una homotopia
desde | a la curva nula, en la cual la tmagen de la homotopia se incluye en la
imagen de l. Dos curvas cerradas [,m € Lo son equivalentes | ~ m si y solo si

Llom™! es un drbol [13].

Definicién 3.0.4. Dado las curvas cerradas | y m y tres curvas abiertas pr, ps y

q tal que

l=piopy (3 11)

m=piogoq ' ops
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entonces | ~ m.

En [14, 15] se muestra que las tres definiciones son equivalentes y las relaciones

de equivalencia estan bien definidas con la composicion.

A partir de esta relaciéon de equivalencia podemos definir el inverso de un
bucle. La composicion de una curva con su inverso da un arbol, que es equivalente

a la identidad, por lo que podemos escribir o o a™*

=1, donde ¢ es el conjunto de
curvas cerradas equivalentes a la curva nula y a~! es el conjunto de curvas cerradas

opuestas a las de a.

Vamos a denotar el conjunto de bucles al punto base o como L,, bajo la opera-
cion inducida por la composicion o. Por lo que, £, es un grupo, es conocido como

el grupo de bucles.

Todo homomorfismo £, — G, donde G es un grupo de Lie, define una ho-
lonomia, asociada con una conexién (no necesariamente suave). Imponiendo di-
ferenciabilidad en el homomorfismo obtenemos una conexién suave tal que H es

la holonomia de esta conexién. Dado que H es un homomorfismo, tenemos las

propiedades H(ao ) = H(a)H(B) y H(a™) = H(a) .

Vamos a trabajar con funciones continuas de bucles, para esto definimos la

topologia en el grupo de bucles.

Definicién 3.0.5. Se dice que un bucle o pertenece a la vecindad de (U (5)) si
existen dos curvas parametrizadas a(s) € a y b(s) € B tal que a(s) € Uc(b(s)) con

la topologia usual de curvas en una variedad [12].
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Es 1til definir una relacion de equivalencia para curvas abiertas. Dadas dos
curvas abiertas p? y ¢ desde el origen o hasta el punto x en la variedad, decimos
—1lz

que son equivalentes si y solo si p? o g, ** es un arbol, llamaremos a las relaciones

de equivalencia caminos y denotadas por letras griegas.

3.1. Generadores infinitesimal del grupo de bu-

cles

Vamos a considerar una representaciéon del grupo de bucles dado por operadores
que actian en funciones continuas. Vamos a introducir un conjunto de operadores

diferenciales que estan relacionados con los generadores infinitesimales del grupo.

3.1.1. La derivada de bucles

Consideremos una funcién de L, 1(y) continua y compleja. Queremos la varia-
cién cuando el bucle v cambia al introducir el bucle infinitesimal d con el punto
base en z conectado por un camino 72 al punto base de 7y, esto se muestra en la

figura 3.1.

dv

Figura 3.1: El bucle infinitesimal que define la derivada de bucle.
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Queremos ver como cambia la funcién cuando cambiamos el argumento de ~
a m¥ o dyomdory. Para esto consideramos una familia de bucles infinitesimales d~y
que contienen, en una carta de coordenadas en particular, la curva que se obtiene
al pasar el vector u®* desde x® hasta x® + e;u®, el vector v* desde x® + eov* hasta
% + equ® + eav?, el vector —u® desde z% 4 €;u® + €;v* hasta % + eov® v el vector

—v® desde 2% 4 e,v* hasta x%, denotamos este tipo de curvas como dudvdudv.

Dado un bucle v y un camino 7, asumiremos que la funcién (y) tiene la

siguiente expansion,

Y(my 06y omy oy) =t(y) + eu Qo) )Y(y) + 20" Pu(7y )1 ()

1

+ 56162(u“vb + v u?) S (72)ab () (3.12)
1

+ 56162@““1) — v"u”) A () h(7),

donde @, P, S, A son operadores diferenciales en el espacio de funciones (7).

Definicién 3.1.1. Se dice que la funcion es diferenciable si para cualquier camino
w2 y vectores u,v, la expansion unicamente depende del operador antisimétrico
Agp(T5)

U5 057018 07) = (1+ 50" () Awlm) (), (313)

donde 0% (x) = 2e165(ul®v?) es el elemento de drea que encierra el bucle 5. Se

conoce a Agp(m¥) como la derivada de bucles [16].

La motivacion para definir la derivada usando inicamente el operador antisime-
trico se basa en que: si dy es un arbol, entonces ) (r*odyomlo7y) = 1(7), esto para

todo camino 7% y vectores u y v. Ahora consideramos distintos casos, si €; es nulo,
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entonces ¥ (g odyomgoy) = ¥ (7)+exv Fo(m5)1b(7), pero psi(mgodyomgoy) = h(v),
por lo tanto P = 0, similarmente si e = 0 entonces () = 0 y si v y v son colineales
S = 0. La relevancia de del grupo de bucles y de la dependencia de un camino de

la derivada fue reconocida por Gambini y Trias [17].

Definicién 3.1.2. La derivada para una funcion de un camino abierto se define

como:

D5 0 5y 02 048) = (14 20™ (@) Aas(m5)(22). (3.14)

A partir de la definicién de derivada de bucles podemos estudiar ciertas pro-

piedades importantes.

3.1.2. Propiedades de la derivada de bucles

¢ Relaciones de conmutacién: Consideremos dos bucles infinitesimales

y 0ny dados por
dm = w2 0 Judvdudv o o y dng = X2 0 0qgdTrdqoT 0 X° (3.15)

con elementos de area

b

o’ = e1ea(u™” — v"ub) y 08P = ezeq(qr® — r°q") (3.16)
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Evaluamos la funcién en el bucle dn; o 615 0 017! 0 615 o v v usando la, definicién

de la derivada cuatro veces se obtiene

U(6m1 0 0 0 6y 0 01yt 0 y) = h(wE 0 Jubvdudv 0 T 0 by 0 b1y 0 dmy 0 7)
1
=(1+ 50?”Aab(ﬂ§))w(5m odn;todnyt o)

1 1
=(1+ 501" Aw(m5)) (1 + 505" Aca(x2))

2
(1= 50t Beg (w1 — 508 A (W) )

(3.17)

Expandiendo el producto e ignorando los términos de orden €?, tenemos

Y(dmr 0 0 0 Oy 0 6yt o)

1 1 1
= (1 5ot Aa(r2) + 505 Aca(X2) + 08B (72) 05D (1))

1. . 1 1. .
(1= 50 Beg(n) — 58" An(x) + 708 Ay (m)rd" By () ()

1 1 1
=(1+ §U?bﬁab(ﬂf) + EagdAcd(Xg) + ZU?bAab(Wf)UgdAcd(Xg)
1. . 1 . 1. o e
- §UlfAef<7To) — 505 Agn(xY) — 101fAef(7To)02dAcd(X‘g)

1. .
— 201" Aa(15) 08" Agn (xY) + ZalfAef(ﬂo)OghAgh<Xg))¢(7)

(3.18)
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Cancelando términos iguales se tiene

W (0my 0y 0 01yt 0 byt o)
= (1 08 A5 Bea(E) — o Ber ()5 Bl )
= (14 0108 (A () Aeai) — Dea ) D (52))
(3.19)

Finalmente llegamos a

1
V(om0 bngodnytodn, o) = (1+ Zafbagd[Aab(ﬂf), Aa(xX)ODw(vy)  (3.20)

Ahora definimos un camino de la siguiente forma
Xo = 0mioxy. (3.21)

Con esto podemos reescribir el bucle dn; 0§15 0 67yt 0 9, ' 0y en términos de este
nuevo camino

6y o6y 0 om; ! = Xy © 0q0TdqoT o XY, (3.22)

obtenemos la siguiente identidad en términos de las derivadas de bucle

P(dm1 0 0 0 6 0 81yt 0 y) = (XY 0 5qdrdgT 0 XY 0 0my "t 0 7)

1
= (14 508 B () — 505 Aeax)()

(3.23)
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Expandiendo el producto e ignorando los términos de orden €?. Considerando a

Ay, como una funcién de bucles y aplicando la derivada de bucles obtenemos
1
Aap(xg) = (14 501" Dea(m)) A (X5) (3.24)
reemplazando esto en la expresion anterior obtenemos

Y(8my 0 dmp 0 ;0 6yt o)

= (14 20814 Lot A () AW (1 — S0t Aus () (7)

2 2 2
1 1 1
= (14 508 Au(x) + 7080 Acalm)Aw(D(1 = 505 Acs ()(0) (3.25)
1 1 1
= (1+ 308 Au (1) — 505 Bealit) + 70805 AT A () ()
1
= (1+ 70805 Aa(m)[Aus (D7)

Juntando ambas expresiones para el conmutador se obtiene

[Aab(m5), Dea(XE)] = Aca(my)[Aab (X3)], (3.26)

de la misma forma tenemos que

[Aca(x5), Ban(m5)] = Aca(xf)[Dan(75)], (3.27)

por lo que, llegamos a

Aap(m5)[Aca(X3)] = —Dea(X8)[Aan ()] (3.28)
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Esto muestra la dependencia de la derivada de bucles en el camino escogido. De-
mostraremos que estas relaciones se pueden escribir como el conmutador de grupos,

cuando demostremos que la derivada de bucles es generadora del grupo de bucles.

Podemos ver esta relacién de conmutacién de una forma distinta usando un
operador dependiente de un bucle U(«) sobre el espacio de funciones de bucles, el

operador introduce una deformacién finita en el argumento de la funcion,
U(a)i(y) = ¢(aoy). (3.29)
Se puede definir una inversa para el operador,
Ul)=U(a™), (3.30)
y una ley de composicién
U(a)U(B)¢(v) = Ulao B)i(7). (3.31)

Ahora, al evaluar la derivada de bucles en el camino deformado a o 7¥, obtenemos
1
Ylaomodyontoa o) = (L+ o®Au(aom)oly)  (332)

donde 67 es el bucle infinitesimal asociado con el elemento de 4rea o%. Usando la
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definicién del operador U obtenemos

Ylaomodyontoa oy) =Ulayi(r odyomsoa o)
=U(a)(1+ %J“bAab(ﬂg))w(al o) (3.33)

= U(0)(1 + 50" Au(a))U(a) (1),

Llegamos a la identidad
Ag(aon®) = U(a)Ap(r5)U(a) ™, (3.34)

que muestra como transforma la derivada de bucles respecto a deformaciones finitas

del camino.

e Identidades de Bianchi: Para mostrar que la derivada de bucles cumple
relaciones similares a las identidades de Bianchi definimos un nuevo operador di-
ferencial conocido como la derivada covariante de Mandelstam, que actia sobre

funciones de caminos abiertos.

Definicién 3.1.3. Dada una funcion en un camino abierto (w%), una carta de
coordenadas en un punto x y un vector en la carta u®, definimos la derivada de
Mandelstam considerando el cambio de la funcion cuando el camino se extiende

desde © a x + eu por el camino infinitesimal du de la siguiente forma

Y(ms o ou) = (14 euDy)p(my). (3.35)

T+eu

Denotamos el nuevo camino como )

. Esto se muestra en la figura 3.2.
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Notando que eu® transforma como vector, se puede ver que D, transforma

como una l-forma.
28 x t+¢

du

o

Figura 3.2: El bucle infinitesimal para definir la derivada de Mandelstam.

La idea detras de las identidades de Bianchi es el borde de un borde es cero. En
el lenguaje de bucles, esto se puede expresar de la siguiente forma: consideramos
un arbol ¢, un representante de este arbol tiene la forma de una caja con lados du,

dv y dw conectada al origen por el camino 7%, esto se muestra en la figura 3.3. Las

o

Figura 3.3: El bucle infinitesimal que se usa para derivar las identidades de Bianchi.

identidades de Bianchi quedan como:

DCAab(ﬂ-g) + DaAbC(ﬂ-Z) + DbAca(ﬂ'g) =0 (336)

e Identidad de Ricci:

Proposicion 3.1.1. La conmutacion de las derivadas de Mandelstam cumplen con

la siguiente relacion con la derivada de bucles

[Da, Dolp(g) = Aap(my)th () (3.37)
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e Derivada de bucles como generadora del grupo: Vamos a demostrar
que, por la superposicion de derivadas de bucle podemos generar cualquier bucle
homotopico a la identidad. Sea 7(s) € 7 una curva parametrizada perteneciente
al bucle v con s € [0,1]. Consideramos una familia de bucles monoparametricos
n(t,s) que interpola de forma suave entre y(s) y la curva nula, tal que 7(0, s) es
la curva nula y n(1,s) = 7(s). Vamos a considerar las curvas n(1,s) = y(s) y
n(1—¢,s). Ambas curvas estan separadas por un area infinitesimal, usamos curvas

transversales de forma que los bucles infinitesimales d7; cubren el area.

LN\
(] \\

N
\

Figura 3.4: Construccién de un bucle a partir de la derivada de bucle.

Se puede expresar la curva 7(s) en términos de los bucles infinitesimales, dado

que las dos curvas estan separadas por un area infinitesimal

Y(s) = lm n(s,1 —€)odnio---odmn,, (3.38)

n—o0

Proposicion 3.1.2. Podemos expresar la funcion de bucles como

1
P(n(1)) = »(n(l —€)) + 6/0 dsij" (1 — €, s)n"(1 — €, 5) Aap(n(1 — €)5)p(n(1 — €)),

(3.39)
donden(t,s) = dn(t,s)/ds yn'(t,s) = dn(t,s)/dt e ignoramos la dependencia sobre

s por simplicidad.
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Repitiendo la misma construccién con los términos ¢ (n(1—¢)), se realiza el pro-
ceso hasta que la curva final es la identidad (7(0, s)), obtenemos una exponencial

ordenada.

(1, s)) = Texp / dt / dsi(1— e, $)1(1— € 8)Aup(n(1— €))0(n(0, 5)) (3.40)

donde la integral exterior esta ordenada en t. Este resultado es la version de bucles
de la formula de Stokes no abeliana [18] y permite generar un bucle homotopico a
la identidad a partir de la derivada de bucles. En este caso necesitamos un numero
infinito de generadores en la exponencial, a diferencia de un grupo de Lie. Podemos
escribir el conmutador de la derivada de bucles de la siguiente forma,

o1
[Aab(m5), Aca(X)] = Hm 25 (Aca(0m 0 X5) = Aca(X5)) (3.41)

Por lo que podemos ver que el conmutador del generador del grupo es similar a la

del grupo de Lie.

3.1.3. Derivada de conexién

En la seccion anterior introdujimos la derivada de bucles que tiene ciertas
propiedades similares a las de la curvatura en una teoria de calibre. Ahora vamos a
introducir un operador diferencial con propiedades similares a las de una conexién
o de potencial vector [12, 19]. Consideremos que la variedad estd cubierta por

Yo

parches sobrepuestos de coordenadas. Adherimos un camino m,° a cada parche de

coordenadas P’ que va desde el origen hasta el punto 3’ en P*. Introducimos una
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funcién continua con soporte en P! tal que asocia cada punto z en el parche un

camino 7% .
vl

Dado un vector u en x, la derivada de conexién de una funcién continua de un
bucle () se obtiene considerando la deformacién del bucle dado por el camino

yf) o 5 yf)
To O7Tyl- oCouoT

4w © Ty, €stO se muestra en la figura 3.5. El camino ou va desde
o o

z hasta x + eu.

Figura 3.5: Camino que define la derivada de conexién.

Se dice que la derivada de conexién ¢, existe y esta bien definida si la funcién
dependiente de bucles evaluada en el bucle deformado admite la expansion en

términos de eu® dada por

Y(rdoduomy, ,0v) = (14 eudy(x))v(y) (3.42)

)
donde 75 es el camino m5° o 77,
o

Si () tiene una derivada de bucles bien definida <= 1(7y) tiene una derivada

de conexion bien definida.

La derivada de conexién tiene similitudes con el potencial vector de una teoria

de calibre, una de las caracteristicas mas importantes del potencial vector es su
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Su

o

Figura 3.6: Camino que define la relacién entre la derivada de bucles y la derivada
de conexion.

dependencia en el calibre, esto también se puede ver, de cierto modo, en la derivada

de conexion.

La derivada de conexién depende del camino escogido. Consideremos la deriva-
da de conexién en un punto x y tenemos dos caminos que conectan el origen o con

el punto x 77 y x7. Consideramos dos caminos equivalentes en el grupo de bucles

o T+eu

om O Xoieu (3.43)

x o T o T
Xo © (S’U/ © Xz+eu - Xo © 7Tz © 7To © 5uﬂ-x+eu o

Introducimos un operador U(x) que depende del punto en la variedad , este se
construye a través del operador dependiente del bucle U(7) de la siguiente forma:

U(x) = U(x%0%). Esto nos da la identidad

(1+ eus)(2))(7) = U(x)(1 + eu s VU (2 + eu(7) (3.44)

y obtenemos el cambio del camino de la derivada de conexion

59 (z) = U(2)6™ (2)U () + U(2)9.U (). (3.45)

La cual es andloga a la ley de transformacion para una conexién de calibre bajo
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un cambio en el calibre.

La relacion usual entre la conexién y holonomias en una carta local de las
teorias de calibre se puede escribir en este lenguaje. Se puede usar incrementos

diferenciales para escribir un bucle. La expresién es la siguiente
v = lim §y; 007300 J7,, (3.46)
n—oo

donde §v; = 7y du;my Leu;> €sta relacion conecta el operador de deformacién con la

derivada de conexidn,

U(y) = lim (1 + (z2 — 21)%0a(@1)) X -+ X (1 + (21 — 21)"0a(2)). (3.47)

k—o00

Esta relacion se puede escribir como la exponencial ordenada

U() = Pexp ( / dy%(y)) . (3.48)

Otra vez, llegamos a una expresiéon similar a lo encontrado en teorias de calibre.
La expresion recuerda a la holonomia en términos de la exponencial ordena dad de
la conexion. A partir de estas similitudes, podemos encontrar una representacion

del grupo de bucles en términos de un grupo de calibre.
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3.2. Representacion del grupo de bucles

En las secciones anteriores obtuvimos relaciones entre los generadores del gru-
po de bucles, de forma independiente a cualquier representacién. Ahora vamos
a estudiarlos en el contexto de una representacion en términos de un grupo de

calibre.

Consideremos un homomorfismo del grupo de bucles hacia un grupo de calibre
G
H:Ly— G (3.49)

1.e.

v — H(v) (3.50)

tal que H(%)H(%) = H(% o 72>-

Consideramos en grupo de Lie SU(N), con N? — 1 generadores X' tal que
TrX® =0y cumplen
(X X9 = oY X, (3.51)

donde C,ij son las constantes de estructura del grupo. Vamos a asumir que la
derivada de bucles del homomorfismo existe y esta bien definida, esto nos permitira

definir objetos como la conexion y la curvatura a partir del lenguaje de bucles.

Vamos a estudiar el efecto de la derivada de conexién sobre H

(14 eudy(x))H(y) = H(noduony,  ,o0v)=H(rioduonl, )H(v), (3.52)

Tt+eu T+eu



41

o

o +eu ©s infinitesimal, es decir, esta en un vecindario muy pequenio

donde 72 oduom

de la identidad. Dado que H es continuo y diferenciable,

H(m%oduomn?, ) =1+ieuA,(x), (3.53)

T+eu

donde A,(x) es un elemento del dlgebra del grupo. Esto es, A,(z) = A’ X*. por lo

que se tiene,

Oa(x)H(y) = iAa(x)H(7). (3.54)
De forma similar
H(n®odyon®onr)=(1+ iga“bFab(x))H(y) (3.55)
Se tiene,
Aus(7EVH (7) = iFup(2)H(7) (3.56)

donde F); es un tensor antisemitico .

Consideremos un cambio en el camino 7%, dado que esto resultara en un cambio
en el calibre. Nétese que si cambiamos el camino por 727 — 77 o 7% o 7%, llegamos

a

F(ib = H(x)FabH_l(x)v (357)

donde H(z) = H(7[" o 7%). También tenemos la relacién entre la curvatura y el

potencial

Fop(w) = 04 Ap(2) — OpAa() + i[Aa, Ap). (3.58)
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De la misma forma para las transformaciones de calibre
Al(r) = H(x)Au(x)H (2) — iH(z)0H (). (3.59)
Aplicando el operador de deformacién U(n) sobre H(7y) obtenemos,

Un)H(y) = H(noy)=H(n)H(y), (3.60)

Usando la identidad (3.48) para el operador U(n),llegamos

Un)H(2) = Pexpl § dy6,(5) H(2), 361

n

usando la relacion entre la derivada de conexién 9, y el potencial A, llegamos a

H(n) = Pexpifdy“Aa(y). (3.62)

Esto muestra la relacién usual de la holonomia en términos del potencial A,.
Los caminos abiertos estan relacionados con campos materiales acoplados a
la teoria de calibre. Para esto, vamos a describir el campo material en el punto

x usando una funcién de un camino abierto ¥ (7?). La extensién de H se puede

definir como la composiciéon de un bucle con un camino,

Y(yomy) = H(y)Y(my). (3.63)

El camino escogido ayuda a escoger el calibre. Vamos a fijar una familia de caminos,

cada una asociada a cada punto de la variedad. En este sentido las funciones ¢ son
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funciones de los puntos etiquetada con el camino escogido 7, (™) (x). Si cambiamos

el camino 7% — 7 o w9 o w¥, obtenemos

/

U (2) = H(xl? o 7)™ (), (3.64)

La derivada de Mandelstam D, (definida en (3.35)) se comporta como la deri-
vada covariante usual de la teoria de calibre. Consideremos la accién de D, sobre

una funcién de un camino abierto

(1 + euDy)(m?) = (7% o du) = (n¥ o duowo, , o Tet)

o T+eu o

= (1+ eud, () (w2 ) (3.65)

= (14 eu,(x))(1 4 eu’dy)h(n?),

expandimos el producto y nos quedamos con los términos a primer orden, llegando

a la siguiente identidad

Datp(r2) = 0,00 () + Sa(x)h(x2), (3.66)

usando la relaciéon de la derivada d, con el potencial A, tenemos una identidad

similar a la derivada covariante

Dap(75) = 8up™ () + i Ay ()™ (). (3.67)

También tenemos la forma usual de la identidad de Ricci

[Da, Dy] = iFy, (3.68)
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En esta seccién mostramos como las teorias de calibre surgen como representacio-
nes del grupo de bucles. Notemos que las propiedades demostradas son indepen-
dientes del calibre. En el siguiente capitulo introduciremos nuevas técnicas para

trabajar con bucles en el contexto de teorias de calibre.
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Capitulo 4

Grupo de bucles extendido

Continuando con el objetivo de describir teorias de calibre en términos de bu-
cles, en este capitulo vamos a introducir técnicas que nos van a ayudar a describir
bucles. La idea es representar bucles usando objetos mas faciles de trabajar con
técnicas analiticas. Encontraremos que las cantidades, que inicialmente se intro-
ducen para describir bucles, tienen el potencial de reemplazar el grupo de bucles

y resultar en una nueva formulacién de la teoria.

4.1. Campos multitangentes

Toda la informacion invariante de calibre presente en un campo de calibre se
puede obtener a partir de la holonomia. Esto implica que la tnica informacién que

necesitamos saber de los bucles es la que se usa en la definicién de la holonomia
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Ha(y) = Pexp( ]{A dy> (4.1)

Se puede reescribir esta definicién de una forma mas explicita

[20],

v) =1+ Z i" / da? ... daxd Ay, (11) ... Ag, (0,) X (21, 0, y),  (4.2)

donde los objetos X dependientes del bucle se dan por

aj...a
Xty oo xn, )

j{dy / dy““--/ Ay o(wn — yn) - - 0(21 — 1) = (4.3)

fdy fdyan L. fdyl 5( yn)(S(xl _yl)@’y(oaybayn)
v

y ©,(0,y1,...,yn) es una funcién de Heaviside generalizada que ordena los puntos

sobre el camino empezando por el origen del bucle,

1, si0O<y; <y <...<uy,alolargo del bucle
0,0, y1,...,Yn) = (4.4)
0, de otra forma.

En (4.3) se define el objeto X, llamados los multitangentes de rango n del bucle
7. Al escribir la holonomia en esta forma podemos aislar la dependencia del bucle
en los multitangentes. Con el objetivo de simplificar calculos, vamos a introducir

la notacién

XHrbn (n) = XTFLnn (n) = XU (g 00w, ), (4.5)
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con p; = (a;x;). Los objetos X transforman como densidades multivectoriales bajo

las transformaciones de coordenadas que fijan el punto o fijo. En otras palabras
% = 2’ = D%x). (4.6)

Entonces

Oz Qa1 1

X @7 (D) = . .
ox't T Oxln J(xy) T J ()

Xblxl...bna:n (47)

donde J es el jacobiano de la transformacién.

Los X no son precisamente coordenadas, en el sentido de que no son indepen-
dientes. Estan restringidos por relaciones algebraicas y diferenciales. Las relaciones
algebraicas parten de relaciones que satisfacen la funciéon de Heaviside generaliza-

da,

@’7(07 Y1, Y2, 93) + 6'7(07 Y2, Y1, y3) + @’y(oa Y2,Ys3, ?/1) - 6’)/(07 Y2, y3)7
@’Y(Ov yl) - 17 (48)

@7(07 yhy?) + @7(07 yQayl) =1

Proposicion 4.1.1. Tenemos las relaciones entre los X,

XHkz xR — X Xk
(4.9)

X Mikans | XH2p s o X H2KsM — XM X 2k
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En general,

X B Pk 1B — ZXPk(#INn) — XMl X HhL e fin (4.10)

Py
Donde la suma es sobre todas las permutaciones de las variables p que preservan
el orden iy ... [ Y Mki1 - - - fbn €N SE Mismos. La notacion de los indices subrayados

para simbolizar permutacion.

Las restricciones diferenciales aseguran que que la holonomia tiene la transfor-

macién correcta bajo transformaciones de calibre.

Proposicion 4.1.2.

0
ox

)

Xalzl...ai:vi...anzn — (5(1‘@ _ Iifl> _ 6(1,1 _ miJrl))Xalzl..Aaiflxl‘flai+1xi+l...(lnfﬂn
(4.11)

En esta expresion, ambos xg y x,+1 representan el punto base del bucle.

A Tn

Cualquier densidad tensorial D1 que satisface esta restriccién se puede
colocar en (4.2) y se obtiene un objeto que transforma bien bajo transformacio-
nes de calibre. Por esto, se puede trabajar con densidades multitensoriales para
construir objetos invariantes de calibre. Llamamos D, al espacio de multitensores
que satisfacen la restriccion diferencial. A partir de esta construccion podemos

representar las teorias de calibre tinicamente en términos de las densidades multi-

tensoriales.
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4.2. El grupo de bucles extendido

El grupo de bucles no es un grupo de Lie dado que no existe un subgrupo
monoparametrico (dado que solo podemos definir potencias enteras de los gene-
radores), es decir, no existe un difeomorfismo local hacia un subconjunto de R™.
Esto hace que grupo no sea una variedad. En esta seccion vamos a introducir un
grupo de Lie tal que el grupo de bucles es un subgrupo del mismo, esto nos va a

ayudar a usar las propiedades de los grupos de Lie para estudiar bucles.

El grupo de bucles especial extendido

Definicién 4.2.1. Consideremos densidades multitensoriales reales arbitrarias,

definimos la cantidad E como
E=(E,E", ... EMt )= (E,E), (4.12)

donde E es un numero real y E*" es una densidad multivectorial.

El conjunto de todos los E forma un espacio vectorial, denotado por £. Intro-
ducimos una multiplicacién en £ de la siguiente forma: dados dos vectores E; y

E, definimos E; x E5 como el vector con componentes

E1 X E2 = (ElEQ, Elﬁg + ElEg + El X EQ) (413)
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donde El X EQ esta dado por

(B, x Ey)rartn = nz_l [t ik, (4.14)
i=1
Escribiendo en componentes
(Ep x Eg)tt#n = z": Bt ittt (4.15)
i=0
Con la convencion
EHrHo = pfnttletin — [ (4.16)

Proposicion 4.2.1. El producto es asociativo y distributivo con respecto a la suma

de vectores.

Existe un elemento nulo (el vector nulo) y una identidad dada por

I=(1,0,...,0,...). (4.17)

Existe un elemento inverso para toco vector con su componente cero no nula

E"'=FE'T+) (-1)E "' (E - EI), (4.18)
=1
tal que
ExE'=E!'xE. (4.19)

A partir de las proposiciones anteriores llegamos a que el conjunto de todos los

vectores E forma un grupo con el producto x. El producto x tiene una propiedad
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interesante cuando se le restringe a multitangentes. En este caso se corresponde a

la composicion de bucles,

X (1) x X(72) = X(71 072), (4.20)

donde x(y) = (1, z#Fn(v),...).

Esta identidad nos da una relacion entre el producto x y la composicion de
bucles, lo que nos puede dar una generalizacién para composicién entre bucles sin

el mismo punto base o un camino con un bucle en el punto final.

Vamos a centrar nuestra atencién en multitensores que cumplen las restricciones
algebraicas y diferenciales. Consideremos que conjunto de vectores X C &£ que
tienen la componente cero igual a uno, X = (1, X). El conjunto X es cerrado bajo
la ley de composicién x, por lo que es un subgrupo de £ conocido como grupo de

bucles extendido especial Sel.
e Restriccion algebraica

Consideremos las componentes de la suma de permutaciones del producto
(X X XMLttty 1ot — (X”l + )?2 +)Z*'1 « )?2>/J1~~~ﬂkﬂk+lm,un. (4.21)

Consideremos

—_

(X"l % XQ)N1~~-HIQILI€+1-~/JTL — <X17X2)¢1---Mkuk+1---ﬂn (422>

1

3
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[P o1 i i
con (X1, X»); "= Xt XREr S Se puede ver que

min(s,k)
Hi--HEHE41---Hn M1 P41 —n yHntl-HEk4+1HE4i—n+1---Hn
(X1, Xo); =) e gt . (4.23)
n=méx (0,k+i—n)

donde usamos la notacién XHnt1--Hikj--bm — X Hj--Hmbitl-ti — XHj--Fm = Ahora su-

mamos sobre ¢, operando, obtenemos

(X x Kyptsbcrsetin = XK ¢ Ky o KyJttn
+ X5 [)?1 X Xy + )?1]#’““'”“" (4.24)

(X % Xo) Ry x Ky 4 Ky 4 Kgfpsion,

reemplazando (4.24) en (4.22) llegamos a

(Xy X X JHLostebhstootin. — XTH1---Hk [Xl % X’2 _|_)_('2]Mk+1..-un _‘_XM%H-..M
+ XX X o Xy e g YR (4.25)

(X X Xt [Ty x Ty + Ky 4 Byt

usando la restriccion algebraica sobre X; y X,

(Xl X X2)Muk+l-nﬂn — X{LL..IJ«k [X’-l X )?2 + X’2]uk+1...un _'_ X{leukX:{jlkJrlmun
+ X;l'"‘uk [X:l X )?2 + Xl]“kﬂmﬂn + X;1~--#kX£‘k+l--~,U«n
(X0 X X[y x Ty 4 Xy XgJiesrein

(4.26)

obtenemos que

(Xl X X2>Mﬂk+1m#n = (Xl X )(2)'“’1""1”C (Xl X XQ)'uk”"un. (427)
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A partir de las propiedades anteriores se puede llegar a que hay un subgrupo de
SeLL isomorfo al grupo de bucles. Ademas, Sel. es una estructura mas general que

el grupo de bucles.

Ademas,

XA x XH = XM# (4.28)

Llegamos a que el conjunto {X* A € R X € X} definen un subgrupo abeliano
de un pardmetro. Si A no es entero, entonces X* no es multitangente si X es
multitangente. Una representacién matricial del grupo SeL se genera a través de
extension de la holonomia. La holonomia extendida esta asociada con una conexiéon

no abeliana A,, = A,(z) se define a H4(X) = A - X, donde

A= (1iAgy, . i Ag s )
(4.29)
X

ajri al1xy1...anT
(1, X0m . Xowanen )

El punto - actia como una convencion de Einstein generalizada, en la que se suma

sobre los indices a; y se integra sobre los indices x;. Tenemos que

Ha(X1)Ha(X2) = Z Z ijAMl---ukAukﬂ...Mijl'"“ngk“”'“j

k=0 j=k

St (S g ) <k

j=0 j=0

(4.30)

La correspondencia X — H 4(X) da una representacion del grupo SeL: en un grupo
de calibre en particular. Demostramos que hay un subgrupo monoparametrico de

SeL.. Estudiando sus propiedades podemos encontrar un algebra asociada a SelL.
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Generadores SeL

Consideremos un subgrupo monoparametrico X* y supongamos que aumenta-

mos A por una cantidad infinitesimal. Escribimos

A-dA A d\ >\ dXA

tomando A = 0 obtenemos

X =14 Fd), (4.32)

donde

= dXA|A o= ( Z ) — (0, F). (4.33)

Reemplazando (4.32) en (4.31) obtenemos la siguiente ecuacién diferencial para

los elementos de X*

dxX*
W:XAXF:FXXA. (4.34)

Efectivamente podemos escribir (4.33), (la derivada evaluada en 0 como la serie).

Ademds, se cumple la ecuacién (4.34).

Esta ecuacién puede integrarse iterativamente y resulta

A —~ A\ ntl g M An Ani1
XM =1+ ZEF +F o [ dN | dhge - Ay X 1 (4.35)
_ 0 0 0

Este proceso se detiene para cualquier componente de rango finito n (F*"™! =



95

F x 71 x F = 0 en este caso). Por lo tanto,
XM =T+ Z=F"=exp(\F). (4.36)

Podemos concluir que el vector F dado por (4.33) es el generador del subgrupo

monoparametrico {X*}.

El vector F satisface la restriccién diferencial y la restriccién algebraica ho-

mogénea, (X HLPkHk+1Hn—()),

El conjunto de todos los F' que satisfacen la restriccion diferencial y la restric-
cion algebraica homogénea forman un espacio vectorial F. Se puede definir una

operacién bilineal en F de la siguiente forma,
[Fl,F2] = F1 X F2 — F2 X Fl para todo Fl, Fz e F. (437)

Esta operacién es cerrada en F. El espacio vectorial F y la operacién (4.37) forman

un algebra de Lie asociada con el grupo SeL.

4.3. Coordenadas de bucles

Las cantidades X no se pueden especificar libremente, dado que satisfacen
las restricciones diferenciales y algebraica. Por esto, es importante encontrar el
algebra del grupo, dado que usando los parametros libres podemos encontrar las

multitangentes que podemos especificar libremente. En la seccién anterior defini-
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mos los objetos F que, en lugar de la restriccién algebraica, cumplen la restriccion
algebraica homogénea. Se obtiene una solucién de las restricciones algebraicas y

homogéneas de la siguiente forma
X = exp(F). (4.38)

El objetivo principal de esta seccién es encontrar una forma de obtener los F (por

tanto los X) a partir de objetos que se pueden especificar libremente.

Tensores transversales

La nocién de transversalidad (divergencia igual a cero) esta bien definida para
densidades vectoriales, dado que podemos calcular la divergencia sin introducir
una métrica externa. Vamos a introducir la nocién de proyectores transversales y

longitudinales en el espacio de densidades multivectoriales.

Definiciéon 4.3.1. Dados dos campos transversales V* y W se puede definir el
producto interno
g(V,W) = / PaVeAY

(4.39)
BV = 9,W* =0

donde AV es un "potencial”definido de la siguiente forma. Construimos una 2-
forma W, = € W€. Esta 2-forma es de rotacional nulo, 0, .-Way, por la transver-

sabilidad de W°. Por lo que, podemos definir una 1-forma A por a[bAZI]/ =W



o7

Esta 1-forma esta bien definida mas la adicién del gradiente de una funcion, es
decir, la funcién AY + 9, resulta el mismo campo W . pero el producto interno
(4.39) esta bien definido dado que la adicién de un gradiente a AY solo contribuye
una divergencia total. Nétese que ni Wy, ni ¢ cambian si se le anade un gradiente

a AV, ademds 9, Wi

Este producto interno genera un métrica

9V, W) = Go aupy VW™ (4.40)

Si fijamos a A con 9°AY = 0 la métrica tiene la forma

1 xc_yc
axby = ——€abe = . 4.41
90 axby 47r6 b |x—y|3 ( )

A partir de la definicién (4.40) y la transversalidad de V¢ y W, llegamos a que

la métrica estd definida excepto por gradientes,

Gaxby = 90 axby + Pazy,b + Poyz,a- (442>

Los proyectores transversales y longitudinales se pueden escribir en términos de g

y de su inversa en el espacio transverso,

g™ = 9,8z — y). (4.43)
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Definimos las cantidades d7 y 07, (deltas de Dirac transversa y longitudinal) como

ax — _azxcz
5T by =4 Gezby

v (4.44)

ax — sax ax
5L by — by — 5T by

donde 0** p, = 6% ,0(z — y). La deltas tienen las propiedades

5Tup6TpV:5TMV7
5L'up5LpV:5Luu; (445)

op " por 7y =or" 007, =0,

donde las variables griegas indican una dependencia de alguna variable continua y
un indice discreto (e.g. 4 = x,a). Ademds, usando la forma explicita de la métrica,

se tiene que

ax ax
6L by — Qb y,bs

donde (4.46)

0
%wa y=—0(z—y)

La ambigiiedad de la definicién de la métrica induce una ambigiiedad en la
descomposicion en partes transversales y longitudinales. Cada funcién ¢ que sa-
tisface (4.46) determina una prescripcién de la descomposicién. Es importante
notar que los campos tranversos y la métrica covariantes son independientes de la

perscripcion.
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Proposicion 4.3.1. En el caso particular en que la métrica transversa es gy te-

nemos

19 1

b Y7 4w a0 [z — y|’
00, 1
A |z —y

(4.47)
0o 7 by = 0" by +

Un proyector transverso que actia sobre el espacio vectorial £ de densidades
multitensoriales se puede introducir a través de la matriz d7, definida como

(5T HLeofim V1...Um = 5n,m5T 'LLl vy o 5T fin v

m

(4.48)

Dada una densidad multivectorial E se puede construir otra densidad multivecto-
rial E7 que es transversa, en otras palabras, que satisface la parte homogénea de

la restriccion diferencial de la siguiente forma

Er = 67 - E. (4.49)

Los vectores E7 cumplen la restriccion diferencial homogénea. El conjunto de
todos los Er forman un espacio vectorial £&p. La definicién de E+ no es tnica, sino

que depende de la prescripcion del proyector.

Se puede notar que d7 no es invertible en general. Sin embargo, se puede invertir

en un subespacio de £p, las densidades multitensoriales que satisfacen la restriccion
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diferencial. Para ver esto evaluamos

E%l...lin S LS. LI o S (4.50)

Usando la identidad que define los proyectores, con la restriccién diferencial y

recordando que el componente de rango uno de E es transversa, llegamos

ED =0 - ET. (451)

Las cantidades o depende unicamente de la funcién ¢ que caracteriza la eleccion

de descomposicion en partes longitudinales y tranversales,

(

O A sim=n
1o, — ;
— 1. 1---Pn—1 .
o VieVm B O Ty SIE< (4.52)
0 sim > n,

con

ClYl.--Cn—1Yn—1 C1Y1--Cj—1Yj—1 Y5 y;—1 CjYj--Cn—1Yn—1

n
a1T1...QnTn = § 50,11‘1...(1]'_133]'_1 ( a;xrj ¢ajxj ) 5T Aj41Tj41..-nTn (4 53)
7j=1

De nuevo, esta definicién no es tnica ya que depende de la prescripcion. Sin em-
bargo, empezando de un Ep dado, se puede construir un Er y se reconstruye el

Ep original aplicando o.

Una propiedad crucial es que las cantidades o satisfacen la restriccién diferen-

cial en sus indices superiores. Esto es, dado una densidad multitensorial transversa
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Er, se puede construir una solucién de la restriccién diferencial, aplicando (4.51).

Las cantidades o tiene las propiedades de transversalidad

(4.54)

Esto implica que, dado cualquier multitensor E, la cantidad ¢-E es una solucién
de la restriccién diferencial. Bajo el cambio de prescripcién ¢ ** , — ¢ ¥

obtenemos o[¢9] que satisface

ol¢1] = ofgo] - o] (4.55)

Las operaciones d7 y o definen un isomorfismo entre espacios vectoriales, £p el

espacio de multitensores que resuelve la restriccion diferencial y £ a través de

Er = o7 - Ep,
(4.56)
ED =0 - ET—

Por el isomorfismo puede introducirse el producto en el espacio vectorial £p, dado
por

]ED1 X ED2 =0 - (]37’*1 X ETQ)' (457)
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Coordenadas de bucles libres

Podemos generar una solucion de las restricciones diferencial y algebraica X

considerando

X =exp (F) (4.58)

pero, F debe satisfacer la restricciéon diferencial y la restriccion algebraica ho-

mogénea.

Consideremos un multitensor transverso arbitrario E;. Aplicando lo de la sec-
cion anterior, tenemos que o - Ep satisface la restriccion diferencial. Desafortuna-

damente, no satisface la restriccion homogénea.

Para arreglar esto, definimos la matriz

3
—

n—=k
n

(H1--Hn — SHL---tin vy (_1)k5M1~~~Mkﬂk+l‘Nn

Vet (4.59)

e
Il

1

donde
(4.60)

n*

grtn = 5n7m5u1 by O,

Proposicion 4.3.2. La matriz Q) tiene la siguiente propiedad: satisface la restric-

cion algebraica homogénea en los indices superiores.

A partir de esto, podemos decir que €2 es un proyector. Dado un vector arbi-
trario E, 2 - E es un objeto que cumple la restricciéon algebraica homogénea. En

particular, tenemos F = Q) - F.
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Vamos a introducir el siguiente conjunto de vectores

—

Sul...um = (O7Su1...um) (461>
con
S=(0-9) (4.62)
explicitamente, tenemos
(Sul...um)ulmun - O.M1-~~Mn al...alQalmal Vl..Vm* (463>

Dado una densidad multivectorial E, proyectando con & obtenemos un elemento de
F. Con la exponencial de este elemento, obtenemos una solucién de las restricciones

diferenciales y algebraicas. Consideremos,

X =exp(S-E). (4.64)

Obtenemos que E no esta restringido, por lo que podemos escogerlo libremente.
Esta expresién es la usual entre los elementos de un grupo de Lie (X), una base

de generadores S y los pardmetros libres (E).

No nos interesa la parte de un vector que no satisface las restricciones (por el
proyector), Por lo que, nos vamos a centrar en el conjunto de vectores transversales
Y que satisfacen las restricciones diferencial y algebraica. Vamos a llamar ) a este

conjunto,
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Ye)Y < Y =07 Yy VYalittibn —( 1 <k <n. (4.65)
Los elementos de ) estan relacionados con los elementos de F por
Y =6r-F. (4.66)

Cuando estudiamos multitangentes, a los Y se les conoce como “coordenadas de

bucle”.

4.3.1. Accién de los operadores diferenciales

Vamos a estudiar la accién de la derivada de bucles sobre las coordenadas de
bucles. Empezamos calculando la accién de la derivada de bucles en un campo

multitangente. Usando la definicién de la derivada de bucles
1
(1+ §JabAab(7T§))Xa1“’1"'“”w" (7) = X@#-nn (72 o udvdudv o w2 o vy), (4.67)

recordando la relacion entre el producto x y la composiciéon de bucles, podemos
escribir

XOTantn (12 o SuSpsudv o 100 ) =

(4.68)
(X(72) x X, (6udvoudv) x X(mg) x X(ry))ret-antn,
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Notemos que X, (dudvdudv) es una multitangente con su punto base en z, por lo
que usamos la definicién de las multitangentes para evaluar X (dudvdudv). Vamos
a calcular cada orden. Empezamos con la multitangente de primer orden

X, (Sudvdudv)m ™ = jf

Ay 5y — 1) + f a5y — )
ou

ov (4.69)
+% dyy*6(x1 — y1) +j§ dyy*0(x1 — y1).
ou ov

Integrando sobre los bucles infinitesimales obtenemos

X, (0udvdudv) ™t = equ®d(xy — 2) + €av™ (1 + € + lu — 2)

(4.70)
— e uM(xy + u + v — 2) — 0" (21 + €2V — 2)
expandimos las deltas de Dirac
§(x1 +eu— 2) = 0(xy — 2) + eu 06 (21 — 2), (4.71)

S(zy + eu+ ev — 2) = 6(w1 — 2) + eul A (z1 — 2) + v’ (wy — 2),  (4.72)
§(zy + v — 2) = §(z1 — 2) + 20" (21 — 2). (4.73)
Usando esto calculamos X, (dudvdudv)*
X, (0udvdudn) ™™ = eu™d(x; — 2) + eu™26(x; — 2) + 1620 Ul (2, — 2)

— qu™(x) — 2) — e1eu VPO (21 — 2) — 06 (zy — 2),

(4.74)
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los términos lineales se cancelan y nos quedamos con los términos €;€5, obtenemos
X, (0udvdudn)™™ = e;eauuldyd(zy — 2) — erequ™ vy (11 — 2), (4.75)

reescribiendo

1
X, (dudvdudv) ™t = éaabéggcdc(xl —z), (4.76)

donde 0™ = 2¢16ul*0", usamos la delta antisimétrica 65 = 1(650¢ — 6507) v

de(r —2)=0.0(x — 2).

Agp(m5) X (y) = 0540 (21 — 2). (4.77)
Similarmente para la multitangente de ordenes superiores

Dap(mg) XN () = 64"20 (01 — 2)0 (w2 — 2) + 0550 (w2 — 2) XM (7) (478)

+0g 0 (w1 — 2) X% (77 0 ),
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Aa,b(ﬂ—g)Xalmlmanmn (’Y) — 52505’6(1,1 o Z)XGQI2...an£Bn (772 o ’Y)
+ Ogp 0c(Tp — 2) XNttt (w0) 00326 (w1 — 2)0 (w2 — 2) X W4 (7 0 9)

“I'_ 5an lan(g(l‘n_l _ Z)5($n _ Z)XUJllTl---anf?l’nf? (ﬂ-;)

+ Z 5aj+1c ZE]+1 _ Z)Xala:l ajx]( j)Xaj+2xj+2...anxn (7_[_2 o ’7)

+ Z 5a3+1a1+25 917]+1 o 2)5($j+2 o Z)Xalzm...ajxj (Wj)Xaj+3xj+3.,.anxn (7'('2 o 7)

(4.79)

En términos de estas expresiones se puede reescribir la accién de los deméds opera-

dores diferenciales.
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Capitulo 5

Cuantizacion de la teoria libre de
Maxwell en la formulacion del

grupo de bucles

En este capitulo vamos a estudiar la cuantizacion de la teoria libre de Maxwell.
Es un problema de menor complejidad que se puede resolver con los métodos
usuales, sin embargo, nos puede dar una mejor intuicién del significado fisico de
los bucles. También se muestra que, efectivamente, llegamos los mismos resultados
que usando otros métodos de cuantizacion. La teoria de Maxwell fue formulada en
terminos de bucles por primera vez por Gambini y Trias [21]. En [8, 22| se puede

encontrar una discusion de la solucion de vacio y otras propiedades.
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5.1. El grupo de bucles abeliano

La teoria de Maxwell es abeliana, por lo que es suficiente considerar un sub-
grupo abeliano del grupo de bucles. Esto ayudara a simplificar el tratamiento de

la teoria.

Vamos a empezar considerando elementos del grupo de bucles de la forma:

k=vyonoy ton (5.1)

Esta claro que el conjunto de estos elementos forman un subgrupo del grupo de
bucles, el cual se denota como L.omm. Se puede ver que Le.omm forma un grupo

normal, es decir dado k € Leomm,
fy OK O ,y—l E Lcomm \V/r}/ 6 Ecomm~ (5‘2>

A partir del grupo normal, podemos definir el grupo cociente denotado por £ 4 =

L/ L comm- Introducimos la relacién de equivalencia
Y~ = yon ' =K E Loomm. (5.3)

La interpretacién intuitiva de esta relacion de equivalencia es que identificamos los
elementos de L., con la identidad. La siguiente propiedad se sigue inmediata-
mente de la naturaleza de la clase de equivalencia definida en el subgrupo. Si 77 y

2 pertenecen a L per,

71972 = Y2907, (5-4)
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Es decir, £ 4p €s un grupo abeliano.

Las teorias de calibre son representaciones del grupo de bucles. Consideremos
representaciones del grupo abeliano que construimos. Necesitamos matrices H (%)

tal que

H(%)H(%) = H(% 0y2) = H(yom)= H(%)H(%) (5.5)

para todo bucle 71, ¥2. Si queremos una representacion unitaria, la inica posibilidad

es U(1).
Cualquier representacién del grupo de bucles, se puede escribir como
Ha0) = (i f ). (5.6

en este caso A,(y) es un numero real. Por lo que

Ha(y) = Walv). (5.7)

Wa(7) depende en el bucle v inicamente por la circulacién de A,. En términos de

las coordenadas de bucles podemos escribir,

Faran) = [ @2a2x00). (5.9)

Cabe destacar que la representacion unicamente depende en la multitangente de
primer orden. Esto induce ciertas propiedades que no se cumplen en general. Por
ejemplo, W (7% oy, omy on,) = W (v, 0n,), donde vy es un bucle con punto base en

y, m¥ es un camino arbitrario y 7, es un bucle con punto base en z. Esto implica
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que, para una deformacion infinitesimal

W (72 0 dudvdudv o w2 o y) = W (dudvdudv o 7). (5.9)

Esto implica que las derivadas de bucle tinicamente dependen del punto base, ya

no del camino Ay (77) — Agp(x).

El siguiente resultado se sigue inmediatamente de la conmutatividad del grupo

Proposicion 5.1.1. La derivadas de bucle conmutan

[Aub(2), Acaly)] = 0, (5.10)

y las identidades de Bianchi se pueden expresar como

a[aAbc](I) = 0. (5.11)

5.1.1. Representacion de bucles

En esta seccién vamos a introducir la representacion de bucles. Para el caso
abeliano es sencillo encontrar un algebra no candnica de objetos invariantes de
calibre que contienen toda la informacién fisica en términos del bucle de Wilson y

el campo eléctrico [23, 24]. Introducimos los operadores

T(n) =W(n), (5.12)

T(nz) = E*(x)W(n), (5.13)
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que satisfacen el algebra no candnica

{T(n), T(v)} =0, (5.14)
{1(v;), T(n)} = =X (n)W(n o), (5.15)
{T(v2), T"(n¥)} = =i X (n)T"(y o m) +iX™ () T*(n 0 ). (5.16)

La base de la representacién cuantica del algebra consiste en un espacio de funcio-

nes de onda dependientes de un bucle

T(n)(y) =v(n " o), (5.17)

T (n3)(y) = X“ () (n~" o), (5.18)
Se puede expresar el campo eléctrico y el tensor de Maxwell de la siguiente forma

~

Fop = —i8g(2)T(7) =0 (5.19)

A

B =T(v3) =0, (5.20)
donde ¢ es el bucle identidad.

Esto ayuda a expresar la representacion de bucles como

Fup(v) = —ilap(2)i(7), (5.21)

A

E4@)y(7) = X ()9 (7). (5.22)
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De esta forma se puede interpretar a los bucles como lineas de flujo eléctrico.
Unicamente ob jetos invariantes de calibre surgen naturalmente de la representacién
de bucles. Los objetos dependientes de calibre se pueden introducir usando la
derivada de conexién definida en secciones anteriores, la dependencia de calibre

surge por la dependencia de un camino de la derivada de conexion.

La relacién de conmutacion entre E'y F' es
[ch(y)7 EAa(x)] = _Zaflcad}é(‘r - y)7 (523>

la cual se sigue de la derivada de bucle de la multitangente de primer orden, que

calculamos en la seccién 4
Acg(y) X () = 5&861}(5(;1: — 7). (5.24)

Se puede escribir el Hamiltoniano en términos de bucles. El termino del campo

eléctrico se puede escribir en términos de dos integrales de camino

~

E(2)EL(2)0(7) = nap X () X (7)0 (7). (5.25)

El termino del campo magnético se puede escribir en términos de derivadas de

bucles

N

B (@) Bl () = — 50 D () Bea(a) (7). (5.26)
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Por lo que la ecuacion de valores propios del Hamiltoniano es

A60) = [ @ (g @) dula) + FrX0)X0)) 60) = o).
(5.27)

El segundo termino se puede escribir como

/ FPr X (1) X (y)(y) = j{ dy* j{ dy”5(y — ¥ )nast(7) (5.28)

v v

la cual, después de regularizar es proporcional a la longitud del bucle ~.

Ahora vamos a estudiar el estado base y los estados excitados del sistema.

Proponemos un estado de tipo gausiano de la siguiente forma

o(y) = exp <—%j{dya]§dy/b[(ab(y _ y')>
1

= exp <_ 5 X (7) X (V)Kazby> (5.29)

ahora, el problema se reduce a encontrar K,.,,. Vamos a determinar el estado
base a partir de los operadores de creacion y aniquilacién y encontrando el estado
que es nulo al aplicar el operador de aniquilacion. Para esto vamos a necesitar
los operadores ¢ y p, los cuales se obtienen a partir de A;T Podemos calcular AAE

usando la siguiente relacion clasica

0"Fy = AAL, (5.30)
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donde A es el Laplaciano, en términos de la derivada de bucle tenemos

AT(2)0(7) = ~i 0 Buf@) (7). (5.31)

En términos de esta expresion, el operador ga(k) es,

ik = —de exp(—ik - T)es qk—b T
qa(k)v(y) = Jon p(—ik - 7) A(k)|E|2Aab< )Y (7)- (5.32)
De la misma forma el operador p(k) es
A E)0() = % exp(—iF - D BX (7). (533)

Por lo tanto, los operadores de creacién y aniquilacion en la representacion de

bucles son
- d>x - S kb
~T . -\ _a
ay(k) = [ ——=—=(exp(—ik - Z)e} (k) =—Au(z)
(27T)3 |l€|3/2 (534)
— 1 T exp(—ik - ©)eqa (k)X (7)),
- d3x - S kb
as(k) = | ——(exp(—ik - 2)e% (k) =—Au(x
A( ) \/W( p( ) A( )|]€|3/2 b( ) (5 35>
- 1 7 7 ax .
+1 ’E|1/2 exp(—zk‘ ' x)eaA(k:)X (’7))

Aplicamos (5.35) en (5.29) e igualamos a cero para calcular K,,. Es decir, impo-

nemos que d4(k)o(y) = 0. La aplicacién del primer termino del operador sobre
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el estado base es

dS
—i/ - exp(—ik - Z)e% () v/ k| X% (7) K aany 0 (7). (5.36)

(2m)

w

Llegamos a Kz, de forma que esto se cancele con el segundo termino

3
ab d
K axby —

V(2m)3 |Q|

Xp(—iq - (T =) (5.37)

De esta forma, usando el operador de creacién obtenemos el primer estado

excitado

0= | o

Esta expresion se puede hacer mas compacta en el espacio de momentos. La trans-

exp(—ik - )eqa (k)X (7)1ho(7) (5.38)

formada de Fourier de la multitangente es

X% () = exp(—ik - T) X" (v), (5.39)

/ET

el primer estado excitado es

i -Wam%a%xwwwy (5.40)

Este estado corresponde al fotén de momento k y polarizacion A. Los objetos
X% (5) se llaman factores de forma del bucle. Los factores de forma son transver-

sales

k. X (v) = 0. (5.41)
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Sus uinicas componentes relevantes son las proyecciones sobre los vectores de

polarizacion.

El estado para n fotones es

- - 1 - -
AT R Ann) () = ( ean, (k)X ... —— eaAn(kn)Xak"> Uo(v). (5.42)

|El|1/2 |k1|1/2

Los estados coherentes en esta representacién estan dados por

PO () = W (v, Ao (7), (5.43)

donde W (v, A) es el bucle de Wilson a lo largo de v con una conexién A. Se puede

ver que este estado es un estado propio del operador de aniquilacion con valor
propio

VA —

a = ——e4 (k)K" Fo (k). 5.44

T AR Ealh (5.44)

Hasta este punto hemos ignorado la problema de la regularizaciéon del Hamil-

toniano, esto implica que las funciones propias no estan bien definidas. El estado

base (5.29) diverge cuando x — y.

Una forma de regularizar es reemplazando la funcién delta del Hamiltoniano

con una funcién f.(y —y') tal que

I fe(y —y') = 0(y —¢/). (5.45)
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Explicitamente,

! d3q v — -
\Y — = | ———=r(|qle) exp(iq- (¥ — V")), 5.46
fly—1y) Jor? (Iqle) exp(iq- (¥ — ') (5.46)

donde la funcién r se define tal que

/OO r(z)dz =0, (5.47)

ejemplos explicitos de este tipo de funciones son

r(z) = (1 —z)exp(—x),
(5.48)

r(z) = (1— %@@(1 _ ).

Si se repite el proceso para llegar al estado base usando el Hamiltoniano regulari-

zado, se tiene

V5(7) = exp (—% }'{ dy" 7{ dy* Kg(x — y)) : (5.49)

el propagador regularizado esta dado por

d’q  r(elql)

ab J@n)?E dl

donde r(z) es la funcién definida anteriormente para regularizar el Hamiltoniano.

Ky(x —y) = exp(—i7 - (7 — ), (5.50)

Se puede definir un producto interno usando la integral funcional usando el factor
de forma, esto se muestra en [4]. Después de obtener una representacién de la

teoria en la formulacion de bucles es 1til considerar la representacion extendida.
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5.1.2. Representacion extendida

La representacién de bucles extendida de la teoria tiene varias ventajas. A parte
de ser mas elegante, nos da una vision conceptualmente distinta de la cuantizaciéon
de bucles. Los problemas de regularizacién se manejan mejor usando coordenadas
de bucles. Podremos ver que la representacion extendida de bucles coincide con
la representacion del campo eléctrico. Ademas, vamos a encontrar una forma de
escribir la accién del electromagnetismo puramente en términos de bucles. El hecho
de que ganamos tanta informacién con la representacion extendida en el caso
de Maxwell nos sugiere que lo mismo pasara con teorias no abelianas o con la

relatividad general.

Se puede escribir la holonomia en términos de coordenadas de bucles

H,(X) = exp (z / d%AMXafff) : (5.51)

Es suficiente considerar la multitangente de primer orden por la naturaleza abelia-
na de la teoria, el cual puede ser visto como una densidad vectorial con divergencia

nula

Do X = 0. (5.52)

Se introduce la representacion en coordenadas de bucles usando la transformacion

V(X)) = / DAY[A] exp (—ig / d%Aa(x)X”) : (5.53)

donde DA denota integracién funcional sobre el potencial A [25]. En esta represen-
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tacion, las funciones de onda son funcionales de la densidad vectorial diferenciable

X. Podemos escribir los operadores F,, E* y el bucle de Wilson WA(X) de la

siguiente forma

Wa(Xo)t(X) = (X ~ Xo),
Ep(X) = X“p(X),

A )
Fop(z)(X) = ia[am¢<x)-

El Hamiltoniano cuantico queda como

Hi(X) = / Bz FXf‘fX“f - %(8[(11%@)2 P(X),

2
donde
. 0
Py = i—+—.
b Z(;wa

A partir de estas ecuaciones podemos identificar lo siguiente

Pbac — Ab:m

X — B,

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

Esto muestra que la representacion es, simplemente, la representaciéon de cam-

po eléctrico y la densidad X es el campo eléctrico. Esto muestra que los bucles

son las lineas de flujo eléctrico. Un hecho interesante es que podemos pasar de la

representacion extendida a la representacion de bucles usando el hecho que los mul-

titensores son multitangentes X * — X% (~), esto puede no ser cierto para el caso

no abeliano. Esto implica que, si uno encuentra un estado fisico en la representa-

cion extendida, entonces se puede encontrar un estado fisico en la representacién
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de bucles. Para el caso de Maxwell el converso también es cierto. Con esta co-
rrespondencia podemos encontrar la expresién para el vacio en la representacion

extendida.

P(X) = exp (—% / d*x / PPy X XD, (z — y)) : (5.58)

El estado de vacio en la representacion extendida no diverge, mientras que estado
base en la representacién de bucles necesité regularizacion. Esto aumenta el interés
de la representacion extendida, dado que lo mismo podria suceder para casos no

abelianos y en gravedad cuantica.

Tenemos una teoria en términos de cantidades tensoriales con un Hamiltoniano
bien definido, por lo que podemos introducir una accién clasica desde la cual
podemos formular la teoria. La accion clasica de la cual se puede formular la

teoria cuantica correspondiente a la representacién de bucles extendida es

: 1 1
S = / dt {PMX‘“” — bxwxw + 1(a[azab}m)?} + )\xﬁaX“‘”} . (5.59)

Podemos reconocer la accién del electromagnetismo si identificamos el momento
con la conexiéon y la coordenada de bucle con el campo eléctrico. En este capitulo
llegamos a una nueva forma de cuantizar el campo de Maxwell a partir del grupo
extendido. Este formalismo tiene varias ventajas, como que el estado base esta
automaticamente bien definido y llegamos a una accién clasica de la cual se llega
a la formulacién cuantica. Para un tratamiento mas detallado de esta formulaciéon

y de sus aplicaciones revisar [26, 27, 28|.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se presenté la cuantizacion de la teoria de Maxwell en términos
del grupo de bucles y el grupo extendido. Se presento la formulacion Hamiltoniana
de sistemas con ligaduras de primera clase y el procedimiento de Dirac para la
cuantizacion. Ademas, en el apéndice A se introdujo formalmente ciertos conceptos
geométricos que son basicos para la descripcién de un teoria de calibre. Se definié el
concepto de bucles y se construyo le grupo de bucles. Se introdujeron los operadores
diferenciales que actian en funciones de bucles y se demostrd que son generadores
del grupo. Se definio el grupo extendido de bucles y las coordenadas de bucles, de

forma que se obtenga un grupo de Lie.

A partir de la formulacién matematica del grupo de bucles y el grupo exten-
dido, llegamos a la cuantizacién de la teoria de Maxwell en términos de bucles.
Se lleg6 a la interpretacion de los bucles como lineas de campo eléctrico. A partir

de la formulacion extendida se obtuvieron ciertos indicios de las ventajas de esta
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formulacién en casos no abelianos o de gravedad cuantica, por ejemplo el hecho
de que el estado del vacio esta bien definido o que se puede llegar a una accién

clasica.

El paso siguiente es comprobar si el formalismo de bucles resulta en una teoria
cuantica equivalente al espacio de Fock, que parte de la cuantizacion usual. En este
trabajo se presentd las bases del formalismo de bucles, por lo que, en un trabajo
futuro, se puede cuantizar teorias no abelianas como la teoria de Yang-Mills. La
aplicacion mas importante de este formalismo esta en cuantizacion de la gravedad,

lo que implica el estudio,a mayor profundidad, de invariantes toplogicos.
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Apéndice A

Conceptos basicos de geometria

diferencial

En este apéndice se revisan varios conceptos de geometria diferencial que son
fundamentales en el estudio de teorias de calibre. Este apéndice se basa en el libro

Gauge fields, knots and gravity de J. Baez y J. Muniain [2].

Definicién A.0.1. Una n-vartedad es un espacio topologico M con cartas ¢, :
U, — R, donde U, son conjuntos abiertos que cubren M, tal que ¢, o gz%l es

diferenciable sobre su dominio.

Definicién A.0.2. Sea una variedad M. Un vector tangente a un punto p €

M se define como una funcion desde C*°(M) a R que satisfacen las siguientes
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propiedades:

Up(f +g) = 'Up(f) + vp(g)
vp(af) = awy(f) (A.1)
vp(fg) = vp(f)g(p) + f(p)vp(g)-

El espacio tangente T,M en p se define como el conjunto de todos los vectores

tangentes en p € M.

Definicién A.0.3. Un grupo es un conjunto G junto a una operacion binaria
- G x G —= G que cumple:

1)(g-h)-k=g-(h k).

2) Existe un elemento e € G tal que g-e =e-g=g Vg € G.

3) Vg € G existe un elemento inverso gltalqueg-gt=gl-g=cec.

Definicién A.0.4. Se dice que un grupo es un grupo de Lie si es una variedad

y las operaciones - : G x G — G y ~' : G — G son funciones diferenciables.

Los grupos de matrices GL(n,C), SL(n,C), SO(p,q),U(n) y SU(n) son grupos
de Lie.

Definicién A.0.5. Supongamos que G es un grupo de Lie. Definimos al dlgebra

de Lie g como el espacio tangente de la identidad de G.

El algebra de Lie es un espacio vectorial de la misma dimension de G. Se puede

ver a los elementos del dlgebra de Lie como vectores tangentes a caminos sobre G.

Definicién A.0.6. Para cualquier grupo de Lie G, podemos definir el mapa ex-
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ponencial. El cual es un mapa diferencialble
exp:g— G (A.2)

determinado unicamente por las siguientes propiedades:
1) exp(0) es la identidad de G.
2) exp(sz) exp(tx) = exp((s + t)x) para todo x € v y s,t € R.

3) % exp(iz)|i—o = =

A partir del mapa exponencial podemos obtener toda la informacion del com-
ponente conexo a la identidad de G a partir de algebra de Lie. En cualquier algebra
de Lie g se puede definir el conmutador o corchete de Lie [v, w] a partir de las iden-
tidades:

1) [v,w] = —[w,v] para todo v, w € g.
2) [u, v + fw]| = afu, v] + Bu, w] para todo u, v, w € gy escalares «, f3.

3) Laidentidad de Jacobi: [u, [v, w]]+[v, [w, u]]+|w, [u, v]] = 0 para todo u, v, w € g.

A partir de esto podemos definir, de forma abstracta, un algebra de Lie como un
espacio vectorial g con una operacion [-,-] = g X g — g que cumple las propiedades

1)-3).

Definicién A.0.7. El fibrado tangente de una variedad M, denotado por T M
es

™™ = | J T,M. (A.3)

peEM

La proyecciéon m : TM — M mapea cada vector tangente v € T,M al punto
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p € M. Se puede considerar a T'M como una variedad de dimension 2n.

Definicién A.0.8. Dada una variedad M, el fibrado trivial es el producto car-
tesiano M X F', donde F' es una variedad. En particular, st F' es un grupo, tenemos

un fibrado principal. La proyeccion es 7(p, f) = p, para todo (p, f) € M x F.

Consideremos una variedad M y su fibrado tangente 7M. Definimos a I'(T'M)

el conjunto de funciones s : M — T'M, tal que, para todo p € M s(p) € T,M.

Definicién A.0.9. Una conexion D en M, toma un vector v y lo asigna una

funcion D, : T(TM) — T'(T'M). Satisface las siguientes propiedades:

D,(as) = aDys

Dy(s+t) = Dys+ Dyt
Dy(fs) =v(f)s + fDys (A4)
Dyiws = Dys+ Dys

Dyys = fD,s

para todo v,w € TM, s,t e T'(TM) y f € C*°(M) y escalares c.

A partir de esto podemos comparar vectores tangentes a distintos puntos p y ¢
usando la conexion y un camino . Ahora podemos definir el concepto de transporte
paralelo de forma rigurosa. Sea M una variedad y T'M el fibrado tangente, con
la conexién D. Sea v : [0,7] — M un camino diferenciable desde el punto p al
punto ¢g. Supongamos que, para t € [0,7], u(t) es un vector en el fibrado sobre

v(t). Queremos una ecuacién que describa el transporte paralelo de wu(t) por la
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curva . Esto nos dice que la derivada covariante de u(t) en direccién de «y es cero.

Podemos escribir

Dvl(t)u(t) =0. <A5)
Podemos escribir la conexion como

D,s=0,5s+ Ays (A.6)

donde A, es el potencial vector. Por lo que, podemos definir la derivada covariante

en términos del vector potencial:

Dyult) = Su(t) + A (1)ult). (A7)

Decimos que u(t) es transportado de forma paralela a través de v si Dypyu(t) =0

para todo t.

Partiendo de cualquier vector u € T,,M podemos transportarlo por 7, podemos

encontrar un u(t) € T, )M tal que
uw(0) =u,  Dyuu(t) =0. (A.8)
Tenemos que resolver la ecuacién diferencial

Cult) + AG(1)ult) = 0. (A.9)
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u(t) = u — /0 A (t1))u(ty)dty. (A.10)

Si reemplazamos el lado izquierdo en el lado derecho de la ecuacién anterior tene-

1MoSs

u(t):u—/o A(v'(tl))u(t1)dt1+/0 /01A(’}//(tl))A(’Y/(tg))U(tg)dtgdtl. (A.11)

Haciendo esto un numero infinito de veces, tenemos la serie convergente

u(t) = Z <(—1)” /m o >0A(’y'(t1)) LA (tR))dE, - .dtl) u.  (A12)

Definimos el producto ordenado sobre un camino

PA(Y(t). .. A(Y(t)) (A.13)

PAX (o) - - AGY (L) (A.14)

tory >+ 2 to(n)- (A.15)
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La integral

/ A (1)) ... A(Y (t,))dty, . . . dty. (A.16)
t>t1 2 2tn >0
se puede escribir como
1 ! "
—P (/ A(v’(s))ds) . (A.17)
n! 0

Si definimos el exponencial ordenado como

o0 n

pes (= [ a6/enas) =S Sl p ([awnes) . iy

n=0

Llegamos a una soluciéon de nuestra ecuacién diferencial

u(t) = Pexp (— /0 tA(fy’(s))ds) u. (A.19)

Llamamos a esto la holonomia sobre el camino 7. Se la denota como H4(7):

Ha(7) = Pexp ( / Aa<y>dya) | (A.20)

El bucle de Wilson se define como

Waly) = Te(Ha(7)), (A.21)

este objeto es invariante de calibre.



	Introducción
	Formulación Hamiltoniana de las teorías de Yang-Mills y Maxwell
	Formulación hamiltoniana de un sistema con ligaduras
	Teoría clásica
	Cuantización de un sistema Hamiltoniano
	Teoría clásica de Maxwell 


	Grupo de bucles 
	Generadores infinitesimal del grupo de bucles
	La derivada de bucles
	Propiedades de la derivada de bucles
	Derivada de conexión

	Representación del grupo de bucles

	Grupo de bucles extendido
	Campos multitangentes
	El grupo de bucles extendido
	Coordenadas de bucles
	Acción de los operadores diferenciales


	Cuantización de la teoría libre de Maxwell en la formulación del grupo de bucles
	El grupo de bucles abeliano
	Representación de bucles
	Representación extendida


	Conclusiones
	Bibliografía
	Conceptos básicos de geometría diferencial 

