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Redes Neuronales Multi-Canales de Derivadas Gaussianas para

el Análisis de Multitudes.

Hugo Israel Gavilima Pilataxi

Nombre del profesor, Titulo académico: Julio Ibarra Fiallo, M.Sc.

Quito, 15 de Febrero de 2023



3

Derechos de Autor

Por medio del presente documento certifico que he léıdo todas las Poĺıticas y Manuales
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Asimismo, autorizo a la USFQ para que realice la digitalización y publicación de este

trabajo en el repositorio virtual, de conformidad a lo dispuesto en la Ley Orgánica de

Educación Superior del Ecuador.

Nombres y apellidos: Hugo Israel Gavilima Pilataxi
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Resumen

En la presente investigación expone los resultados obtenidos al experimentar con una

red neuronal de derivadas gaussiana para realizar análisis de multitudes para área urbana

de la base de datos Shanghai Dataset. Los operadores gaussianos, basados en la Teoŕıa

Espacio-Escala, permiten procesar la información visual con mayor detalle, especialmente

en conjuntos con diferentes escalas, problemas de oclusión o escenarios complejos, lo que

resulta en candidatos perfectos para ser utilizados como estructura primitiva en una capa

para una red neuronas de aprendizaje profundo, con lo cual la red reduciŕıa significativa-

mente el número de hiperparámetros en el modelo. En general, el modo propuesto logra

métricas comparables a los modelos de alto nivel, utilizando solo aproximadamente el 10%

de los parámetros libres, lo que sugiere una posible solución o futura ĺınea de investigación

para el estudio de la congestión urbana. En este sentido, la red neuronal de derivadas de

Gaussianas permite un procesamiento más eficiente de la información visual y reduce la

cantidad de parámetros requeridos, lo que la convierte en una opción atractiva para el

análisis de multitudes en áreas urbanas.
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Abstract

This research exposes the results obtained by experimenting using a Gaussian derivati-

ve neural network to perform crowd analysis in urban area the ShanghaiDataset database.

Gaussian operators, based in Scale-Space Theory, allows processing visual information in

greater detail, especially in sets with different scales, occlusion problems, or complex sce-

narios, which results in perfect candidates to be used as a primitive structure in a layer in

deep neural network to significantly reduce the number of hyperparameters in the model.

Overall, the proposed mode achieves metrics comparable to high-level models, while using

only approximately 10% of the parameters, which suggests a possible solution or future

line of research for the study of urban congestion. In this way, Gaussian derivative neural

network allows for more efficient processing of visual information and reduces the number

of parameters required, making it an attractive option for crowd analysis in urban areas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los recientes avances en el poder computacional de los ordenadores modernos han

dado paso al procesamiento de gigantescos cálculos numéricos en menor tiempo [3]. Como

resultado, el desarrollo de algoritmos que aprovechan esta ventaja ha crecido exponen-

cialmente, aśı como su intervención en diversas áreas de estudio, como lo son las ciencias

exactas o económicas [2]. El campo que alberga la teoŕıa detrás estos algoritmos, se co-

noce como Inteligencia Artificial, y de esta se desprenden varios subcampos que se

diferencian entre śı por el enfoque de su aprendizaje, o por la naturaleza de su dominio.

El Aprendizaje Automático es una rama de la inteligencia artificial, que abarca los

distintos avances sobre el proceso de aprendizaje en los ordenadores [10]. En ciertos

organismos vivos, como en los seres humanos, el conocimiento que puede abstraerse de

un estimulo viene dado por una compleja conexión de células denominadas neuronas,

que asocia esta señal de entrada con una respuesta de salida apropiada. Siendo aśı, las

habilidades cognitivas y los mecanismos de aprendizaje orientados a responder cómo y

qué aprendemos han sido de enorme interés tanto para biólogos como filósofos. Entonces,

no es sorpresa que las reglas dentro del aprendizaje automático tomen inspiración en estos

procesos biológicos [18].
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Las redes neuronales son técnicas dentro del aprendizaje automático que emulan

las conexiones neuronales de los seres vivos. De manera similar, estas se componen de

unidades denominadas perceptrón. Las conexiones de los perceptrones son similares a las

sinapsis dentro de un conjunto neuronal, donde en cada nodo existe una función que de-

termina el peso que la información de entrada es relevante para la respuesta de salida.

Los valores asociados a cada nodo son determinados mediante el entrenamiento de la red.

En śıntesis, una red neuronal puede ser vista como un grafo computacional que abstrae

información a muy alto nivel, que junto al peso que tiene cada perceptrón en esta red

determina el error que tendrá nuestra respuesta final [1]. Uno de los campos donde las

redes neuronales son un pilar fundamental es la Visión por Computadora.

1.1. Contexto Visión Artificial

La Visión por artificial es un sub-campo de la IA que se enfoca en algoritmos del

aprendizaje automático dedicados a abstraer información en un alto nivel de imágenes,

o una secuencia de estas. Su campo de estudio se enfoca en permitir que las máquinas

interpreten y comprendan la información visual del mundo de manera similar a la vi-

sión humana por medio de la extracción de caracteŕıstica por medio de el aprendizaje

automático [10]. Los algoritmos dentro de este sub-campo, como árboles de decisión, sup-

port vector machine y redes neuronales, se pueden entrenar en un conjunto de imágenes

etiquetadas para aprender a clasificar diferentes conjuntos en categoŕıas. Estos algoritmos

usan modelos matemáticos para analizar y reconocer patrones en los datos, lo que les

permite hacer predicciones precisas sobre el contenido de una imagen. [18].

La teoŕıa de Espacio-Escala plantea axiomas sobre cómo se procesa las imágenes
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usando operadores afines para dominios espacio-temporales isotrópicos en términos de

escalas ajustables, denominados Kernels Gaussianos [14]. Los avances en este campo

han dado enormes resultados en la visión por computadora, ya que permite derivar es-

tructuras receptivas en una escala determinada como base para expresar las operaciones

en el procesamiento de imágenes. Al considerar las caracteŕısticas en múltiples niveles de

escala, los algoritmos de visión por computadora basados en la teoŕıa del espacio de escala

pueden capturar información más matizada y detallada sobre una imagen. Esto puede dar

como resultado una mayor precisión en tareas como el reconocimiento y la clasificación de

objetos. Tomando como ejemplo, [21] presenta una red neuronal que toma derivadas de

kernels gaussianos como estructura primitiva para un problema de clasificación a distintas

escalas, que podŕıa ser aplicados en un dominio distinto para un rango de escala definido,

como lo es el conteo de multitudes.

En las últimas décadas, el problema de conteo en multitudes ha sido de especial interés

para el apropiado desarrollo urbano de las ciudades modernas, como la implementación de

semáforos inteligentes, gestión de seguridad o control social [5]. Las soluciones propuestas

desde el campo de la visión por computadora han sido constantes, sin embargo los pro-

blemas que enfrentan los investigadores aún no pueden ser del todo resueltas: variabilidad

de escalas en los conjuntos de datos, complejos escenarios de fondo, una distribución no

uniforme de los individuos, entre otros. [8]. Los resultados que puede traer una red neu-

ronal enfocados a problemas en el mundo real están asociados a diversos factores, como

la complejidad de sus conexiones, siendo aśı, no existe una única red neuronal, en cam-

bio existen diferentes propuestas de redes que se ajustan exclusivamente a un problema

espećıfico en un dominio definido.
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1.2. Redes Neuronales Artificiales en Deep Learning

Una red neuronal con una única capa de entrada y un solo nodo de salida se denomina

perceptrón. La arquitectura de esta simple red neuronal se presenta en la Figura 1.1. Sea

(X̄, ȳ) un conjunto de entrenamiento, donde X̄ es un vector de dimensión d, y ȳ es el valor

observado. Como se muestra en el gráfico, un perceptrón se compone de d-nodos de en-

trada, ponderados por un conjunto de pesos sinápticos en cada arista Wi, i = {1, 2, . . . , d}

y un umbral. El nodo de salida se define como ŷ, que se expresa mediante:

ŷ = f(W̄ · X̄ + b) (1.1)

Figura 1.1: Arquitectura Red Neuronal de una Capa. Tomado de [1]

El vector de pesos se denomina W̄ , cuya dimensión es d; b es el umbral del perceptrón y

f(X) se denomina función de activación. La señal de salida es definida como predicción.

El valor ŷ es de la misma naturaleza que ȳ, el cual se define como valor observado. El

error de predicción se calcula mediante L(ŷ, ȳ), donde L se denomina función de pérdida.

El objetivo de una red neuronal es definir el vector de pesos W̄ adecuado tal que el error

sea mı́nimo. [1].
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El computo del conjunto de entrada con el vector de pesos es obtenido por el producto

interno ⟨X̄, W̄ ⟩. El umbral es un valor invariante propia de cada perceptrón, el cual se

añade como una constante adicional que centra la predicción. Dentro de la red neuronal,

este resultado se conoce como valor pre-activación y se representa con el signo Σ en la

Figura 1.1. El valor pos-activación se representa por la letra Ω, y hace referencia al valor

Σ evaluada en una función continua y diferenciable, denominada función de activación,

el cual define propiamente la predicción ŷ. El resultado f(Σ) se relaciona estrechamente

con el dominio del valor observado.

1.2.1. Redes Neuronales Multicapas

Multi-layer neuronal network a Una arquitectura donde se asume que todas las res-

puestas de salida de los perceptrones anteriores son valores de entrada para la siguiente

capa se denomina red neuronal de retroalimentación completa [19]. Este tipo de redes

tienen la capacidad de aprender representaciones compactas y de baja dimensión para un

conjunto de entrenamiento mediante el uso de una capa de codificación seguida de una

capa de decodificación, que reconstruye los datos de entrada. Se identifican tres grupos

de capas: input layer, hidden layer y output layer. La estructura individual de cada uno

se representa al igual que en la Figura 1.1, y la arquitectura conjunta se representa en la

Figura 1.2 (a) [1].

Al igual que en el apartado anterior, podemos definir un conjunto de entrenamien-

to (X̄, ȳ), donde X̄ tiene dimensión d. En la Figura 1.2, se presenta una red neuronal

formada por cuatro capas: una red de entrada Ī, dos capas ocultas, denominadas h̄1 y

h̄2 de dimensión ph1 y ph2 respectivamente; y una capa de salida Ō. Al tener capas in-

terconectadas entre si, la idea del vector de pesos W̄ se reemplaza por una matriz de

pesos Wphi+1×phi , donde i = 1, 2, . . . , k − 1 asociada a cada una de las k − 1 capas [1].
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(a) Red Neuronal Multicapa (b) Backpropagation

Figura 1.2: Tomado de [1].

La transformación de un vector X̄ durante el entrenamiento en una red neuronal cuya

arquitectura de retroalimentación completa se representa mediante:

h̄1 = f(Wph1×dX̄) Input Layer

h̄i+1 = f(Wphi+1×phih̄i
), i = 1, 2, . . . , k − 1 Hidden Layer

Ō = f(WpO×phkhk) Output Layer

(1.2)

El comportamiento recursivo de la ecuación 1.2 nos permite interpretar el valor de la

predicción ŷ como el resultado de una composición de múltiples funciones. En la Figura

1.2, se utiliza como única función de activación a f(X̄), que es compartida por todas las

capas dentro ecuación 1.2. Para una red neuronal completamente conectada, el valor de

la predicción ŷ es el resultado de una cadena de funciones multivariables compuestas. Por

consiguiente, la naturaleza no lineal de las funciones de activación permite que una red

neuronal multicapa pueda considerarse como un estimador universal de funciones [6].

Se define como función de pérdida L(x, y) como la función objetivo dentro de una red

neuronal multicapa, la cual tiene un profundo impacto en el rendimiento del modelo y sus

hiperparámetros. La función de pérdida sirve como un objetivo que el algoritmo de opti-

mización se esfuerza por minimizar durante el entrenamiento. Esta función proporciona
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una medida de la discrepancia entre las predicciones ŷ y el valor observado ȳ que gúıa el

ajuste para Wphi+1
en cada una de las capas asociadas [1]. La elección de la función de

pérdida puede afectar la velocidad de convergencia del algoritmo de optimización y la ca-

pacidad de generalización de la red, además, también puede influir en el comportamiento

de otros hiperparámetros en el modelo [19].

1.2.2. Aprendizaje por retro-propagación.

En un modelo de optimización semi-heuŕıstico, se utilizan algoritmos iterativos que

actualizan los parámetros libres en cada iteración con el fin de reducir la función de

pérdida. Tomando como ejemplo la Figura 1.1, en un perceptrón se utiliza el gradiente

∇L(ŷ, ȳ) para conocer la ”dirección” en la cual se maximiza nuestro error de predicción,

entonces usamos este resultado como gúıa para encaminarnos a encontrar un mı́nimo

de la función. Este método se representa en la siguiente ecuación: W̄ ← W̄ − α∇L. El

parámetro α se conoce como factor de aprendizaje y este algoritmo se denomina método

del gradiente descendiente.

Para una red neuronal completamente conectada, el valor de la predicción es el re-

sultado de una cadena de funciones multivariables compuestas, por lo cual el computo

del gradiente se divide en dos fases: Forward Phase: En esta fase obtiene los valores de

salida para cada nodo en las capas internas, aśı como el valor de la predicción, y se evalúa

la función de pérdida para este resultado. Backward Phase: En esta fase, se calcula el

gradiente de la función objetivo para cada una de las variables libres en las capas internas,

comenzando desde la capa de salida. Tomando como ejemplo la arquitectura presentada

en la Figura 1.2 (b), la derivada parcial de la función objetivo L con respecto al peso

asociado en el nodo hk en la capa h12 w(h12,hk) se representa mediante:

∂L

∂w(h12,hk)

=
∂L

∂O

 ∑
k=[h21,h22,h23]

∂O

∂hi

Πj=[h21,h22,h23]
∂hj

∂hj−1

 ∂h12

∂w(h12,hk)

(1.3)



Caṕıtulo 2

Preprocesamiento de Imágenes con

base en Kernels Gaussianos

2.1. Conteo de Multitudes

Los escenarios congestionados suelen ser un problema en muchos algoritmos de de-

tección o clasificación. La oclusión desestima las caracteŕısticas que estas arquitecturas

pueden abstraer, aśı como dar paso falsos negativos [5]. Para hacer frente a este problema,

se utiliza el mapa de Densidad de Multitud. La idea fue presentada por [11], y consiste

en representar la imagen con una función R : N2 → R, donde la integral sobre una re-

gión B sea igual a la suma total de objetos en dicha región sobre la imagen principal.

Adicionalmente, el mapa de densidad permite preservar la localización del objeto, que es

de utilidad en algoritmos de seguimiento. En la Figura 2.1, se puede apreciar tanto un

ejemplo de escenario congestionado (a), como el mapa de densidad asociado (c)

18
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(a) Imagen Real (b) anotación por puntos (c) Ground Truth

Figura 2.1: Comparativa imagen de escenario congestionado, junto al mapa de puntos y
densidad generado. Tomado de [23]

2.1.1. Estimación por Mapas de Densidad

Sean I1, I2, . . . , IN un conjunto de imágenes, donde cada elemento se representa como

un grupo ordenado de unidades denominadas pixeles, agrupadas mediante una matriz

2D. De esta forma, podemos asociar a este conjunto un tensor T (ID, h, b, ch). La primera

dimensión es la identificación de una imagen individual en el conjunto, mientras h y b

son la altura y ancho en pixeles respectivamente. La dimensión ch asocia a cada pixel de

una imagen un vector xp de tres dimensiones, que representa su codificación RGB. Para

la imagen Ik, se pueden contar nk objetos en total, los cuales se determinan por medio

de cajas limitantes o anotación por puntos [11]. En la Figura 2.1 se presenta el mapa de

objetos identificados por puntos para el escenario congestionado (b).

Para obtener el mapa de densidad asociado, se emplea la metodoloǵıa de estimación

por kernel gaussiano, la cual es utilizada dentro de la estad́ıstica no paramétrica para

estimar la función de densidad para un conjunto de datos [22]. Supongamos una imagen

matricial Ak con sólo un objeto en el pixel p, p ∈ Z2, lo cual se puede representar por

medio de la función: h(x) = δ(x−p), donde x ∈ Ak. El mapa de densidad D corresponde

a la convolución entre h(x) y Gσ(x), donde Gσ(x) =
1
2π

exp(−x2
1+x2

2

2σ
) se denomina kernel o

filtro gaussiano, y σ es el ancho del filtro, o también denominado escala. Esto se representa
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en la siguiente ecuación:

D(x) = H(x) ∗Gσ(x)

= δ(x− p) ∗Gσ(x)

= Gσ(x) ∗ δ(x− p)

= Gσ(x− p)

=
1

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
∥x− p∥2

)
(2.1)

En este caso, la suma de total sobreD en una región B será cercano a 1 sólo si ∃Nσ(p) ∈ B.

La precisión del resultado anterior dependerá del ancho de filtro: para un valor pequeño de

σ, la suma sobre una menor región B será significativamente cercano a 1. Supongamos una

imagen real Ik, para la cual se proporciona una lista con la localización (en pixeles) de cada

objeto de interés en la imagen; dicha información se guarda como PIk = {P1, P2, · · · , Pnk
},

donde Pi es un punto 2D. De esta forma, el conteo sobre la imagen Ik se representa por

medio de la función:

H(x) =
∑

P∈PIk

δ(x− P ) (2.2)

Sea F
(k)
GT (x) una matriz denominada como mapa de densidad observada para la imagen

Ik. En base al resultado del apartado anterior, este se definiŕıa como:

F
(k)
GT (x) = H(x) ∗Gσ(x)

=
∑

P∈PIk

[δ(x− P ) ∗Gσ(x)]

=
∑

P∈PIk

1

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
∥x− P∥

) (2.3)

Por lo tanto, la función de densidad F
(k)
GT se refiere a una representación gráfica de la dis-

tribución de un conjunto de puntos Ik en dos o más dimensiones. Este mapa se construye

al asignar una función gaussiana centrada en cada punto de los datos, y se suma todas

estas funciones para obtener una función de densidad global, que a su vez es similar a
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la suma de funciones de densidad normal bivariada con media en la localización de cada

objeto y matriz de covarianza proporcional a la matriz identidad por un factor σ. La im-

portancia sobre esta representación está en que la suma sobre toda la imagen Ik nos dará

el valor nk sin necesidad de recurrir a PIk preservando la localización del dichos objetos,

siendo aśı un conjunto ideal para el entrenamiento dentro de un algoritmo de aprendizaje

automático enfocado en el conteo de objetos.

Existen diversos tipos de algoritmos enfocados en el conteo de multitudes, como los

métodos por conteo de regresión o detección, en el cual emplean distintas técnicas de

procesamiento de imágenes para la extraer caracteŕısticas del conjunto de entrenamiento

[12]. Sin embargo, el método de conteo por estimación de mapas de densidad se ha de-

mostrado ser una herramienta valiosa, puesto que este método es escalable y puede ser

aplicado a multitudes de diferentes tamaños y densidades, lo que ha sido de utilidad para

la investigación y la planificación de eventos públicos. Tanto la oclusión y los diferentes

escenarios de un mismo conjunto limitan la capacidad de generalización sobre los algo-

ritmos de conteo de multitudes, como sucede con métodos de conteo usando detección

[17]. Por otra parte, los métodos de conteo por estimación del mapa de densidad han pre-

sentado los mejores resultados en diversos conjuntos de entrenamiento dentro del campo

de visión por computadora, sobretodo en algoritmos de aprendizaje automático profundo

supervisado [5].

2.1.2. Geometry Adaptive Kernels

Las noción de profundidad en imágenes bidimensionales puede verse distorsionada por

la distancia entre el objeto y observador, que afecta directamente la escala que percibimos

la imagen [14]. Para un conjunto de puntos PIk distribuidos no aleatoriamente, es factible

estimar su función de densidad por medio del kernel gaussiano [22]. De esta manera, [23]



22

propone estimar la matriz de escala causada por la distorsión geométrica como un valor

proporcional a la distancia promedio a los k-objetos más cercanos como un sustituto a la

falta de información espacial en la cual fue tomada la imagen. Entonces, la ecuación 2.4

se escribiŕıa como:

F
(k)
GT (x) =

∑
P∈PIk

δ(x− P ) ∗Gσ(x), donde σ = βd̄kP (2.4)

Donde d̄kP es la distancia promedio (en pixeles) entre los k-puntos más cercanos al punto

P . La metodoloǵıa se denomina filtro gaussiano con adaptación geométrica y es utiliza-

do en conjuntos de imágenes en aglomeraciones tal que su punto de visión capture los

objetos en más de un tamaño. El resultado sobre esta metodoloǵıa ha sido prometedor

para diferentes algoritmos sobre distintos dominios [12] [17] [5]. Como resultado, el mapa

de densidad asociado podŕıa ser generado por filtros de diferentes escalas, por lo cual

los algoritmo de conteo por estimación de densidad deberá tener estructuras receptivas

locales apropiadas a estas escalas.

2.2. Filtros de Derivadas Gaussianas

En la Teoŕıa de Espacio-Escala se plantean axiomas estructurales sobre como actúan

los operadores visuales dentro de los campos receptivos. La Teoŕıa es presentada por Lin-

deberg [13] [14], y ha formalizado estas nociones en axiomas matemáticos. La idea principal

sobre el procesamiento de imágenes inicia desde su noción f́ısica como un front-end visual,

el cual se refiere a la etapa de pre-procesamiento visual: la imagen bidimensional el resul-

tado de la integración sobre una proyección de luz un objeto 3D sobre una área espacial

B en un instante t capturado por sensor artificial (o natural) con ancho de longitud s.

Por lo tanto, dicha imagen se verá afectada directamente por factores como: distancia y

dirección de visualización, movimiento relativo, muestreo espacial o temporal, posición,
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orientación o movimiento 3D, entre otros. En principio, toda la teoŕıa se basa en estos

cuatro axiomas:

Espacio de Escala lineal: No existe una forma preferida de combinar las observa-

ciones. En otras palabras, los operadores visuales deberán actuar como un espacio

lineal sobre el espacio de escala.

Invariancia de Escala: La representación de espacio de escala de una señal debe

ser invariable bajo la escala espacial de la señal original. De esta forma, se plantea

que para dos operadores visuales sobre una imagen observada, existirá una trans-

formación af́ın que correspondiente entre ambas representaciones.

Naturalidad: La representación escala-espacio de una señal debe preservar las es-

tructuras geométricas y topológicas de la señal original. Este axioma se puede tra-

ducir en: simetŕıa rotacional.

No creación de nuevas estructuras: La representación deberá permanecer exac-

tamente igual bajo una transformación suave, esto incluye transformaciones de es-

cala.

Los axiomas de invariancia de escala y desplazamiento lineal conducen a la observación

de que la imagen observada debe ser resultado de un operador Ts sobre una imagen real a

través del operador de convolución [14]. De esta manera, el problema de definir un conjunto

de operaciones visuales puede ser formulado como encontrar una familia de operadores Ts

que actúan sobre una imagen f para producir una familia de nuevos representaciones de

imágenes intermedias L(:, s). En base a [14] [13], se puede demostrar que bajo los axiomas

presentados, este espacio de escala puede ser equivalentemente construido por convolución

con kernels gaussianos affines. De esta forma, el espacio-escala que conserva la simetŕıa

rotacional, es obtenido por:

L(x̄; s) =

∫
ξ∈Rn

f(x̄− ξ)g(ξ; s)dξ (2.5)
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Donde g : RN × R+ → R hace referencia a un kernel gaussiano isotrópico.

g(x̄; s) =
1

(2πs)N/2
exp(
−||x̄||2

2N
) (2.6)

El espacio-escala gaussiana es un método ampliamente utilizado para representar

imágenes en la teoŕıa del espacio de escala. El método se basa en la idea de convolucionar

la imagen original con una serie de kernels gaussianos g(:, s), cada uno de los cuales tiene

una desviación estándar o ancho de escala diferente s, lo que da como resultado una

familia de representaciones L(:, s) que capturan las estructuras intŕınsecas de la imagen a

diferentes escalas. El espacio de escala gaussiana tiene varias propiedades importantes que

lo convierten en una herramienta eficaz y robusta para el análisis de imágenes en visión

artificial y procesamiento de imágenes [21].

El espacio gaussiano proporciona una representación continua y suave de la imagen

original, lo que lo hace muy adecuado para analizar las propiedades del espacio de escala

de la imagen. De manera similar, este espacio es invariante bajo la escala espacial. En

otras palabras, si se agranda o se reduce el ancho de escala, la función de densidad seguirá

siendo una función de distribución gaussiana, conservando las propiedades originales. El

resultado anterior es importante para tareas como la detección de caracteŕısticas, donde

es necesario identificar estructuras en la imagen que persisten en diferentes escalas [14].

El espacio de escala gaussiana se basa en derivadas gaussianas, que proporcionan una

representación natural del gradiente de la imagen. Esta información de gradiente es cru-

cial para tareas como la detección de bordes y la segmentación de imágenes, donde es

necesario identificar cambios en la intensidad de la imagen [21].
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2.2.1. Operadores de Derivadas Gaussianas

Los operadores de derivados gaussianos son una familia de operadores lineales que se

utilizan para calcular el gradiente de una señal a diferentes escalas. Estos operadores se

obtienen a partir del derivadas parciales sobre un kernel con respecto a cada una de sus

dimensiones espaciales, lo que da como resultado una serie de filtros derivados gaussianos

[14]. En otras palabras, un operador de derivadas gaussianas, aplica un kernel gaussiano

a la señal original, lo que suaviza la señal y elimina el ruido. Posteriormente, se calcula

la derivada de la señal suavizada en una dirección espećıfica. En la Figura 2.2 podemos

apreciar el efecto de estos operadores en una imagen bidimensional.

Figura 2.2: Ilustración del efecto de los operadores de derivadas gaussianas sobre una
imagen bidimensional. Tomado de [14]

Debido a la linealidad del espacio-escala gaussiano, todas estas derivadas del espacio de
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escala satisfacen propiedades de espacio-escala similares en términos de L(:, s). Además,

por la propiedad conmutativa entre convolución y diferenciación, estas derivadas de escala

también se pueden calcular aplicando operadores de derivadas gaussianas.

Lx(:, s) = ∂xL(:, s) = (∂xg(:, s)) ∗ (f(:)) (2.7)

A partir de combinaciones lineales de derivadas parciales, también podemos calcular de-

rivadas en cualquier dirección, al expresar las derivadas direccionales en términos de

(cosϕ, sinϕ). Con respecto a las deformaciones de la imagen, las propiedades de cierre

de este espacio de escala original están restringidas a traslaciones, rotaciones y reesca-

lamiento. Por otro lado, este concepto de escala-espacio es separable correspondiente a

la convolución con núcleos gaussianos unidimensionales a lo largo de cada dimensión, lo

que mejora la eficiencia computacional en implementaciones computacionales. Esta idea

se expresa en la ecuación, donde x̄ ∈ R 2.8:

Lx̄(x̄, s) = (∂x̄g(x̄, s)) ∗ (f(:))

= (∂x1g(x1, s)) ∗ (f(:)) ∗ (∂x2g(x2, s)) ∗ (f(:)) ∗ . . . ∗ (∂xNg(xN , s)) ∗ (f(:))

2.3. Red Neuronal de Derivadas Gaussianas

Las redes neuronales convolucionales (CNN) se han convertido en una opción

popular para las tareas de procesamiento de imágenes en los últimos años debido a su

capacidad para aprender y extraer automáticamente caracteŕısticas significativas de los

datos de imágenes [1]. Una variación de las CNN que utiliza derivados gaussianos como

su estructura primitiva ha mostrado resultados prometedores en varias aplicaciones de

visión artificial, estas se conocen como redes neuronales de derivadas gaussianas. En estas

arquitecturas, los campos receptivos se basan en este tipo de operadores, con lo cual, la

señal resultante será una combinación lineal sobre esta base. Según un estudio de [4], la

incorporación de derivados gaussianos como componente básico de las CNN mejoró la
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precisión y la eficiencia del modelo cuando se aplicó a tareas de detección de objetos.

En su investigación, los autores propusieron una arquitectura CNN basada en derivados

gaussianos que utilizaba la teoŕıa del espacio de escala para extraer caracteŕısticas multi-

escala de la imagen de entrada. El objetivo principal sobre este tipo de arquitecturas es

la obtención de resultados competitivos, con una reducción significativa en la cantidad de

parámetros libres del modelo sin perder las caracteŕısticas extráıas del conjunto al utili-

zar operadores gaussianos. Los resultados mostraron que este enfoque superó a las CNN

tradicionales que usaban filtros convolucionales simples, que a su vez utilizó un 25% del

total de parámetros de la red neuronal convolucional tradicional.

2.3.1. Covarianza de Escala

Una red neuronal con propiedad de covarianza de escala es aquella capaz de reconocer

patrones en una imagen independientemente de su escala o tamaño. Es decir, si la imagen

sobre se aplicase una transformación de escala, la función resultante conmutará con dicha

operación, en otras palabras, la red neuronal seguirá siendo capaz de detectar y reconocer

los mismos patrones en dicha imagen. En principio, una red neuronal puede alcanzar a

conmutar con estas transformaciones si al conjunto de entrenamiento lo extendemos una

capa de re-escalado automático dentro en la capa de entrada, o bien si empleamos un con-

junto de transformaciones sobre el conjunto de entrenamiento de la red [21]. Sin embargo,

esto implica un mayor costo computacional, o se limita a un rango discreto de factores

de escalas. Por lo tanto, existen distintas arquitecturas de machine learning enfocados en

manejar adecuadamente la covarianza de escala como el uso de una capa de pooling en

función de la escala [23], la implementación de redes neuronales multicanales piramidales

[5], o capas de convolución dilatada [12].

En la investigación presentada por Lindeberg [21], se define una arquitectura h́ıbrida

entre la teoŕıa del espacio-escala y una red neuronal multicapa de aprendizaje profundo.
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En base a [15], una red multicapa construida a partir de capas continuas definidas por

medio de operadores de derivadas parciales garantizan que la red sea covariante escalar-

mente. Aśı mismo, una arquitectura de CNN agrupada por medio de canales de escala

presentan mejores resultados en la generalización de escenarios a escalas no observadas [7].

En consecuencia, el resultado presentado en [21] es el estudio de una red de aprendizaje

profundo con una estructura primitiva basado en los operadores de derivadas gaussianas

con múltiples canales, donde cada uno se centra en un factor de escala, que mantiene

una precisión alta en un conjunto de prueba con un mayor rango continuo de factor de

escala, a partir de una conjunto discreto. Este tipo de arquitectura se denomina red neu-

ronal multicanal. La diferencia sobre las caracteŕısticas posibles que puedan abstraerse

de dicha red dependerá tanto del conjunto de entrenamiento, aśı como del problema de

interés.

2.3.2. Arquitectura

La arquitectura de una red neuronal presentada en el apartado anterior, toma como

referencia a una red neuronal de multiples capas, las cuales están completamente conec-

tadas. Definimos como I, Jj y O a la capa de entrada, la j-ésima capa intermedia, y capa

de salida respectivamente, la dimensión de cada uno depende tanto de las dimensiones del

conjunto de entrenamiento, aśı como de los canales de entrada y salida respectivos. En

principio, estas capas o layers tienen como base un conjunto de operadores de derivadas

gaussianas bidimensionales isotrópicas Gp,q(x1, x2, σx) = Gp(x1, σx)∗Gq(x2, σx), donde σx

es el ancho de escala y p, q son el orden de la derivada parcial sobre dicha coordenada.

El resultado final sobre cada layer, será una combinación lineal sobre dicha base, con lo

cual el conjunto de parámetros libres se reduce significativamente frente a una capa de

convolución dentro de CNN [16].

En la investigación presentada por [21], se toma como base para cada layer, un conjunto
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de operadores gaussianos isotrópicos formado por las derivadas parciales de primer y

segundo orden. En contraste, [16] presenta una arquitectura equivalente, que emplean,

como base, un conjunto de operadores gaussianos anisotrópicos, rotados y desplazados.

Este nuevo conjunto de operadores cumple con los supuestos de la teoŕıa del espacio escala,

y se plantean como un conjunto adicional de parámetros libres durante el entrenamiento

del modelo, que a su vez puede ser pueden tomar valores predeterminados y aśı recuperar

el modelo de [21]. Los resultados de [16] para un problemas de segmentación y clasificación,

concluyen que dichos parámetros adicionales no influyen negativamente en los resultados,

y la decisión sobre si deben ser incluidos o no, dependerá de la naturaleza del problema.

La representación sobre esta base se define como:

Gp,q(u, σ, µ, θ) = Gp(y1, σx1) ∗Gq(y2, σx2), donde

(y1, y2) = (u1 − µ1, u2 − µ2); con

(u1, u2) = (x1 cos θ + x2 sin θ,−x1 sin θ + x2 cos θ)

Por lo tanto, la base para la construcción de cada capa se presenta como:

ϕn(u
n, σn, µn, θn) = {ϕ1, . . . , ϕN} = {Gp,q(u, σ, µ, θ)|p+ q ≤ K}

Donde K ∈ N es el orden máximo sobre nuestros operadores gaussianos. Asimismo, [16]

propone tanto un layer construido con más de una base, aśı como una técnica para reducir

el costo computacional durante el entrenamiento. Sea T (·, h, b, ch) el tensor asociado a una

imagen de nuestro conjunto de entrenamiento, entonces nuestra capa de entrada estará

definida por ch canales de entrada,NI canales de escala de salida, y se representa mediante:

F i
I(:, σI) =

∑
k∈[1,...,ch]

(
N∑

n=1

wi
I,n · ϕn(u, σI, µI, θI)

)
∗ T (·, h, b, k) (2.8)

Donde i se refiere al canal de salida del layer, i ∈ [1, . . . , NI ]; y aśı, wi
I,n es el peso asociado

del layer de entrada I, del operador n, (n ∈ [1, ·, N ]), asociado al canal de salida i. Como
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resultado, tendremos un tensor FI(·, h, b, NI), que a su vez pasará a ser el nuevo tensor

de entrada para la capa intermedia J1.

La transformación asociada del layer Jj al layer Jj+1, donde j ≥ 1 es similar al que

sucede en la capa de entrada. Definimos FJj
(·, h, b, NJj) el tensor resultante de la capa

Jj; además, Γ(·) como la función de activación asociada. Entonces, dicha transformación

resultante para el canal de escala i, i ∈ [1, . . . , NJj+1
],se representa como:

F i
Jj+1

(:, σJj+1
) = Γ

 ∑
k∈[1,...,NJj

]

MJj+1∑
n=1

wi
I,n · ϕn(u, σJj+1

, µJj+1
, θJj+1

)

 ∗ T (·, h, b, k)

(2.9)

Donde, MJj+1
hace referencia a la dimensión de la base asociada al layer Jj+1. Para la

capa de salida O, [21] propone una capa de max pooling a través los múltiples canales del

tensor asociado, en la cual dicha transformación tomará los valores máximos sobre cada

canal de escala. Lindeberg demuestra que dicho layer permite obtener una representación

invariante a la escala de la imagen de entrada, lo que significa que la red neuronal se

enfoca en las caracteŕısticas más importantes de la imagen, independientemente de su

escala.



Caṕıtulo 3

Experimentación

En este apartado vamos a definir el proceso de experimentación de una red neuronal

de derivadas gaussianas sobre el conjunto de entrenamiento Shanghaitech dataset, el cual

se explora los escenarios congestionados en tanto para una zona urbana dentro en distin-

tos puntos estratégicos de Shanghai (parte B) y otro que cuenta con una recopilación

de imágenes de libre acceso sobre eventos donde existen multitudes distribuidas aleato-

riamente en diferentes escalas (parte A). Este conjunto de imágenes fue creado por [23]

y es un dataset muy utilizado en los algoritmos de conteo de multitudes. Los resultados

obtenidos mediante este experimento se pondrán en evidencia con los presentados en la

red CSRNet, y la red MCNN presentada por [23]. El código que se realizó para esta

investigación se encuentra disponible en https://github.com/AquilesBailo140/Gaussian-

Derivates-Network.git

3.1. Métricas

De acuerdo a [5] [8] [17], las métricas estándar para medir el éxito de un modelo en

el problema de conteo de multitudes son el error absoluto (MAE) y el error cuadrático
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medio (MSE). Ambas ecuaciones se definen como:

MAE =
1

N

N∑
i=1

∣∣∣Cpred
Ii
− Cgt

Ii

∣∣∣ ; MSE =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

∣∣∣Cpred
Ii
− Cgt

Ii

∣∣∣2 (3.1)

Donde N se refiere al total de imágenes del conjunto de test; Cpred
Ii

se define como el número

total de objetos en el mapa de densidad estimado de la imagen Ii; C
GT
Ii

es el número

total de objetos en el mapa de densidad real. En términos generales, MAE determina la

precisión de la estimación, mientras que MSE indica la robustez de las estimaciones.

3.2. Arquitectura de la Red

La arquitectura de la red toma inspiración directa de los trabajos presentados en [5]

[12] [16] [21]. En [12] presentan una arquitectura CNN basada y pre-entrenada en la red

VGG-16 [20] que es utilizada para problemas de clasificación, por lo cual se emplea dicha red

como base, y se reemplaza las capas de convolución por capas de estructuras receptivas

de derivadas gaussianas. El experimento se lleva acabo en el entrono de programación

Python, el cual hace uso de la libreŕıa TensorFlow. De manera similar, [16] ofrece un

layer escrito en este mismo lenguaje, el cual se emplea para la definición de los layers

basado en los operadores gaussianos. La arquitectura final se presenta dentro de la Tabla

3.2.

3.3. Conjunto de Datos e Implementación de Google

Colaboratory

Para el conjunto de entrenamiento, se emplea la técnica de conteo por estimación

usando mapas de densidad, con lo cual se crea un código inspirado en [12] [23], por lo
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tanto se emplea la técnica de geometric adaptative kernel presentado en la sección 2.1.2.

En estas publicaciones, utilizan como factor de adaptación β = 0,3, además de utilizar

como referencia sólo las tres distancias más cercanas a cada individuo. Con los mapas de

densidad obtenidos, estos se añaden como un canal adicional al tensor T (·, h, b, ch) sólo

con fines prácticos. Adicionalmente, tanto el conjunto de entrenamiento como validación

están a diferentes tamaños, con lo cual se emplea una función adicional que deja a un

mismo tamaño ambos conjuntos, utilizando como referencia la imagen más pequeña, que

es (512, 512) pixeles.

Shanghaitech contiene 1198 imágenes anotadas, con un total de 330.165 personas con

centros de sus cabezas anotados. Este conjunto de datos contiene consta de dos partes:

hay 482 imágenes en la parte A y 716 parte B. De estos conjuntos, 300 son las imáge-

nes de la Parte A se utilizan para el entrenamiento, y las restantes, 182 imágenes, como

conjunto de test; en la parte B, esta proporción cambia a 400 y 316 imágenes. Para tener

una muestra más grande, sobre el tensor resultante, se divide en cuatro ventanas iguales

no conectadas, y consecuentemente se toma una muestra aleatoria con una ventana del

mismo tamaño sobre cada imagen. El problema de sobre entrenamiento en nuevo data set

se supera la tomar una muestra aleatoria y no consecutiva durante cada época de entre-

namiento. Aśı mismo, tanto la imagen como el mapa de densidad asociado corresponden

a la imagen original, debido a la división del tensor sobre h y b. Una observación adicional

sobre este nuevo conjunto corresponde al momento de la reducción de escala por el ajuste

de tamaño, pues esto presenta una discrepancia entre el mapa de densidad resultante y

el original al reducir sus rango en un valor de cuatro. De esta forma, se escala sobre este

mismo factor para evitar problemas en el conteo final.

La función de pérdida apropiada, según [12], [23] es la distancia euclidiana, que se

define como la distancia L2 entre el mapa de densidad real y el estimado. La ecuación se

representa como:
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L =
1

2N

N∑
i=1

||Fpred(Ii)− Fgt(Ii)|| (3.2)

Donde Fpred(Ii) se refiere al mapa de densidad estimado de la imagen Ii; Fgt(Ii), es el

mapa de densidad real, y N es el total de imágenes en el conjunto para este mini-batch.

Se utiliza como algoritmo de optimización para ajustar los hiperparámetros al algoritmo

ADAM, el cual es una variante de los algoritmos de gradiente descendiente estocástico SGD

[9], tomando un nivel de aprendizaje igual a 5× 10−5. Todas estas funciones fueron orien-

tadas para ser implementados en TensorFlow, debido a su amplia variedad de módulos

orientados construir arquitecturas de machine learning. Aunque puede tener una curva

de aprendizaje pronunciada, TensorFlow cuenta con una documentación muy completa y

una gran cantidad de recursos en ĺınea, lo que puede ayudar a los usuarios a familiarizarse

con la herramienta.
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Layer (type) Output Shape Param #
input 4 (InputLayer) [(None, 256, 256, 4)] 0

ftgd conv layer (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 32) 1362
tf.nn.relu 48 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 32) 0

ftgd conv layer 1 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 32) 10322
tf.nn.relu 49 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 32) 0

ftgd conv layer 2 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 64) 20594
tf.nn.relu 50 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 64) 0

ftgd conv layer 3 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 64) 41074
tf.nn.relu 51 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 64) 0

ftgd conv layer 4 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 64) 41074
tf.nn.relu 52 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 64) 0

ftgd conv layer 5 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 64) 41074
tf.nn.relu 53 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 64) 0

ftgd conv layer 6 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 128) 82098
tf.nn.relu 54 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 128) 0

ftgd conv layer 7 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 128) 164018
tf.nn.relu 55 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 128) 0

ftgd conv layer 8 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 128) 164018
tf.nn.relu 56 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 128) 0

ftgd conv layer 9 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 128) 164018
tf.nn.relu 57 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 128) 0

ftgd conv layer 10 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 128) 164018
tf.nn.relu 58 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 128) 0

ftgd conv layer 11 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 128) 164018
tf.nn.relu 59 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 128) 0

ftgd conv layer 12 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 64) 82034
tf.nn.relu 60 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 64) 0

ftgd conv layer 13 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 64) 41074
tf.nn.relu 61 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 64) 0

ftgd conv layer 14 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 32) 20562
tf.nn.relu 62 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 32) 0

ftgd conv layer 15 (FTGDConvLayer) (None, 256, 256, 32) 10322
tf.nn.relu 63 (TFOpLambda) (None, 256, 256, 32) 0

depth max pool (Depth MaxPool) (None, 256, 256, 1) 0

Total params: 1,211,680
Trainable params: 1,211,680
Non-trainable params: 0

Cuadro 3.1: Se presenta un resumen detallado de la arquitectura de la red en el experi-
mento. Como primera columna tenelos los nombres de cada una de las capas. En este caso,
ftgd conv layer hace referencia a la capa basada en los operadores de derivadas gaus-
sianas, presentados en [16]; tf nn relu hace referencia a la función de activación relu,
programada por TensorFlow. La capa de entrada: input hace referencia a la entrada de
los datos, mientras la capa de salida depth max pool representa la capa de max pooling
sobre los canales de escala, idea presentada por [21]. Como segunda columna tenemos la
forma del tensor de salida para cada una de las capas, mientras que en la tercera columna
tenemos la cantidad de parámetros libres en cada layer. El total se encuentra al pie de la
Tabla.



Caṕıtulo 4

Resultados y Conclusiones

Los resultados obtenidos por nuestro modelo se presentan en la Tabla 4:

Parte A ParteB

Método MAE MSE MAE MSE
MCNN [23] 110.2 173.2 26.4 41.3
CSRNet [12] 68.2 115.0 10.6 16.0

Betsi (nuestro método) 85.67 184.71 38.55 44.68

Una comparativa de la cantidad de parámetros en estas redes se presenta en la Tabla

4:

#Parámetros
(en millones)

Método
MCNN [23] 0.13
CSRNet [12] 16.26

Betsi(nuestro método) 1.21

Cuadro 4.1: Cantidad de parámetros libres (en millones) en los tres métodos a comparar.

En los siguientes apartados presentamos una lista de Figuras reconstruidas sobre la

parte B del conjunto de entrenamiento:
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4.1. Conclusiones

En este estudio, se ha investigado el uso de una red neuronal de derivadas gaussianas

para abordar el problema de la congestión en la base de datos ShangaiDataSet. A nivel

genral, los resultados obtenidos son equiparables frente a dos arquitecturas de alto nivel

que enfrentan este mismo problema, lo que demuestra el potencial sobre el uso de los

operadores gaussianos como estructuras receptivas primarias, lo que a su vez podŕıa ser útil

en futuras investigaciones relacionadas al estudio del tránsito urbano. Como conclusiones

espećıficas, tenemos:

- Las propiedades de los operadores gaussianos dentro de la teoŕıa del espacio-escala

hacen que sean ideales para ser utilizados como base para una capa de una red

neuronal profunda. La capacidad de los operadores gaussianos para para obtener

la invarianza y covarianza en la escala permite que los datos procesados puedan

ser utilizados para recuperar información original de las imágenes del conjunto de

entrenamiento, aśı como una correcta predicción en dominios similares. En base a

los resultados obtenidos, los operadores gaussianos proporciona una poderosa he-

rramienta para el aprendizaje profundo, en particular para el análisis de imágenes y

la predicción de situaciones complejas en la vida real. Por lo tanto, la utilización de

operadores gaussianos en el aprendizaje profundo es una técnica altamente efectiva

que puede mejorar significativamente la capacidad de los modelos de aprendizaje

profundo para procesar y analizar información visual, lo que puede tener importan-

tes aplicaciones en diversas áreas de la ciencia y la tecnoloǵıa.

- En resumen, la utilización de redes neuronales de derivadas gaussianas representa

una técnica altamente efectiva para el análisis de multitudes en escenarios urbanos,

al permitir la obtención de resultados precisos con un menor coste computacional.

La reducción significativa de hiperparámetros que se logra con esta técnica permite

el uso de modelos de aprendizaje profundo más eficientes y escalables, que son

capaces de manejar situaciones de multitudes complejas en tiempo real. Además, la
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técnica de redes neuronales de derivadas gaussianas permite la creación de modelos

pre-entrenados, lo que ampĺıa su dominio y aumenta la capacidad de adaptación a

diferentes escenarios. En este sentido, esta técnica es una herramienta muy valiosa

para el estudio y análisis de problemas de multitudes en diferentes ámbitos, tales

como el control de multitudes, la planificación urbana, la seguridad pública, entre

otros.
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