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RESUMEN

Este trabajo presenta un andlisis detallado del modelo transformer decoder-only. A lo largo
del documento, se desglosan los componentes clave del modelo, como los embeddings, la
tokenizacion, la codificacion posicional y el mecanismo de atencidn, desde una perspectiva
matemadtica. Se explica como cada uno de estos elementos permite al modelo interpretar y
generar lenguaje natural de manera eficiente, preservando tanto la semdntica como la estructura

del texto.

Ademas del anélisis tedrico, se incluye una implementacion practica que consiste en el ajuste
fino de un modelo preentrenado para generacion de texto relacionado al manual del estudiante
de la USFQ. Los resultados obtenidos evidencian la eficacia del modelo en la generacion de
texto coherente, subrayando la importancia de los transformers en el procesamiento del lenguaje
natural y su impacto en diversas dreas. Este estudio contribuye a una mejor comprensién de los
fundamentos matemaéticos que sustentan el funcionamiento de los transformers, ofreciendo una

base sélida para futuros desarrollos y aplicaciones en el &mbito académico y profesional.

Palabras clave: Transformer, ChatGPT, Procesamiento del Lenguaje Natural (NLP), Modelos
Generativos, Embeddings, Tokenizacion, Codificacion Posicional, Mecanismo de Atencion,

Modelos Extensos de Lenguaje (LLM)



ABSTRACT

This document presents a detailed analysis of the decoder-only transformer model. Throughout
the paper, the key components of the model, such as embeddings, tokenization, positional
encoding and the attention mechanism, are broken down from a mathematical perspective. It
explains how each of these elements allows the model to interpret and generate natural language

efficiently, preserving both semantics and text structure.

In addition to the theoretical analysis, a practical implementation is included, consisting in
the fine tuning of a pre-trained model for text generation related to the USFQ student handbook.
The results obtained show the effectiveness of the model in generating coherent text, highlighting
the importance of transformers in natural language processing and their impact in several areas.
This study contributes to a better understanding of the mathematical foundations that support
the operation of transformers, providing a solid basis for future developments and applications

in the academic and professional fields.

Keywords: Transformer, ChatGPT, Natural Language Processing (NLP), Generative Models,
Embeddings, Tokenization, Positional Encoding, Attention Mechanism, Large Language Models

(LLM)
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[
CAPITULO

INTRODUCCION

Los avances en el procesamiento del lenguaje natural (NLP) han revolucionado la forma
en que interactuamos con la informacién y las maquinas. Entre estos avances, los modelos de
lenguaje basados en arquitecturas transformer han demostrado ser altamente efectivos para tareas
que van desde la traduccién automatica hasta la generacion de texto coherente y contextualizado.
En particular, los modelos “decoder-only”, como ChatGPT o LLaMA, han destacado por su

capacidad para generar respuestas precisas y relevantes en una amplia variedad de contextos.

Este trabajo se centra en el estudio detallado del funcionamiento interno de los modelos
transformer decoder-only, desglosando sus componentes desde una perspectiva matemadtica. El
andlisis incluye el proceso de tokenizacidn, la representacion semantica mediante embeddings,
la incorporacion de informacién posicional y el mecanismo de atencién. Cada uno de estos
elementos es fundamental para que el modelo pueda interpretar y generar lenguaje de manera

eficiente.

Ademads, el presente trabajo no solo aborda los aspectos tedricos, sino que también incluye
una implementacion préctica que consiste en el ajuste fino de un modelo preentrenado para un
contexto especifico. En este caso, se ha adaptado el modelo para generar texto relacionado con el
manual del estudiante de la Universidad San Francisco de Quito, demostrando su aplicabilidad

en tareas reales y su capacidad para ser personalizado segin necesidades particulares.

A lo largo del documento, se busca no solo explicar el funcionamiento del modelo, sino
también resaltar la importancia de cada uno de sus componentes desde un enfoque matematico,

permitiendo al lector comprender como estas estructuras contribuyen al éxito del modelo en



la generacidn de texto coherente y contextualizado. Con ello, se pretende ofrecer una visioén
integral que abarque tanto la teoria como la préctica, subrayando el impacto y el potencial de los

modelos de lenguaje en diversos dmbitos académicos y profesionales.
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[
CAPITULO

DEFINICIONES Y METODOS

En este capitulo se proporcionan definiciones matemadticas clave y conceptos fundamentales
necesarios para entender los mecanismos matematicos que subyacen a los modelos basados en
Transformers. Cabe recalcar que, a lo largo de este trabajo, se adopta la convencién de indexar
los elementos desde 0, en lugar de desde 1. Esto es comin en la mayoria de los lenguajes
de programacion y facilita el manejo de matrices y vectores en diversas implementaciones
algoritmicas, como es el caso en los Transformers, donde las secuencias y matrices de atencién
se gestionan de esta forma. Dicho esto, a continuacion se detallan las definiciones y notaciones

utilizadas a lo largo de este trabajo.

2.1. Fundamentos de Algebra Lineal
Primero se recordardn algunas definiciones de dlgebra lineal, las cuales permitirdn compren-

der los fundamentos matematicos necesarios para abordar los modelos basados en Transformers.

Definiciéon 2.1.1. Un espacio vectorial (real) es un conjunto V' junto con una operacion de
adicion sobre V' y una operacion de multiplicacion por escalares sobre /', de manera que se

cumplan las siguientes propiedades:

Conmutatividad: v + v = v + u para todo u,v € V.

Asociatividad: (v +v) +w = u+ (v+w) y (ab)v = a(bv) para todo u, v, w € V' y para

todo a,b € R.

Elemento neutro aditivo: Existe un elemento 0 € V' tal que v + 0 = v paratodo v € V.

Inverso aditivo: Para todo v € V, existe un w € V tal que v + w = 0.

Identidad multiplicativa: 1v = v paratodov € V.



= Propiedades distributivas: a(u+v) = au+avy (a+b)v = av + bv paratodo a,b € R

y para todo u,v € V.

Los elementos de un espacio vectorial se denominan vectores.

Definicion 2.1.2. Un subespacio vectorial es un subconjunto U de un espacio vectorial V' tal
que U también es un espacio vectorial bajo la misma operacion de adicion de V' y la misma
operacion de multiplicacion por escalares de V. Para que sea un subespacio se deben satisfacer

las siguientes propiedades:

= Identidad aditiva: 0 € U.
» Cerrado bajo adicion: u, w € U implica que u + w € U.
s Cerrado bajo multiplicacion por escalares: « € Ry v € U implican que au € U.

Definicion 2.1.3. Una combinacion lineal de una lista de vectores vy, ..., v, € V es un vector
de la forma

a1vy + e + AmUm,
donde ay,...,a, € R.

Definicion 2.1.4. El conjunto de todas las combinaciones lineales de una lista de vectores

Vo, - - -, Um en V se llama el span de vy, . . . , v,,, denotado span{uvy, . . ., v, }. En otras palabras,

span{vg, ..., vm} = {agvo + -+ + amm | ag, ..., am € R}.

El span de la lista vacia () se define como {0}.

Es importante notar que el span de una lista de vectores es el subespacio mas pequefio

conteniendo esos vectores.



Definicion 2.1.5. Una lista de vectores vy, . .., v, en V se dice que es linealmente indepen-
diente si,

ago + -+ + AUy =0
siysolosiay=a, =--- = a, = 0. Caso contrario se dice que es linealmente dependiente.

Definicion 2.1.6. Una base de V" es una lista de vectores en V' que es linealmente independiente

y genera V' (es decir, el span de los vectores de la lista es igual a V).

Definicion 2.1.7. La lista de vectores

eo = (1,0,0,...,0,0),

er = (0,1,0,...,0,0),

en1=(0,0,0,...,0,1)

es una base de R", llamada la base estandar o base canénica de R". En otras palabras:

1, 7=1
€; = (a07a17"'7an—1)7 a; =
0, j#i
Definicion 2.1.8. La dimensién de un espacio vectorial de dimension finita es la longitud de
cualquier base del espacio vectorial. La dimensién de V' (si V' es de dimensidn finita) se denota

por dim V. Por ejemplo, la dimension de R™ es n debido a la definicién 2.1.7.

Definicion 2.1.9. Sean Uy, U,, . .., U, subconjuntos de V. La suma de Uy, . .., U,,, denotada
como U; + - - - + U,,, es el conjunto de todas las posibles sumas de elementos de Uy, . .., U,,.

Mas precisamente,

Ui+ +Up={uy+ -+ tp | ug €UL, ...ty € Uy}

Si Uy, Us,, ..., U, son subespacios, entonces U; + - - - + U, es el subespacio mds pequeifio de V'

que los contiene.



Definicién 2.1.10. Sean Uy, ..., U, subespacios de V. La suma U; + - - - 4+ U, se llama suma
directa si cada elemento de U; + - - - + U,, puede escribirse de manera tinica como una suma

uy + -+ + Uy, donde cada u; € Uj.

SiU; +---+ U, es una suma directa, entonces se denota como

U@ dUpn

para indicar que es una suma directa, con el simbolo & sirviendo como indicacion de que esta es

una suma directa.

Definicion 2.1.11. Una transformacion lineal de V' a I (espacios vectoriales) es una funcién

T : V — W que satisface las siguientes propiedades:

» Aditividad: 7'(u + v) = T'(u) + T'(v) para todos u,v € V.

» Homogeneidad: 7'(\v) = \T'(v) paratodo A e Fyv € V.

Denotamos al conjunto de transformaciones lineales de V' a W como L(V, W).

Definiciéon 2.1.12. Una transformacion lineal de un espacio vectorial a si mismo se llama un
operador. La notacién £(V') denota el conjunto de todos los operadores sobre V. En otras

palabras, L(V) = L(V, V).

Definicion 2.1.13. Supongamos que 7' € L(V, U) para espacios vectoriales V, U y vy, ..., v,_1
esunabasede V' y ug, ..., u,_1 es una base de U. La matriz de 7 respecto a estas bases es la

matriz m X n Wy cuyas entradas w; ;, estan definidas por

T(vg) = wy gy + -+ + Wy puy paracada k=1,...,n.

Si una matriz W € R™*™ denota una transformacion lineal en £(V, U ) para espacios vectoriales

reales V, U de dimensiones n y m respectivamente, entonces decimos que W € L(V, U).



Definicion 2.1.14. Supongamos que A es una matriz de m x n.

» Sil < j < m,entonces A;. denota la matriz de 1 X n que consiste en la fila j de A.
» Sil <k <mn,entonces A.j denota la matriz de m x 1 que consiste en la columna k de A.

Definicion 2.1.15. Para x,y € R", el producto escalar de x y y, denotado por x - y, se define
como

T-Y=2=ToYo+ "+ Tn-1Yn—1,

donde z = (xg, ..., Tn-1) YUY = (Yo, -+ Yn—1)-

Definicién 2.1.16. Denotamos [N] al conjunto de niimeros enteros no negativos menores a N,

es decir,

[INJ={ne€Z:0<n<N}={0,1,...,N — 1}

2.2. Funciones Matematicas y Métricas en Modelos de Apren-

dizaje Automatico
Tras haber establecido las definiciones fundamentales de algebra lineal, es necesario intro-
ducir una serie de funciones y métricas que juegan un papel crucial en el entrenamiento y la
optimizacion de modelos. Para ello recordemos lo que es una capa oculta de una red neuronal

pero desde un punto de vista matematico.

Definicion 2.2.1. Una capa oculta de una red neuronal de dimensién k£ con entrada de
dimension d;,, es un mapa f : R%» — R¥ que consiste en la conjugacién de una transformacién
lineal W1 € L(R%~ R*) (WT denota W transpuesta) y un sesgo b € R* con una funcién

(generalmente no lineal) 6 : R¥ — R*, es decir,
f(z) =0(WTx +b).

A 0 se le denomina funcién de activacion. Por otro lado, para procesar una entrada de longitud



7 a la vez, entonces obtenemos

fr(x) = HT(XW + B)v

donde X € R™%n ypara j € [k], B;. = by 0.(A);. = 0(A;.).

Para abordar la clasificacion en modelos de aprendizaje automético asi como la obtencién
de ponderaciones para una media ponderada, una de las funciones mas comunes y esenciales
es la funcién Softmax. Esta funcién es particularmente ttil ya que convierte un vector de
valores reales en un vector de probabilidades, asignando una ponderacién o probabilidad a
cada componente de modo que la suma de todas las probabilidades sea 1, es decir, se crea una

distribucion de probabilidad.

Definicién 2.2.2. La funcién Softmax es una funcién matematica que toma un vector z € R¥ y
lo convierte en un vector de probabilidades p € R*, tal que los componentes de p forman una
distribucién de probabilidad. Dada una entrada z = (zg, 29, . . ., 2k_1), la funcién Softmax se

define como

k—1

2, €°

j=0

o(z)i = para i € [k].
Rk:
@) Softmax
eZi
O

HO6OG

Figura 2.1: Softmax aplicado a un vector en R¥.



Continuando con la descripcién de funciones utilizadas en redes neuronales, es importante
mencionar unas de las funciones de activacion ampliamente utilizadas. La funciéon ReLU es
una de las funciones de activacién mds simples y efectivas, especialmente en redes neuronales
profundas. Es ampliamente utilizada debido a su eficiencia computacional y a que puede ayudar

a mitigar el problema del desvanecimiento del gradiente.

Definicion 2.2.3. La funciéon ReLU (Rectified Linear Unit) es una funcién no lineal que se
define punto a punto como

ReLU(z) = max(0, x),

para cada x € R. En otras palabras, la funcidén devuelve el valor de entrada z si es positivo, y 0

si es negativo.

Por otro lado, GELU (Hendrycks & Gimpel, 2023) es una funcién de activacion inspirada
en ReLU pero definida de tal manera que es suave y continuamente diferenciable, contrario a
ReLU que no es diferenciable en 0. Es una funcién de activacién mds reciente que ha mostrado
buenos resultados en arquitecturas de redes neuronales modernas, como los modelos de lenguaje

basados en transformers.

Definicion 2.2.4. La funcién GELU (Gaussian Error Linear Unit) es una funcién de activacion
suave que combina los beneficios de una activacién lineal con una modulacién probabilistica

basada en la distribucion normal. Se define como
GELU(z) = 2P(X < z) = 2®(x),

donde x € R, X ~ N(0,1) y ® es la funcién de distribucién acumulativa de la distribucion

normal estdndar. También se suele usar la siguiente aproximacion:

2
GELU(z) ~ 0.5z (1 + tanh \/j (z +0.0447152°) | |,
™



54 — RelU
-- GELU

Figura 2.2: ReLU vs GELU.

La normalizacion de capa (Ba et al., 2016) es una técnica importante utilizada en redes
neuronales profundas, especialmente en modelos de aprendizaje automatico que involucran
secuencias, como los modelos basados en transformers. La normalizacion ayuda a estabilizar el
entrenamiento al reducir el problema de la covariancia interna, asegurando que las activaciones
de cada capa tengan una media de 0 y una desviacién estandar de 1, lo que facilita el proceso de

aprendizaje y mejora la convergencia.

Definicion 2.2.5. La normalizaciéon de capa (Layer Normalization) h para un vector de

activaciones h(® = (h{” n". .. h,(le) € R* se define como

h =

O _
‘ Th)

v+ B; parai € [k],

donde:

k K
1 1 (1) 2
Hao = 7 ZZ1 hi, onw =] 7 > (0 = m)?,

i=1
y 7y 3 son vectores en R* que son pardmetros aprendibles. También se lo puede denotar de la

siguiente forma:
h —
on

LayerNorm(h) = O+ 5,

donde ® denota el producto elemento a elemento.



La entropia cruzada (Goodfellow et al., 2016) es una medida para determinar qué tan
distintas son dos distribuciones de probabilidad. En el caso de aprendizaje automdtico, sirve
para problemas de clasificacién donde se debe medir la diferencia entre una salida con una

distribucién de probabilidad y entre la distribucion de probabilidad verdadera de las clases.

Definicién 2.2.6. La Entropia Cruzada (Cross-entropy) H (P, ) entre dos distribuciones de

probabilidad Py () se define como

H(Pa Q) = _ExNP 1Og Q(ZL‘)

En el caso de un modelo de aprendizaje automatico que busca clasificar, lo que devolvera se-
ran las probabilidades para cada clase ¢; dada una entrada (o, . . ., z,,), es decir, p(c;|zo, . . ., Tp)-

En este caso, la distribucion de probabilidad seria

1, c¢; eslaclase real (Crea)
pleilzo, - zn) =

0, caso contrario

Por lo tanto, en este caso se busca maximizar la ecuacién

= plCrealo, - - ).
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[
CAPITULO

EXPLICACION MATEMATICA DE UN TRANSFORMER

El Transformer revolucioné el procesamiento del lenguaje natural (NLP) al introducir
mecanismos de atencién que optimizan tareas como la generacién de texto. Su arquitectura se
basa en mecanismos de atencién que permiten modelar secuencias de manera eficiente y efectiva.
Esta seccion se centra en el funcionamiento de un modelo de solo decodificador, comunmente

utilizado en la generacion de texto.

Un modelo de solo decodificador (o “decoder-only”), como el que se utiliza en sistemas de
generacion de texto, estd disefiado para producir secuencias de salida basdndose en entradas
anteriores y en un contexto generado por el propio modelo. La arquitectura consta de multiples
capas apiladas que incluyen mecanismos de atencién y redes neuronales MLP. Estas capas
se intercalan con mecanismos de normalizacién y conexiones residuales que garantizan la
estabilidad y el aprendizaje eficiente. En la imagen 3.1 se puede apreciar la arquitectura de un

modelo de solo decodificador.

{P(t =t lto,t1,... tr_1) : t €T}

Output Probabilities

z(N)

Layer Norm
to,t1,. .- tr—1

Figura 3.1: Arquitectura del Transformer tipo decoder-only.

3.1. Embedding

Cuando trabajamos con texto en modelos de aprendizaje profundo, surge la necesidad

de convertir las palabras o secuencias de caracteres en representaciones numéricas que las



redes neuronales puedan procesar, esto debido a que las palabras en su forma natural no son
interpretables directamente por una red neuronal. Podriamos pensar que simplemente asignar un
ndmero a cada palabra seria suficiente (por ejemplo, el nimero natural correspondiente al indice
de esa palabra dentro de la lista de todo el vocabulario que maneja el modelo), pero esto no es
adecuado porque no captura la relacion semantica entre las palabras. Si asignamos nimeros
como 1 para gato, 2 para perro 'y 3 para puerta, el modelo no tendria forma de entender que
estas palabras estdn relacionadas en el lenguaje natural; ademds, esto implica incorrectamente
que relaciones como 2 - Tga0 = Tperro O 1.5 * Tperro = Tpuera tienen sentido semantico, lo cual es
absurdo en el lenguaje natural. Las palabras no pueden ser linealmente independientes entre si
(ser multiplos una de otra), lo cual automdticamente descarta la posibilidad de usar cualquier

representacion unidimensional como nimeros reales.

gato perro puerta
Py

L 2
3

L 4 L 2
1 2

0 0.5 15 25 35 4

Figura 3.2: Representacion de palabras en una sola dimension.

Otro enfoque inicial es el one-hot encoding, donde cada palabra se representa como un
vector elemento de la base candnica (2.1.7) de V, donde V es el conjunto de palabras w en
el vocabulario que se esta considerando para el modelo. Debido a que V = dimV es finito,
podemos considerar un conjunto de indices T = [V] que represente nuestro vocabulario, es
decir, V = {w; : t € T}. Cada indice t € T se representa a través de un vector e; € RV. Asi, el
vector e, es la representacion one-hot del token ¢, y se asocia de manera Unica a la palabra w; en
el vocabulario. Un ejemplo simple en el que el one-hot encoding es titil es en la clasificacion
de colores. Si tenemos tres colores: rojo, verde y azul, podemos representarlos de la siguiente

manera con one-hot encoding:

» Rojo: ¢g = (1,0,0) € R?

» Verde: e; = (0,1,0) € R?



» Azul: e; = (0,0,1) € R?

Este enfoque funciona bien porque las categorias son mutuamente excluyentes y no se
requiere ninguna relacion semdntica entre ellas. Sin embargo, esto representa un problema al
momento de trabajar con lenguaje. Aunque usar one-hot encoding garantiza unicidad en las
representaciones, la ortogonalidad entre vectores impide que el modelo identifique relaciones
semanticas, ya que todas las palabras estdn igualmente distantes unas de otras. Por ejemplo, los
vectores que representan gato y perro estarian tan separados como gato y puerta, lo cual no

refleja el comportamiento del lenguaje.

Figura 3.3: Representacién de palabras con one-hot encoding.

Para superar estas limitaciones, se usan representaciones vectoriales denominadas embed-
dings que se encuentran en un espacio vectorial de dimension menor al tamafo del vocabulario.
Se escoge usar espacios vectoriales debido a que estos tienen estructura y es posible realizar ope-
raciones algebraicas entre sus elementos. Asi mismo, usar una dimensién mas pequefia posibilita
que las relaciones semdnticas puedan capturarse a través de la proximidad en el espacio vectorial.
Estos embeddings se pueden entender como representaciones distribuidas de palabras en un
espacio vectorial, y ayudan a los algoritmos de aprendizaje a lograr un mejor rendimiento en
tareas de procesamiento del lenguaje natural al agrupar palabras similares (Mikolov, Sutskever

et al., 2013).



3.1.1. Word2Vec y Operaciones Algebraicas entre Palabras

Un conjunto de técnicas populares para entrenar embeddings pertenecen a la herramienta
Word2Vec que surge del paper “Efficient Estimation of Word Representations in Vector Space”
(Mikolov, Chen et al., 2013). En estas se utiliza redes neuronales para aprender representaciones
vectoriales de palabras basadas en su contexto. Una de las arquitecturas principales de Word2Vec
es la de Skip-gram, donde se predicen las palabras que rodean a una palabra central en un

corpus de texto. Esto permite capturar las relaciones seménticas entre las palabras, basdndose en

su coocurrencia en diferentes contextos.

Una forma de entrenar este modelo es con una red neuronal con una capa oculta y sin
activacion. Las capas de entrada y salida son de dimensién V, mientras que la capa oculta es de
dimension d,,, que es la dimension del embedding deseada; para esto es necesario tener todo un
vocabulario V definido y que cada palabra tenga un indice tnico ¢ € 7. El input del modelo es
una palabra w;,, donde 7 representa el indice de la palabra dentro del corpus de texto. Esta palabra
wy, se representa como un vector one-hot e;, que activa tinicamente la neurona correspondiente
al indice de la palabra (¢;), y los pesos de esta primera capa son los embeddings que se ajustan
durante el entrenamiento. En un corpus de texto escogemos una ventana o tamafo de contexto ¢
para obtener una secuencia de palabras de tamafio 2c+ 1 (wy, ., ..., Ws_ |, Wi, Weyy s -0, Wy, ).
Para entrenar el modelo y que aprenda la representacion de la palabra w;,. Debido a que solo la
neurona correspondiente al indice de la palabra se activa, solo sus d,,, pesos se actualizardn para
esta primera capa. Por otro lado, los targets del modelo serdn todas las palabras que le rodean a
wy,, es decir wy,, para —c < j < ¢, j # 0. Realizando ese procedimiento por todo el corpus de
texto, se obtendrdn representaciones vectoriales de dimension d,,, que conservan el contexto de

las palabras, las cuales corresponden a los pesos de la capa de entrada de la red neuronal.



Figura 3.4: Arquitectura Modelo Word2Vec Skip-gram.

En la figura 3.4 se puede apreciar la neurona ¢; que se activa en la entrada con la palabra
wy, asi como las Unicas neuronas de salida a las que deberia apuntar en esa iteracion. Para las
demads palabras del vocabulario deberia apuntar a 0, con lo que, usando entropia cruzada (2.2.6),
al actualizar los pesos se van a obtener representaciones vectoriales de palabras. En este caso, la

entropia cruzada de solamente esa iteracion (solo considerando wy,) viene dada por

- Z logp(wti+j|wti)

—c<j<e
j#0

“Las representaciones de palabras calculadas usando redes neuronales son muy interesantes
porque los vectores aprendidos codifican explicitamente muchas regularidades lingiiisticas
y patrones” (Mikolov, Sutskever et al., 2013, p. 1, traduccion propia). Estas regularidades

lingiiisticas pueden ser modeladas como traslaciones lineales. Por ejemplo, se ha observado que:

TMadrid — TEspafia + ZFrancia = TParis

donde xpq1anra €8 la representacion vectorial de dicha palabra. Esto significa que la relacion entre

la representacion de Espaiia con la de Madrid se aproxima a la de Francia con la de Paris



(Mikolov, Chen et al., 2013). En otras palabras, lo que se estd conservando en este caso es una
diferencia vectorial (delta) que refleja la relacion entre un pais y su capital. Este delta, denotado
como Acapital = Teapital — Lpais>» puede ser sumado a cualquier vector de caracteristicas de un pafs
para predecir su capital. De esta manera, si tenemos un Vector Tgmncia representando un pais,

entonces el vector correspondiente para su capital se puede aproximar como:

ZFrancia T Acapital =~ Tparis

Esto implica que la relacién semdntica entre paises y sus capitales se mantiene constante en
el espacio vectorial, permitiendo que el modelo generalice la relacion de forma efectiva entre
otros pares pais-capital. Este tipo de patrones revela como las relaciones semanticas pueden ser
manipuladas algebraicamente en el espacio de los embeddings, permitiéndonos realizar dlgebra

lineal con palabras.

Paris
Acapital

Francia

L Francia
Madrid

Acapital_-

L Bspania

Alapital

Figura 3.5: Operaciones vectoriales entre embeddings.

3.1.2. Optimizacion de Embeddings en Transformers

A diferencia de modelos como Word2Vec, que utilizan embeddings preentrenados, el Trans-
former entrena sus propios embeddings directamente dentro del modelo. Esto permite que las
representaciones se optimicen conjuntamente con el resto de los pardmetros, asegurando que

capturen el contexto y la semantica del texto de manera efectiva para las tareas especificas. Los



embeddings en el Transformer no solo representan las palabras de forma aislada, sino que se
adaptan dindmicamente a medida que el modelo entrena, lo que les otorga flexibilidad y riqueza
contextual. Ademads, gracias a técnicas como la segmentacidn en subpalabras, el modelo puede
manejar vocabularios extensos y generalizar mejor entre variaciones morfoldgicas, lo que mejora

su capacidad para lidiar con palabras raras o desconocidas.

3.1.3. Tokenizacion

Para entrenar adecuadamente un modelo de lenguaje, es esencial definir un vocabulario
V finito que el modelo pueda entender y represente el texto de forma eficiente. Sin embargo,
una dificultad inherente es la gran cantidad de palabras y mds atin cuando el modelo maneja
multiples idiomas. Entrenar un modelo con todas las palabras posibles seria ineficiente, ya que,
incluso si se intentara incluir una gran cantidad de palabras, seria imposible garantizar que todas
estén representadas. Ademads, si el vocabulario se construye a partir de un corpus que no contiene
una palabra especifica, el modelo no podria interpretarla, lo que generaria problemas cuando esa

palabra aparezca en texto nuevo, produciendo errores en la prediccion.

Una forma bésica de abordar este problema es partir de caracteres en lugar de palabras.
Esto tiene la ventaja de que el nimero de caracteres es finito, y cualquier palabra puede ser
representada por una secuencia de caracteres. Por ejemplo, el conjunto de caracteres ASCII tiene
256 elementos (Injosoft AB, s.f.), lo cual es manejable desde un punto de vista computacional.
Sin embargo, este enfoque tiene limitaciones importantes, ya que los caracteres, por si mismos,
no tienen semdntica. Modelar secuencias de caracteres individuales no captura la estructura ni el

significado de las palabras, lo que dificultaria que el modelo comprenda el contexto.

Para abordar las limitaciones de usar caracteres individuales, una técnica comun es utilizar
subpalabras o secuencias de caracteres que aparecen frecuentemente en el texto. Un método
popular para identificar estas secuencias es Byte Pair Encoding (BPE) como lo describen
Sennrich et al. (2016). El BPE comienza con un vocabulario que contiene caracteres individuales
y luego combina los pares de caracteres que mds se repiten en el texto. Estas combinaciones

iterativas crean nuevas secuencias que corresponden a subpalabras, y eventualmente forman el



vocabulario final.

Texto: ‘tokens en texto tokenizado'

Corpus: ['t", ‘o', 'k', 'e", 'n", 's’

Par mas comdn: ['to"]

New corpus: ["to’, k', 'e", 'n’,

Par mas comdn: ['en”]

New corpus: [‘to", 'k*, ‘en’, 's", " T, 'ty fet, 'xf, "to', ', "to', k', ‘en’, 'i*, 'z', 'a’, 'd", '0']

Par mas comdn: ['tok®]

New corpus: ["tok®, ‘en®, 's’,
Par mas comin: [ 'token']

New corpus: ['token®, 's',

Figura 3.6: Ejemplo de BPE.

De esta forma, con un corpus de texto largo se aplica el método hasta obtener el tamafio de
vocabulario V deseado. Asi se obtiene el vocabulario V que es el conjunto de todos los tokens

construidos mediante BPE.

Este enfoque permite que el modelo represente tanto palabras completas como fragmentos
de palabras mds pequefios que aun llevan semantica. Por ejemplo, si un modelo no conoce la
palabra “automdvil”, podria dividirla en subpalabras como “auto” y “moévil”. Esto es util porque,
incluso si el modelo no ha visto la palabra completa durante el entrenamiento, puede manejarla
al dividirla en fragmentos reconocibles. Para comprender mejor este proceso, podemos ver el
ejemplo que nos ofrece la propia pagina de Open Al para observar como funciona la tokenizacién

(OpenAl, s.tf.), donde claramente tiene una tokenizacidén 6ptima en inglés:

Many words map to one token, but some don't: indivisible.

Unicode characters like emojis may be split into many tokens containing
the underlying bytes:

Sequences of characters commonly found next to each other may be grouped
together: 1234567820

Clear

Tokens Characters

53 252

Many words map to one token, but some don't: indivisible.

Unicode characters like emojis may be split into many tokens containing
the underlying bytes: @@@€

Sequences of characters commonly found next to each other may be grouped
together: 1234567890

Figura 3.7: Ejemplo de Open Al de texto tokenizado.


https://platform.openai.com/tokenizer

Asi mismo, en esta pagina se menciona que un token suele corresponder a unos 4 caracteres,
lo que equivale aproximadamente a 3/4 de palabra. Ademas de definir el vocabulario, la
tokenizacion implica seguir ciertas reglas para asegurar que las secuencias de tokens sean
coherentes. Un ejemplo es la regla que establece que el espacio debe ir solo a la izquierda de
un caracter, pero nunca a la derecha, lo que garantiza que los tokens no representen espacios
vacios de manera ambigua. Estas reglas varian segtn el modelo y el corpus utilizado, pero son

esenciales para evitar inconsistencias.

A pesar de sus ventajas, la tokenizacion también tiene limitaciones. Un problema comun es
el manejo de palabras o secuencias de texto completamente nuevas para el modelo. Aunque el
enfoque basado en subpalabras, como BPE, ayuda a mitigar esto, no siempre garantiza que se
conserve el significado original. Si una palabra se divide en demasiadas subpartes, el modelo
podria perder el contexto necesario para interpretarla correctamente. Ademas, la eleccion del
tamafio del vocabulario también influye. Un vocabulario pequefio podria resultar en una excesiva
fragmentacion de palabras, mientras que un vocabulario grande podria hacer que el modelo sea
mas costoso computacionalmente y menos eficiente. Por otro lado, la tokenizacion basada en
reglas no siempre maneja adecuadamente las particularidades de todos los idiomas o dominios
de texto. Los modelos que fueron entrenados principalmente en inglés, como los modelos GPT
de Open Al, podrian tener dificultades al enfrentarse a lenguajes con diferentes estructuras

gramaticales o sintdcticas, como el chino o el drabe.

3.1.4. Definicion Matematica de Embeddings

Consideremos un token ¢ € T, donde 7 es el conjunto de indices correspondientes a los
elementos de nuestro vocabulario V. El embedding asigna a cada token un vector en un espacio
de dimensién d,,,, donde d,,, es un hiperpardmetro que determina la capacidad de representacion

del modelo. Definimos un mapa € : T — R%" tal que al token ¢ se asocia a un vector x; en R%:

et)=Wie, =2, Wi € LRV, R™), ¢ cRY



donde Wy es la matriz V X d,,, de embeddings para todo el vocabulario. Este mapeo permite que
el modelo transforme tokens en representaciones continuas aptas para operaciones algebraicas,
ademads de que el utilizar una matriz dada por una transformacion lineal nos permite que sus
coeficientes sean pardmetros aprendibles por el modelo durante el proceso de entrenamiento.

Asf mismo, podemos definir un mapa ¢, : 7 — R7*%" para tomar una secuencia de 7 € N

tokens (o, ...,t-—1) y asi obtener la matriz 7 x d,, de representaciones vectoriales:
€t Lty
th .’,Utl
ET(to,tl,...,tT_l) = WX =
6t_,.71 xt,,_71

3.2. Codificacion Posicional

En un Transformer, no basta con saber qué palabras o tokens componen una oracién o
secuencia, sino que también es crucial conocer el orden en el que aparecen. El orden de las
palabras influye directamente en el significado de una frase. Por ejemplo, “Maria le dio un
libro a Juan” y “Juan le dio un libro a Maria” usan las mismas palabras, pero su significado
cambia debido a la diferente disposicion de los elementos. Por esta razén, un modelo debe tener
informacién no solo sobre las palabras, sino también sobre su posicién en la secuencia. Para
incorporar esta informacién de orden, los Transformers utilizan codificaciones posicionales
(positional encodings), que asignan un vector a cada posicion de una secuencia. Esta codificacion
posicional permite que el modelo capture las relaciones entre palabras no solo por su proximidad

en el texto, sino también por su posicion relativa en la secuencia.

3.2.1. Formas de Codificacion Posicional

Existen diversas formas de implementar las codificaciones posicionales. Una de las mas
conocidas es la presentada en el articulo “Attention Is All You Need” por Vaswani et al. (2023)
que propone el uso de funciones sinusoidales para este propdsito, lo que permite que cada
posicién se asocie con una combinacion Unica de senos y cosenos de diferentes frecuencias.

Estas funciones sinusoidales garantizan que el modelo pueda capturar tanto las relaciones locales



como globales entre los tokens y para secuencias de infinita longitud.

Se eligen funciones sinusoidales para las codificaciones posicionales debido a su periodi-
cidad. Ademas, tener frecuencias distintas garantiza que las codificaciones sean linealmente
independientes y permite que el modelo capte relaciones tanto locales como globales. También,
su naturaleza periddica y continua facilita la extrapolacion a secuencias mas largas que las vistas
durante el entrenamiento. Finalmente, al ser funciones deterministas, son computacionalmente
eficientes y escalables, evitando la necesidad de aprender codificaciones especificas para cada

posicion.

Otra aproximacion, como la utilizada en GPT-2, consiste en aprender las codificaciones posi-
cionales directamente como parte del entrenamiento del modelo. En lugar de utilizar funciones
fijas, el modelo entrena vectores posicionales que representan de manera optima las posiciones
de los tokens en la secuencia, ajustdndolos de acuerdo a los datos especificos. Una desventaja de
este ultimo método es que el modelo solo puede interpretar una secuencia de longitud finita que

se define al momento de entrenar el modelo.

Este ultimo tipo de codificaciones posicionales se aprenden como vectores que se inicializan
aleatoriamente antes del entrenamiento. Durante el entrenamiento, estos vectores son actua-
lizados mediante retropropagacion, es decir, a medida que el modelo ajusta sus parametros
(incluyendo las codificaciones posicionales), estos vectores se afinan para que el modelo pueda
capturar de manera eficiente las relaciones entre los tokens en funcién de su posicion en la
secuencia. Este tipo de codificacién no depende de funciones predefinidas, sino que permite
que el modelo aprenda cudl es la representacion mas util de cada posicion, basdndose en los
datos con los que se entrena. Se obtienen ciertas ventajas como la adaptabilidad para tareas
especificas, asi como la flexibilidad de la forma que pueden tomar, permitiéndole al modelo
captar estructuras de relaciones posicionales que no podrian modelarse facilmente mediante
funciones sinusoidales. Por otro lado, entre sus desventajas se encuentra la limitacién a una

longitud finita en las secuencias, al igual que un costo computacional adicional.



3.2.2. Definicion Matematica de la Codificacion Posicional

Consideremos una secuencia (ordenada) de tokens (¢;) donde la posicién de cada token estéd
representada por su respectivo indice ¢ € Zx(. La codificacion posicional se define como un
mapa ¢ : N — R% donde d,, es la dimension del modelo. Este mapa asocia a cada posicién i

un vector posicional p; € R,

La codificacién propuesta en el trabajo de Vaswani et al. (2023) con funciones sinusoidales

€S

(po)ax = sin (W) - (P = cos <W)

donde podemos observar que estd definida para toda posicién ¢ € Ny el valor en cada coordenada

k € [d,,] dependera de si es par o impar.

Por otro lado, en caso de utilizar codificaciones posicionales entrenadas, el mapa ¢ estaria
definido de manera andloga a € con una matriz Wp en lugar de la matriz Wx asi como una
distinta dimensionalidad para los vectores e;; sin embargo, notemos que con las codificaciones
posicionales entrenadas surge una restriccion debido a como se define la matriz 1/p. Recordemos
que para W definimos la cantidad de filas de acuerdo a la cantidad de tokens en el vocabulario.
En este caso necesitamos escoger un M € N que representa la longitud médxima de las secuencias
que admitird el modelo. De esta manera, el dominio de ¢ se restringe a [M ], Wp es una matriz
M x d,, tal que W2 € L(RM R), al igual que los vectores e; usados en la definicién de ¢ son
elementos de RM. Asi mismo, se obtiene la restriccién 7 < M para las secuencias (o, ..., t_1)

que podremos procesar. Por ende, el mapa ¢ quedaria definido de la siguiente manera:

o(i) = Wgei = pi, W,;T, € E(RM,Rdm), e, € RM



y asf mismo podemos definir un mapa ¢y, : [M]F — RF*dm

€io DPig

.. . €iy DPiy
Pr(io, i1, ... ix) = Wp =

€iy Diy,

De acuerdo a lo mencionado por Vaswani et al. (2023), no hay una diferencia significativa
en los resultados al usar codificaciones sinusoidales y codificaciones aprendidas, debido a que

se obtuvieron resultados casi idénticos tras experimentar con ambos métodos.

Codificacién Posicional Sinusoidal (d,, = 16) Codificacién Posicional Sinusoidal (d,, = 768) Codificacién Posicional Aprendida por GPT-2 (d,, = 768)

Valor de la Codificacion

Posicion en la Secuencia Posicion en la Secuencia Posicion en la Secuencia

Figura 3.8: Comparacién entre codificaciones con funciones sinusoidales y codificaciones aprendidas.

Hay diversas maneras de implementar la informacién posicional del token en una secuencia
dentro de la representacion vectorial que interpretard el Transformer, ya sea sumando ambos
vectores de la misma dimension d,,,, o concatenando dos vectores de dimensién menor que juntos
formen un vector de dimensién d,,,. Si bien concatenarlos podria ofrecer mejores resultados
asegurando que ambos subespacios vectoriales (embeddings y codificaciones posicionales) sean
ortogonales, también aumentaria la complejidad del modelo y seria més costoso computacional-
mente. Por otro lado, al sumar ambos vectores se han obtenido buenos resultados, indicando que
el modelo aprende a representar los tokens como las posiciones de manera que se complementen

entre si al sumarlos.

En el caso que se analiza en este trabajo, se sumaran los vectores de embedding y codificacion

posicional, es decir, la representacion vectorial z;; de un token ¢ € T en la posicion i € [M]



estd dada por un mapa v : T x [M] — R% definido como:

U(t, i) = e(t) + o(i) = 2 + pi = 214

De esta manera, sea una secuencia de tokens (to,...,t,—1) € J7, 7 < M, podemos definir un

mapa v, : T™ — R™9m dado por

Zt(),o

Ztl,l

Yr(to, ... tr—1) = € (to, ..., trm1) +6-(0,..., 7= 1) =

thflvT_l

Consideremos ahora la secuencia de tokens ‘“‘el perro persigue al gato”. A cada palabra le

asignamos un vector de embedding x; y una codificacién posicional p;, como se muestra a

continuacion:
el Ty, -1.3 —-0.2 0.7 ] Do [ 1.2 —-0.9 —1.1-
perro x, |41 47 49 p1 | 0.1 0.8 0.1
persigue x4, (0.9 53 6.7 |, p2| 04 =30 14
al Ty 2.3 =54 —08 p3| 20 09 —0.2
gato Ty |35 6.9 4.2 pa |—04 02 —0.7

El siguiente paso es sumar las representaciones de los tokens y las posiciones, tal como se
describe en la formula original:

Zti = Ty + P

Al realizar esta suma, obtenemos la representacion final de cada token en la secuencia conside-

rando tanto su significado (embeddings) como su posicion (codificacidn posicional). El resultado



es la siguiente representacion vectorial:

oo |25 —11 —04
Z1 |42 55 5.0
22 |13 23 8.1
25 |43 =45 —1.0

Zua |31 71 35

De esta manera, la suma de los vectores de embedding y codificacion posicional permite que el
modelo obtenga una representacion mas completa de cada token. En lugar de tratar el significado
de las palabras y su posicién como conceptos separados, ambos se combinan en un solo vector
que el modelo puede procesar de manera eficiente. En la figura 3.9 se puede apreciar como
se combinan los embeddings contextuales (vectores rojos) con las codificaciones posicionales

(vectores azules) para formar las representaciones vectoriales finales (vectores negros).

Zpersigue

Figura 3.9: Combinacién de embeddings y codificaciones posicionales.

3.2.3. Complementariedad de Representaciones Vectoriales

Uno de los desafios clave de combinar embeddings y codificaciones posicionales es asegu-
rarse de que estos vectores no se sobrescriban entre si cuando se elige sumarlos para obtener
la representacion vectorial final que interpretard el modelo. Idealmente, los embeddings de los
tokens y las codificaciones posicionales deben ser “casi” linealmente independientes, de modo

que la informacion semdntica del embedding y la informacién posicional se complementen sin



interferir. Es decir, sean Z, X', P C R% subespacios vectoriales tales que

X =span{x, : t € T}, P =span{p;:i € [M]},

idealmente se deberia obtener que Z = X @ P; sin embargo, en la realidad no se obtiene un
resultado tan perfecto que independice completamente la semdntica de la palabra con la posicién
de la misma, aunque en ciertos casos si se obtiene una independencia aproximada que permite

recuperar mayor parte de la informacién semdntica o posicional partiendo de un vector z € Z.

3.3. Mecanismo de Atencion

Cuando procesamos una secuencia de palabras, como un texto o una oracién, no basta con
considerar solo las palabras individuales, sino también las relaciones que existen entre ellas. En
muchos casos, las palabras dependen de otras palabras en diferentes posiciones para dar sentido
completo al mensaje. Asi como cuando leemos un libro, no recordamos todos los detalles a la
vez, sino que prestamos mas atencion a ciertos pasajes clave para entender mejor la historia. El
mecanismo que se presentard en esta seccion permite a los modelos enfocar su “atencién” en
partes relevantes de la entrada, ayuddndoles a capturar mejor estas relaciones en la secuencia y

mejorando asi su capacidad de generar o entender texto de manera coherente.

El mecanismo de atencién en los transformadores se basa en tres componentes: queries
(consultas), keys (claves) y values (valores). Estos tres componentes forman la base de como el
modelo selecciona y pondera la informacion relevante de la secuencia de entrada. Los términos
provienen del concepto de busqueda en bases de datos. Imagina que estds buscando informacién
en una base de datos. El query es tu pregunta o busqueda, los keys son identificadores que
ayudan a encontrar lo que buscas, y los values son los datos que finalmente recuperas. En el
contexto del Transformer, sucede algo similar, pero aplicado a palabras y contexto dentro de una

secuencia de texto.



Para comprender mejor esto, veamos un ejemplo de queries en bases de datos. Supongamos
que tenemos una pequefia base de datos con informacién sobre frutas. La base de datos tiene

tres columnas: Fruta, Color, y Precio.

1D Fruta Color | Precio

1 | Manzana Roja 1.00
2 Platano | Amarillo | 0.50

3 | Naranja | Naranja | 0.75

Cuadro 3.1: Ejemplo de query y keys en bases de datos.

Imagina que quieres saber el precio de una fruta especifica, por ejemplo, “Platano”. Este
seria tu query, es decir, lo que estds buscando. Los keys son las frutas que estdn en la base de
datos. Estos se usardn para hacer coincidir tu bisqueda. En este caso, los keys son los valores
en la columna “Fruta”, es decir, “Manzana”, “Plitano”, y “Naranja”. Los values son los datos
que te interesa recuperar. En este caso, los values son los precios de las frutas, que estan en la

columna ‘“Precio”.

2

En un Transformer, el query es un vector que representa lo que el modelo estd “buscando
en relacion a un token particular, mientras que los keys son vectores que describen lo que cada
token “ofrece” en términos de informacién. El modelo calcula la similitud entre el query y todos
los keys utilizando un producto escalar, para determinar qué tokens en la secuencia de entrada
contienen la informacién mads relevante para el query. Una vez que se determina esta relevancia,
se ponderan los values correspondientes, que son los vectores que contienen la informacién real

de los tokens, y se combinan para producir la salida final.

En este trabajo se estd analizando la arquitectura de un Transformer de solo decodificador
para generacion de texto, cuyo objetivo es, a partir de una entrada de una secuenciade 7 < M

tokens (to, ..., t._1), predecir el siguiente token en la secuencia, .. Lo que hace el modelo



internamente es tomar el dltimo token debido a que se intenta predecir el siguiente y se genera
un query que pregunta “;qué palabras anteriores me pueden dar contexto?”. Los keys de todos
los tokens anteriores (incluyendo el mismo) se comparan con este query mediante producto
escalar para cuantificar la similitud entre los vectores. De esta manera, aquellos tokens cuyos
keys més similares (es decir, que tengan una alta relevancia con respecto al query) tendrdn mayor
peso en la prediccion. Finalmente, los values de esos tokens seleccionados (que contienen la
informacién que aportan al contexto) se combinan mediante suma ponderada para ayudar a

predecir el siguiente token en la secuencia.

3.3.1. Definicion Matematica de Queries, Keys y Values

Dados los tokens de entrada (t, t1,...,t,_1), 7 < M,y sus representaciones vectoriales
2,i €2 = R (para abreviar la notacién, nos referiremos a 2, ; como solamente z; a partir de
este punto), los queries, keys y values se obtienen aplicando transformaciones (generalmente
lineales) sobre las representaciones de los tokens. Asumiremos el uso de transformaciones
lineales por simplicidad, ya que estas facilitan una mejor comprensiéon matemadtica del modelo y
proporcionan una forma natural de generalizar las relaciones entre los tokens, sin introducir la
complejidad adicional de funciones no lineales que podrian dificultar el andlisis tedrico. Sean

Z € R™*m |a matriz que contiene las representaciones z; de todos los tokens de la secuencia:

20

Z = . :¢T(t07"'7t7'—1)7

X € R™ % |a matriz de embeddings z;,:

Lt

X
X = " :€T<t07"'7tT71)7

Ty

T—1



y P € R™* ]a matriz de codificaciones posicionales p;:

DPo

y41

Pr—1

Para obtener las matrices (), K y V correspondientes a queries, keys y values, se aplican las

siguientes transformaciones lineales con matrices de pesos Wq, Wi y Wy respectivamente:

Q= 2ZWy € R™%,
K = ZWg € R7%%,

V =ZW, € R™*%,

donde Wy y Wx € R¥*d son las matrices de pesos que mapean los vectores z; € Z a un
nuevo espacio vectorial de atencién A de dimension dj. Asi mismo, Wy, € R4*% mapea los
vectores z; € Z a otro espacio )V de dimension d,, en el cual los values contienen la informacion
relevante que serd ponderada y combinada en el siguiente paso (mds adelante se dardn detalles

sobre qué dimensiones dj. y d, se deberian escoger junto con su propdsito). En otras palabras,

WE, Wi € L(Z,A)y Wy, € L(Z,V). Esto significa que:

q; = (WQ)TZZ' c A - de,
ki = (WK)TZZ‘ € ./4 Q de,

V; = (Wv)TZi eV Q Rdv,

donde ¢;, k; y v; son los vectores que representan al token ¢; en los espacios de queries, keys
y values, respectivamente. El objetivo es comparar cada query g; con todos los keys k; para

determinar cudnta atencion debe prestar el modelo a cada token en el contexto de la secuencia.

3.3.2. Producto Escalar y Similitud entre Queries y Keys
El nivel de atencién que se le otorga a un token se mide mediante el producto escalar entre

los queries y los keys. Este producto escalar indica la similitud entre un query ¢; y un key k;, es



decir, cudnta relevancia tiene el token ¢; en el contexto del token ¢;. Formalmente:
T T T T T T
g kj = Wo) zi- Wk)" 25 = z; WoWy)zj = z; (Wazy),

donde W4 = WoWE € L(Z) es un operador en Z. Este producto escalar proporciona un valor
que indica cudnta atencion debe prestarse al token ¢; al procesar el token ¢;. De esta manera

podemos obtener una matriz de atencion
A=2ZWaZ" = (X + PYWA(X + P)T ¢ R,
donde el vector de puntajes de atencion de un token de query ¢; seria
A =2 WaZ" = (x) +p] )Wa(X +P)" R,
y el puntaje de un token de query ¢; con un token de key ¢; seria

Aij =2z Wazj) = (z] + p] )Wal(zy, + pj) € R.

Para evitar que los valores del puntaje de atencion crezcan demasiado a medida que aumenta
la dimensién de los vectores d;, se escala este valor dividiéndolo por v/dj,. Luego, se aplica la
funcién Softmax (o) a las filas para convertir estas similitudes escaladas en probabilidades o
ponderaciones que sumen 1, las cuales representan los pesos de atencidn que se asignardn a los

values para cada query:




Estos pesos de atencién determinan la contribucién de cada value v; a la salida final del
token ¢;. La salida del mecanismo de atencidn para el token ¢; es entonces una suma ponderada

de los values v; correspondientes a cada token ¢;:

) 1 Z; WaZt
Self-Attention(Z);. = o| —=A;. |V =0| —— | ZWy € V.
e ention(”7);, a( ) O'< NG ) v

Se le denomina “Autoatencién” (o Self-Attention) debido a que los queries () y los keys
K provienen de una misma entrada Z, es decir, los tokens se prestan atencion a si mismos
en lugar de atender a otro contexto. Ademas, originalmente para el decoder se menciona una
“Atencion Enmascarada” (Masked Attention) en la que se anulan ciertos valores de la matriz
A para evitar prestar atencion a ciertos tokens con respecto a alguna condicién dada. En este
ejemplo, debido a que se procura predecir la siguiente palabra, se utiliza la llamada “Atencién
Causal” (Causal Attention, que es un tipo de Masked Attention) en la cual se aplica una mascara
M ala atencién A para evitar que el modelo pueda “ver” tokens futuros y, de esta manera, al
momento de entrenar, no acceda a tokens que no han sido generados. Esta mascara se representa

mediante una matriz triangular inferior de unos:

La matriz M se aplica mediante el producto elemento a elemento ©:

(Z; WaZT)Yo M
Vi

1
Causal-Attention(Z);. = o (—(A ©) M)l) V= a(

oA )ZWV.



3.3.3. Ejemplo de Atencion Causal
Veamos un ejemplo simple para facilitar la comprensién de este mecanismo. Supongamos
que estamos evaluando la frase ‘el perro persigue al gato”, en este caso vamos a suponer que

tenemos las siguientes representaciones vectoriales:

w el: z4(0.25, —0.11, —0.04).

® PEITO: Zperro(—0.42,0.55,0.50).

» persigue: Zpersigue(—0.13,0.23,0.81).
s al: 2,(0.43, —0.45, —0.10).

" gato: zgo(—0.31,0.71,0.35).

0.25 —0.11 —0.04]
—0.42 055  0.50
Z=1-013 023 081
043 —0.45 —0.10

—0.31 071 035

Asi mismo, supongamos que tenemos las siguientes matrices correspondientes a las transfor-

maciones lineales de queries, keys y values:

0.64 —0.44 0.29 0.03 —2.04 0.41
Wo=1014 039 —-063], Wk=1]049 0.10 -1.60],
—0.26 0.02 —0.15 —0.41 —0.31 —0.12

0.21 053 —0.02
Wy =1-024 0.16 0.87
0.05 —0.37 045



De esta manera, obtenemos las matrices de queries, keys y values:

[ 0.1550 —0.1537  0.1478 |
_0.3218 04093 —0.5433
Q=72Wqo=|-02616 0.1631 —0.3041] ,
0.2382  —0.3667 0.4232

| —0.1900  0.4203  —0.5897 |

[0.0300 —0.5086 0.2833 |
0.0519  0.7568 —1.1122
K=2Wk=|-02233 00371 —05185|,
—0.1666 —0.8912  0.9083

| 0.1951  0.5949  —1.3051

[ 0.0769  0.1297 —0.1187]
01952 —0.3196 0.7119
V=ZWy = |-00420 —0.3318 0.5672
0.1933  0.1920 —0.4451

| —0.2180 —0.1802 0.7814 |

]‘"r/atn
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Figura 3.10: Vector de query para la palabra gato comparada con los vectores key del resto de palabras.



Ahora ya podemos calcular la atencién y el resultado de Causal-Attention(7). Primero
obtenemos la matriz de atencion (por esta ocasion no escalaremos por el factor (1/+/dy,) para

simplificar cdlculos, asi mismo aproximamos a 4 decimales):

A=QK"

[ 01550 —0.1537 0.1478 |
_0.3218 04093 —0.5433| |—0.0300 0.0519 —0.2233 —0.1666 0.1951
= |-0.2616 0.1631 —0.3041| [-0.5086 0.7568 0.0371 —0.8912 0.5949
0.2382 —0.3667 04232 | | 0.2833 —1.1122 —0.5185 09083 —1.3051

| —0.1900  0.4203  —0.5897 |

query\key el perro  persigue al gato
el 0.1154 —0.2727 —0.1169 0.2454 —0.2541
perro —0.3524 0.8973  0.3687 —0.8046 0.8898

persigue  —0.1613 0.4481  0.2221 —0.3780 0.4429
al 0.2993 —0.7358 —0.2862 0.6715 —0.7240
gato —0.3751 09641  0.3638 —0.8785 0.9826

Una vez tenemos calculada la matriz de atencién, debemos aplicar la mascara para convertirla
en una matriz triangular inferior A ® M. De esta manera evitamos que palabras como “perro”

presten atencion a palabras futuras como “al” o como “gato” que van después en la oracion:

query\key el perro  persigue al gato
el 0.1154 —00 —00 —00 —00
perro —0.3524 0.8973 —00 —00 —00
persigue  —0.1613 0.4481  0.2221 —00 —00
al 0.2993 —0.7358 —0.2862 0.6715  —o0
gato —0.3751 0.9641  0.3638 —0.8785 0.9826

Al momento de aplicar la funcién Softmax o(A ® M), los —oco se convierten en 0, resultando



en lo siguiente:

query\key el perro  persigue al gato
el 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
perro 0.2227 0.7773 0.0000 0.0000 0.0000
persigue  0.2322 0.4271 0.3407 0.0000 0.0000
al 0.2973 0.1056 0.1656 0.4315 0.0000
gato 0.0877 0.3347 0.1836 0.0530 0.3409

Ahora que ya sabemos las ponderaciones de cada key con respecto con cada query, realizamos

la suma ponderada de values:

[ 0.0769 01297 —0.1187]
01346 —0.2195  0.5269
Causal-Attention(Z) = c(AG© M)V = | —0.0798 —0.2194 0.4697
0.0787  0.0331 —0.0582

| —0.1304 —0.2077  0.5748 |

3.3.4. Atencion Multi-Cabeza

La Atencién Multi-Cabeza (Multi-Head Attention) es una extension del mecanismo de
autoatencion que permite al modelo enfocarse en diferentes subespacios de atencién simultdnea-
mente. En lugar de calcular un tnico puntaje de atencion para cada par de tokens, la atencion
multi-cabeza divide los vectores de query, key y value en multiples subespacios de menor
dimension. Cada subespacio realiza su propia atencion de forma independiente, y los resultados
de todas las cabezas de atencién se combinan posteriormente. Este enfoque mejora la capacidad
del modelo para capturar relaciones complejas entre los tokens en diferentes subespacios de

caracteristicas.

Supongamos que tenemos h cabezas de atencion. En cada cabeza m, los vectores de query,

key y value se proyectan linealmente a un espacio de dimension reducida d;, mediante matrices



de proyeccion Wg, , Wi,y Wy, , respectivamente. La atencion H,,, para la cabeza m se calcula

de manera similar al mecanismo de atencién descrito previamente:

donde Q,, = ZWy,., K,, = ZWk,, y V., = ZWy,, son las proyecciones lineales de los
vectores de entrada Z. Los resultados de todas las cabezas de atencidn se concatenan y luego se
proyectan nuevamente a la dimension original del espacio de entrada mediante una matriz de

proyeccion Wy € L(V, Z) y se agrega un sesgo bp € Z:

MHSA(Z) = Concat (Hy, Hs, ..., H,) Wo + bo,

Asi mismo, podemos procesarlo con la méscara causal de la siguiente manera:

MHCA(Z) = Concat(Cy, Cy, ..., Cp)Wo + bo,

donde C,,, = Causal-Attention,, (7). Este proceso permite que el modelo aprenda a representar
las relaciones entre tokens desde diferentes perspectivas, ya que cada cabeza puede enfocarse
en un aspecto particular de la informacion. Si bien cada cabeza de atencién opera de manera
independiente, la informacion de todas ellas se integra para generar una salida que combina las
distintas representaciones de los tokens. La ventaja de utilizar multiples cabezas es que cada
una de ellas puede capturar patrones o dependencias diferentes, lo que aumenta la capacidad del

modelo para aprender de forma mads rica y compleja los contextos entre los tokens.

15 N
WQ Q Causal Mask h ( )
MatMul Softmax
K &
Scale X
z Wik MatMul Linear A
0 /
v
Wy
o

Figura 3.11: Arquitectura de atencion causal Multi-Cabeza.



Para que este proceso sea eficiente, generalmente se escoge una dimensién d,,, que sea una
potencia de 2 y asi mismo una cantidad de cabezas h tal que d,, sea divisible para h. De esta
forma definimos las dimensiones d;, = d, = dTm. El uso de potencias de 2 en las dimensiones de
los datos no es algo arbitrario sino por optimizacién. En computadoras modernas, especialmente
en arquitecturas paralelas como GPUs, las operaciones que involucran potencias de 2 son mucho
mas rapidas. Por ejemplo, la divisién y el calculo del médulo de un nimero por una potencia
de 2 pueden ser reemplazados por operaciones de desplazamiento y enmascarado de bits, 1o
que reduce significativamente el costo computacional. Estas optimizaciones son manejadas
automaticamente por los compiladores cuando n es una constante literal, aprovechando las
caracteristicas del sistema binario y mejorando la eficiencia de la ejecucion en hardware como

las GPUs (NVIDIA Corporation, s.f.).
3.4. Arquitectura del Transformer: Atencion, Conexiones Re-

siduales y Perceptrones Multicapa

Aunque el mecanismo de atencién permite capturar dependencias entre los elementos de
una secuencia, en muchos casos no es suficiente procesar la informacién solo una vez. Las
representaciones obtenidas mediante atencién pueden ser mejoradas y refinadas para capturar
caracteristicas mds complejas y abstractas de los datos. Es aqui donde entra en juego la necesidad
de afiadir capas adicionales, como las redes MLP y las conexiones residuales, que no solo
permiten realizar transformaciones no lineales, sino que también estabilizan y facilitan el
aprendizaje en redes profundas. Ademds, se utiliza una arquitectura de bloques apilados que
permite al modelo aprender representaciones cada vez mads abstractas y complejas. Al igual
que en una red neuronal profunda, cada bloque sucesivo refina y transforma la informacién
de los bloques anteriores, lo que permite al Transformer captar estructuras més sofisticadas y
dependencias a largo plazo en los datos. En esta seccidn, exploraremos coémo estos bloques de
atencion y MLP se combinan, cdmo interactian con las normalizaciones de capa y como el
apilamiento de estos bloques permite al Transformer aprender representaciones cada vez mas
complejas, mejorando su capacidad para modelar dependencias de largo alcance y realizar tareas

de prediccion de manera eficiente.



3.4.1. Normalizacion de Capas (Layer Normalization)

La Normalizacion de Capas o Layer Normalization (Ba et al., 2016) es una operacion
clave para estabilizar y acelerar el entrenamiento de redes neuronales profundas. Se utiliza
para estabilizar el entrenamiento y mejorar la eficiencia del aprendizaje. Durante el proceso de
atencion, los valores pueden variar significativamente e incluso se pueden volver demasiado
grandes o pequefios, dificultando la convergencia del modelo. La normalizacién de capa ayuda a
mitigar este problema al ajustar las activaciones dentro de cada capa para que tengan una media
cercana a cero y una desviacion estdndar unitaria. Recordemos la definicién de Layer Norm
(2.2.5), en este caso, adaptada para aceptar como entrada a nuestra matriz de representaciones Z:

— K

A
LayerNorm(Z) = U—Z Ov+p
z

donde:

"y = dl Zle Z.; es el vector de medias de cada z;, o el promedio de las columnas de Z,

m

d s ’
"0y = \/ ﬁ Y i1 (Z.; — n)? es la desviacion estandar de cada z;, o de las columnas de Z,

» 7,3 € Z = R son pardmetros aprendibles de escala y desplazamiento, respectivamente.

Esta operacion asegura que cada representacion vectorial de los tokens sea normalizada y
tenga la misma escala y desplazamiento que el resto para que el funcionamiento del modelo sea
lo més eficiente y estable posible. En el paper de “Attention Is All You Need”, la normalizacién
se realiza después de cada capa del Transformer; sin embargo, varios modelos més recientes
como en GPT-2 (Radford et al., 2019) se lo usa antes, en la entrada de cada capa. Por lo tanto,

con la normalizacidn, una capa de atencién multi-cabeza tendria la siguiente estructura:

MHCA (LayerNorm(Z))



3.4.2. Conexiones Residuales

En redes neuronales profundas, uno de los problemas mas comunes es el desvanecimiento del
gradiente, que ocurre cuando los gradientes de la funcién de pérdida se vuelven extremadamente
pequefios a medida que se retropropagan a través de las capas. Este fenomeno dificulta el ajuste
de los pesos, especialmente en capas mds cercanas a la entrada, lo que ralentiza o incluso detiene
el entrenamiento de la red. Una solucion clave para este problema en la arquitectura Transformer
es la introduccion de conexiones residuales, que permiten que la entrada de una capa se sume
directamente a su salida. En el caso de una capa de atencidén multi-cabeza, su salida se expresa

CcOomo:

Z' = Z + MHCA (LayerNorm(Z)).

La suma de la entrada Z con la salida de la atencion multi-cabeza garantiza que la informacion
original fluya directamente a través de las capas, sin ser completamente modificada por la
atencion. Esto facilita la retropropagacién de gradientes, mitigando el desvanecimiento al
permitir que los gradientes se propaguen mds facilmente a través de las capas, mejorando la

estabilidad y la velocidad del entrenamiento.

3.4.3. Perceptréon Multicapa (MLP)

Una de las claves para aprender representaciones complejas y abstractas es introducir no
linealidades en el modelo. Las capas MLP (Perceptrones Multicapa o Multilayer Perceptron,
también conocidas como red neuronal Feed Forward) juegan un papel fundamental en este
sentido, ya que permiten que el modelo realice transformaciones no lineales en las representa-
ciones de los datos. Sin la presencia de estas capas no lineales, el modelo se limitaria a aprender
combinaciones lineales de las entradas, lo que restringiria su capacidad para capturar relaciones

complejas en los datos.

Desde una perspectiva matemdtica, un MLP consiste tipicamente en una secuencia de

transformaciones lineales seguidas de una funcién de activacion no lineal. Para una entrada zx, la



operacion en una capa MLP se puede expresar como:

y=f(Wae+b),

donde W es la matriz de pesos, b es el sesgo y f es la funcién de activacion no lineal. Comiin-
mente para la funcion de activacion se utiliza ReLU (2.2.3), o, en el caso de ciertos modelos
como los GPT (Radford & Narasimhan, 2018), se utiliza GELU (2.2.4). Esta ultima tiene la
ventaja de ser continuamente diferenciable en todo su dominio, mientras que ReLU no lo es
en 0. Ademéds, el usar esta funcién de activacion iguala o incluso supera los resultados de los

modelos con ReLLU (Hendrycks & Gimpel, 2023, p. 1).

En un Transformer, el MLP se encuentra tipicamente después de la capa de atencion y
estd compuesto por dos capas lineales con una funcién de activacion no lineal en medio.
Especificamente, si la salida de la capa de atencion es Z’, entonces el MLP se aplica de la
siguiente manera:

MLP(Z') = GELU(Z'Wy + b)) Wy + by,

donde W, € RIn>4dm T, ¢ RAdm*dm_ p ¢ RAm y p, € R, Esta estructura permite
que las representaciones de los tokens se transformen de manera mds expresiva y no lineal,
mejorando la capacidad del Transformer para aprender caracteristicas complejas. Junto con
las conexiones residuales, que ayudan a evitar la pérdida de informacion, el MLP refina atin
mas las representaciones aprendidas, permitiendo que el Transformer capture patrones mas
sofisticados y realice predicciones mds precisas. La combinacidn de la atencidn, las conexiones
residuales y los MLP asegura que el modelo no solo capture dependencias locales y globales en
los datos, sino que también pueda aprender representaciones no lineales de alta dimension que

son esenciales para tareas complejas.



RY%m R*m GELU R*dm RYm

Figura 3.12: Arquitectura del Perceptrén Multicapa (MLP).

3.4.4. Bloque Transformer

Ahora que ya conocemos todas las herramientas necesarias para el Transformer, podemos
construir un bloque de Transformer. El bloque Transformer se construye mediante una secuencia
de operaciones que integran atencién, normalizacién de capas, conexiones residuales y una capa

MLP. Para un bloque tipo solo decoder tendriamos la siguiente arquitectura con atencion causal:

T(Z) = Z' + MLP(LayerNorm(Z + MHCA (LayerNorm(Z2))),

debido a que en un bloque decoder se procura generar una secuencia de salida de manera
autoregresiva, un token a la vez y sin la posibilidad de ver tokens futuros (causal). Por otro
lado, un bloque encoder simplemente codifica o procesa una secuencia de entrada para generar
una interpretacion interna de esa informacion, procesando todos los tokens a la vez y cada uno
prestando atencion al resto. Para un bloque solo encoder tendriamos la misma estructura con

autoatencion, es decir, sin mascara causal:

T.(Z) = Z' + MLP(LayerNorm(Z + MHSA (LayerNorm(Z))).

En un modelo encoder-decoder, existe una capa adicional en el bloque decoder de atencidn
cruzada (Cross-Attention), donde los queries se generan a partir de la salida procesada en la capa

de atencidn causal, mientras que los keys y values se generan a partir de la salida del encoder.



Pese a la complejidad de un bloque Transformer, un solo bloque no suele ser suficiente para
interpretar correctamente el lenguaje y aprender ciertas propiedades del mismo. Por este motivo,
se utilizan maltiples capas apiladas de bloques Transformer durante el entrenamiento, lo que
permite que el modelo refine progresivamente las representaciones de los datos a medida que
avanza a través de las capas. Para realizar el entrenamiento en una red profunda, N bloques
se apilan en serie. Es importante definir el input original como Z(, y las salidas de cada
bloque sucesivo como Z™ paran = 1,..., N, donde cada Z(™ es la salida del bloque n, que
se convierte en la entrada del siguiente bloque n + 1. De esta manera, la informacién pasa a
través de varias capas de transformaciones no lineales, atenciéon y normalizacién, refindndose
progresivamente a medida que se apilan més bloques. Este apilamiento de bloques permite que
el modelo capture representaciones cada vez mas abstractas y complejas, lo que lo hace capaz

de aprender relaciones a largo alcance dentro de los datos de entrada.

7MW =Tz e R 1<n< N

3.5. Generacion de Texto

Una vez que los bloques de decoder han procesado la secuencia de entrada, el modelo
estd listo para predecir el siguiente token. Nuevamente se pasa por una capa de normalizacion
(Layer Norm) para estabilizar el entrenamiento. A continuacion, se aplica una capa denominada
Language Modelling Head (LM-Head) que dependera del tipo de modelo. Para este caso en el
que se busca generar texto, LM-Head sera una capa lineal que proyecta la representacion del

decoder al espacio del vocabulario. Esta proyeccion estd definida de la siguiente manera:

L. = LayerNorm(Z(N))i,.mey e RV,

donde W,,,, € L(Z, RV). A los resultados L, . de cada query los denominamos “logits”, los
cuales se utilizardn como criterio para obtener una distribucion de probabilidad para el siguiente

token, mientras que L es la matriz de logits después de procesar toda la secuencia de tokens.



Ahora, notemos que tenemos un vector de logits ;. para cada token de query ¢;, donde
¢t = 0,...,7 — 1. El vector de logits L, . tiene los valores para predecir el token ¢;;; en la
secuencia. Por lo tanto, para predecir el token ¢, solamente necesitamos trabajar con L,_; .,
es decir, el correspondiente al ultimo token de la secuencia, lo cual nos deja con la siguiente

expresion para los logits de salida:

li =1L, 1= LayerNorm(Z(N))7_1,.mey'?t = (zout)Twpmyt, ted,

donde /; es el logit del token w, € V 'y donde z,,; denota el vector zﬂ normalizado con la capa
de LayerNorm correspondiente. Por otro lado, analizar el resto de logits solamente es util al

momento de entrenar para poder comparar lo predicho vs lo real.

3.5.1. Vinculacion de Pesos

La matriz de proyeccion W, puede ser aprendida durante el entrenamiento del Transfor-
mer; sin embargo, es posible aplicar un truco que mejora la eficiencia del modelo y reduce la
cantidad de pardmetros. Observamos que Wy, también conocida como “embedding de salida”
(output embedding), tiene la misma dimensién que la transposicion de la matriz de embeddings,
WL, debido a que ambas proyectan las representaciones de dimensioén d,,, a un espacio de

tamafio igual al del vocabulario V.

El truco que se emplea es la vinculacion de pesos (weight tying) propuesto por Press y Wolf
(2017), una técnica en la que se comparten los pesos entre la capa de embedding de entrada Wx
y la capa de proyeccion W,,,,. De esta forma, en lugar de aprender dos matrices independientes,
se fuerza a que ambas compartan los mismos parametros, reduciendo significativamente la

cantidad de pardmetros del modelo.

Intuitivamente, si tenemos palabras semdnticamente similares, esperariamos que la probabi-

lidad de que sean la siguiente palabra en la secuencia sea parecida y, por ende, que sus logits



sean cercanos. Al atar los pesos, el logit del token ¢ € T estd dado por

lt = (Zout)Txt = <Zout7 xt) .

Sean palabras p, ¢ € 'V tales que sus embeddings son cercanos, es decir ||z, — || — 0, entonces

podemos verificar que sus logits también serdn bastante parecidos:

[y — 4]l = 0

x, — 2, — 0

(Zouts Tp — xq) — 0

(Zout: Tp) — (Zout, Lq) = 0

l,—1,—0

por lo tanto, esto sugiere que vincular los pesos dard buenos resultados. De acuerdo a Press
y Wolf (2017), la vinculacién de los embeddings de entrada y salida mejora la perplejidad
de varios modelos lingiiisticos; esto se traduce a una mayor capacidad predictiva y una mejor

generalizacion del modelo.

3.5.2. Distribucion de Probabilidad

La salida de la capa lineal nos da los logits con los cuales podremos obtener una distribucién
de probabilidad para el siguiente token en una secuencia. Para convertir estos logits en una
distribucion de probabilidad sobre los posibles tokens, se aplica nuevamente la funcién Softmax.
Esta funcién toma los logits y los normaliza de manera que la suma de las probabilidades de

todos los tokens posibles sea igual a 1, obteniendo la siguiente funcién de probabilidad:

exp(ly)

2 exp(ly)

t'eT

P(t = t‘,-’to,tl, cee ,tTfl) -

Ahora que ya tenemos la probabilidad para cada token, el siguiente paso es escoger un
elemento mediante muestreo. Lo mds simple es seleccionar el token con la probabilidad mas

alta directamente; sin embargo, esto provocaria que siempre se obtenga el mismo resultado y



eso no simularia adecuadamente la manera de expresarse de un humano. Otra opcidn es escoger
el siguiente token de acuerdo con la distribucion de probabilidad obtenida, aunque existe la
posibilidad de que tokens con una probabilidad significativamente baja sean seleccionados

aleatoriamente, dando un resultado erréneo.

Una solucién para esto es usar top-£ sampling. Esta técnica consiste en escoger solo los
k tokens con los logits mds altos y muestrear a partir de ellos, donde £ < V € N es un

hiperpardmetro. Para ello definimos el conjunto de los top-k tokens de la siguiente manera
‘Tk:{te‘j |{t/€Tlt/ th}l Sk},

es decir, escogemos todos los tokens ¢ tales que el conjunto de tokens con un logit mayor o
igual al suyo contiene a lo sumo k elementos. A partir de este conjunto nuevamente aplicamos

Softmax:
exp(ly)

S exp(ly)

t'eTy,

Pk(t = t’rlt07t17 s 7t7'—1) =

Notemos que esto es equivalente a redistribuir proporcionalmente las probabilidades originales,

es decir, sea p; = P(t = t,|to, t1,...,t,_1), entonces
eXp(h)
Pt =ttty try) = —
MOt ) = S i)
t'eT
1
St P
= = :
S e eq exp(lpr) t/gk exp(ly)

exp(lt)
ey exp(is)
exp(ly)
D opreg exp(lyx)

t'eTy
o

Z Db

t'eTy

En la figura 3.13 podemos observar un ejemplo de top-k con k = 5 para las probabilidades de la



siguiente palabra para la frase ‘el perro persigue al”.

Top-5 probabilidades

gato  40% N gato 44% [
conejo  15% :F
ladion  15% [ M Normalizacién concjo 17% [
mono 10% [ M Proporcional
cartero  10% I '—_ ladrén  17%
puerta 5% I
perfume 2% [ ] mono  11% [
celular 2% |:|
computadora 1% I:l cartero  11% :

Figura 3.13: Ejemplo de top-k con k = 5.

Las predicciones top-k son bastante ttiles para tareas como la generacién de lenguaje natural
o los sistemas de didlogo, mejorando el rendimiento de estas tareas al proporcionar una gama

mads amplia de posibles candidatos (Mao et al., 2024).

Por otro lado, no basta con solo muestrear con las probabilidades dadas por el modelo, sino
que en ciertos casos es util poder controlar qué tan aleatorio es el output del modelo. Para esto
se usa el concepto de temperatura donde a cada logit se le divide para una temperatura A,

obteniendo la siguiente funcion de probabilidad:

exp(ly/N)
S expll/N)

teJ’

Pt =t |to,ty,. .. try) =

donde T es el conjunto de indices de los tokens sobre los cuales se estd muestreando (por
ejemplo, el conjunto de todos los tokens, el conjunto de los top-£ tokens con mayor logit, o
cualquier subconjunto de J excluyendo tokens que no se deseen predecir). De acuerdo con Renze
y Guven (2024), una temperatura mas baja hace que la salida del modelo sea mas determinista,
favoreciendo asi las predicciones mds probables, mientras que una temperatura mas alta hace que
el resultado sea mds aleatorio, lo que favorece las predicciones mds “creativas”. Esta creatividad
se refleja en la disposicion del modelo a explorar resultados menos convencionales y menos
probables. Las temperaturas mds altas pueden dar lugar a textos novedosos, ideas diversas y

soluciones creativas a los problemas.



Logits [; A=05 A=1 A=2

gato 20 % [ ] 40% [ ] 24%

concjo 1.0 o I ] s WM ] % WM

ladron 1.0 0% I ] 15% W] 15% [

mono 0.6 o [ 0% I ] 12% [

cartero 0.6 o [ s 12% [l

puerta 0.1 e [ ] s L] %

perfume 1.0 % [ ] 2% [ ] 5%

celular  -1.0 % [ ] 2% [ ] 5%
computadora  -1.7 % [ ] % [ ] as [

Figura 3.14: Ejemplo de muestreo con temperaturas A = 0.5, 1, 2.

De esta forma, simplemente nos queda entrenar el modelo mediante entropia cruzada,

buscando minimizar la ecuacién
J—1—1

- Z Z log P(trsilts, - trm14y),

1<r<M j=0

donde J es la cantidad de tokens que contiene el corpus de texto para entrenamiento.
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CAPITULO

IMPLEMENTACION DE UN LLM CON EL MANUAL DEL

ESTUDIANTE DE LA USFQ

Para poner en practica lo visto en este trabajo, se implementaron modelos transformer
sobre el texto del manual del estudiante de la Universidad San Francisco de Quito. A modo de
experimentacion, se implementaron 3 modelos para su respectiva comparacion. El primer modelo
parte de un transformer preentrenado y se hace un entrenamiento corto sobre el manual del
estudiante para evitar sobreajuste. El segundo modelo parte de pesos inicializados aleatoriamente
buscando demostrar que se necesita un corpus sumamente extenso para entrenar un transformer.
Por ultimo, el tercer modelo parte del primer modelo y se le entrena por varias épocas sobre el

manual del estudiante para buscar sobreajustarlo y observar el comportamiento del modelo.

Para poner en préctica lo analizado en este trabajo, se implementaron tres modelos basados
en arquitecturas Transformer aplicados al texto del manual del estudiante de la Universidad San
Francisco de Quito. Estos modelos fueron disefiados con fines experimentales para evaluar su

rendimiento en este contexto especifico.

El primer modelo utiliza un Transformer preentrenado como punto de partida, al que se le
realiza un entrenamiento breve sobre el manual, con el objetivo de evitar el sobreajuste y evaluar
como el modelo adapta sus conocimientos al dominio del manual con una cantidad limitada de

datos.

El segundo modelo se inicializa con pesos aleatorios y se entrena desde cero, con el propdsito
de investigar la necesidad de un corpus extenso para entrenar un modelo Transformer de manera

efectiva. Este enfoque permite observar el impacto de la falta de un preentrenamiento sobre el



rendimiento del modelo en tareas relacionadas con el manual del estudiante.

Finalmente, el tercer modelo parte del primer modelo preentrenado y se somete a un entrena-
miento prolongado sobre el manual durante varias épocas, con el objetivo de inducir un posible
sobreajuste y examinar como este afecta la capacidad del modelo para generalizar en tareas de

generacion de texto dentro del dominio especifico.

Para los modelos se utiliz6 una arquitectura tipo GPT-2-small (Radford et al., 2019) con los

siguientes hiperpardmetros:

Hiperparametro Notacién | Valor

Longitud méxima de secuencia M 1024

Tamafio del vocabulario \% 50257
Dimensién del modelo dm 768
Numero de bloques N 12
Numero de cabezas de atencién h 12

Cuadro 4.1: Hiperpardmetros utilizados para la implementacién de los modelos Transformer.

La arquitectura del modelo tipo GPT-2-small incluye varias caracteristicas clave. Se utilizan
embeddings y codificaciones posicionales que son entrenados conjuntamente dentro del mismo
modelo. Ademads, se incorpora un sesgo aprendible para todas las capas lineales, excepto para la
capa lineal final, ya que esta estd vinculada a la matriz de embeddings de entrada. Los sesgos se
aplican en las transformaciones de los queries, keys y values, asi como en la proyeccién final de
las capas de atencidén multi-cabeza y en los perceptrones multicapa. Por otro lado, en la capa
oculta de los perceptrones multicapa, sube la dimensionalidad a 4 veces, es decir, 4d,,, = 3072.

Como resultado, el modelo cuenta con un total de 123.65 millones de pardmetros.

Por otro lado, se utiliz6 el optimizador AdamW (Loshchilov & Hutter, 2019), con un
decaimiento de pesos aplicado solo a los parametros con dos 0 mas dimensiones tensoriales,
excluyendo los sesgos y los pardmetros de LayerNorm. Los hiperpardmetros del optimizador se
indican en la tabla 4.2: Las tasas de aprendizaje variaron con respecto a cada modelo. Para el

primer y tercer modelo se utilizé una tasa de aprendizaje constante de 1 x 10~°. Para el segundo



Hiperparametro Notacion | Valor
Tasa de decaimiento exponencial (primer momento) 51 0.9
Tasa de decaimiento exponencial (segundo momento) Ba 0.95
Epsilon € 1x10°%
Decaimiento de pesos A 0.1

Cuadro 4.2: Hiperpardmetros del optimizador AdamW.

modelo se aplicé decaimiento del coseno (Becerra, 2024) durante 32 épocas sin periodo de
calentamiento, iniciando con una tasa de aprendizaje de 1 x 10~* y finalizando con una tasa de

1 x 1075,

El modelo preentrenado que se utilizé fue el modelo GPT2-Spanish de Ofiate Latorre y
Ortiz Fuentes (2021), el cual estd disponible en Hugging Face. Todos los modelos se entrenaron
en una laptop ASUS ROG Zephyrus G14 equipada con una GPU NVIDIA GeForce RTX 2060
y 16GB de RAM. Para el primer modelo se cargaron los pesos de GPT2-Spanish y se entrend
sobre el texto del manual del estudiante de la USFQ, tomando secuencias aleatorias de longitud
M = 1024 en lotes de tamaiio 16. Dado que la capacidad de la computadora era limitada, se optd
por utilizar sublotes de tamaiio 2 y se acumularon los gradientes por 8 iteraciones de modo que el
resultado por época fuera equivalente al procesamiento de lotes de tamafio 16. Este modelo fue
entrenado por 64 épocas, alcanzando un error medio de 3.2053 en las dltimas 10 épocas, lo que
indica que el modelo logré adaptarse de manera efectiva al dominio especifico del manual del
estudiante. A pesar de que no se utilizé un conjunto de validacion, el comportamiento observado
en el conjunto de entrenamiento (4.1) sugiere que el modelo no experimenté un sobreajuste
significativo, ya que la tasa de descenso del error no se redujo a un ritmo anémalo en las tltimas
épocas. Esto indica que el preentrenamiento permitié que el modelo transfiriera conocimientos

generales al dominio del manual, sin caer en la memorizacion de los datos especificos.
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Figura 4.1: Resultado de entrenamiento del primer modelo (Pérdida en funcién de época).

En el segundo modelo, los pesos se inicializaron de manera aleatoria. Debido a que el
modelo se entrena desde cero, se consider6 un tamafo de lote significativamente mayor (256),
acumulando el gradiente en lotes de tamafio 2 durante 128 iteraciones. Tras entrenar durante
64 épocas se observo que el error comenzo a estancarse, alcanzando un error medio de 8.9921
en las ultimas 10 épocas. En la figura 4.2 se observa que mayor parte de la reduccion del error
ocurri6 en las primeras épocas, mientras que en las siguientes el progreso fue mucho mas lento
o incluso nulo. Ademas, al generar texto con este modelo, se observé que solo predecia tokens
comunes en el corpus como “de” y “la”. Esto puede atribuirse a la falta de un preentrenamiento
adecuado, que proporcionara una base sélida de conocimiento. Este comportamiento refuerza
la hipétesis de que, para entrenar un modelo Transformer desde cero, se requiere un corpus
considerablemente mds grande y tiempo de entrenamiento prolongado, lo cual no fue posible

debido a los recursos computacionales limitados.
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Figura 4.2: Resultado de entrenamiento del segundo modelo (Pérdida en funcién de época).

En el tercer modelo, que comenz6 con los pesos del primer modelo y luego se entren6
durante varias épocas adicionales, todos los hiperparametros se mantuvieron iguales con ex-
cepcion del nimero de épocas que se elevd a 2048. Este modelo puede considerarse como
una continuacién del entrenamiento del primer modelo. En el entrenamiento se observé un
comportamiento interesante; a partir de las primeras 5 épocas el ritmo de descenso en la pérdida
se volvié notablemente mayor, indicando un rdpido sobreajuste al conjunto de entrenamiento. Es
probable que el modelo haya comenzado a memorizar patrones especificos del manual debido al
entrenamiento prolongado sobre un corpus pequefio, lo que potencialmente afecté su capacidad
de generalizar en situaciones fuera de este contexto; sin embargo, es ttil al momento de trabajar
directamente con texto relacionado al manual del estudiante. En este tltimo modelo se obtuvo

un error medio de 0.0867 en las dltimas 10 épocas.
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Figura 4.3: Resultado de entrenamiento del tercer modelo (Pérdida en funcién de época).



A continuacion, se presentan ejemplos de generacion de texto con los tres modelos entrena-
dos, utilizando dos frases para completar: una relacionada con el manual del estudiante y otra
fuera de este contexto. Los resultados muestran las diferencias clave en el comportamiento de

cada modelo.

Frase 1: "Todo estudiante de la USFQ tiene derecho a"

Modelo Preentrenado:
Todo estudiante de la USFQ tiene derecho a solicitar un seguimiento de su carrera y/o académico

Modelo Solo Manual:
Todo estudiante de la USFQ tiene derecho a de de de de de de de de de de

Modelo Sobreajustado:
Todo estudiante de la USFQ tiene derecho a ciertas obligaciones financieras que contribuyen al cumplimiento de todos los

Frase 2: "El perro persigue al gato debido a”

Modelo Preentrenado:
El perro persigue al gato debido a su naturaleza. El gato no es una persona corriente, como se

Modelo Solo Manual:
El perro persigue al gato debido a de de de de
de. de de de de de de

Modelo Sobreajustado:
El perro persigue al gato debido a su condicién de semipresencial.
El valor de los aran

Figura 4.4: Resultados de generacién de texto con los tres modelos.

En el primer modelo, que fue preentrenado y luego ajustado con el manual del estudiante,
se observa que el modelo se adapta bien tanto a contextos relacionados con el manual como
ajenos a este. Por ejemplo, al completar la primera frase, el modelo genera una continuacion
coherente: “Todo estudiante de la USFQ tiene derecho a solicitar un seguimiento de su carrera
y/o académico”. Este resultado indica que el modelo ha aprendido a generar texto relevante para

el contexto de la USFQ, sin perder fluidez.

El segundo modelo, entrenado desde cero, presenta dificultades en cuanto al contexto, como
lo demuestra la continuacién de ambas frases, que se convierte en una repeticion constante de
los tokens "de". Esto refleja la falta de conocimiento contextual y seméntico debido a la falta de

preentrenamiento en un corpus mas extenso y diverso.

El tercer modelo, sobreajustado al manual del estudiante, muestra un comportamiento distinto
al generar texto fuera de contexto. Al completar la primera frase, el modelo genera un texto muy

relacionado con el contexto del manual: “Todo estudiante de 1a USFQ tiene derecho a ciertas



obligaciones financieras que contribuyen al cumplimiento de todos los”. Este comportamiento
revela que el modelo ha memorizado patrones especificos del manual; sin embargo, se puedeb

obtener respuestas inesperadas al momento de salirse de este contexto.

Al analizar la segunda frase, el primer modelo contintda con “El perro persigue al gato debido
a su naturaleza”, lo que muestra una respuesta fluida y coherente en un contexto ajeno al manual.
Por el contrario, el modelo sobreajustado genera una continuacién como “El perro persigue
al gato debido a su condicién de semipresencial”, lo que refleja que el modelo ha absorbido
contenido muy especifico y tiende a redirigir las respuestas hacia el dominio de este, aplicindolo

de manera innecesaria fuera del contexto original.
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CAPITULO

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Este trabajo ha proporcionado un andlisis exhaustivo y riguroso de los modelos tipo trans-
former decoder-only, explorando tanto su base tedrica como su aplicabilidad practica. Se ha
desglosado en detalle la estructura matematica de los modelos, abordando componentes clave
como los embeddings, la tokenizacion, la codificacion posicional y el mecanismo de atencion.
Estos elementos se integran de manera eficiente para permitir la generacion de texto coherente y
contextualizado. Los embeddings no solo representan palabras en un espacio vectorial, sino que
también capturan relaciones semdanticas complejas, mejorando la capacidad del modelo para
entender y generar texto. La tokenizacidn, a través de técnicas como Byte Pair Encoding (BPE),
facilita el procesamiento de vocabularios amplios y la gestion de palabras desconocidas. Las
codificaciones posicionales juegan un papel crucial al asegurar que el orden de las palabras se
preserve sin interferir con su significado, mientras que el mecanismo de atencién permite que
el modelo se enfoque en las partes mas relevantes del texto segtn el contexto. La formulacion
matemadtica de queries, keys y values permite seleccionar informacién pertinente de manera

eficiente, lo que dota al modelo de flexibilidad y precision en sus respuestas.

Un aporte significativo del trabajo ha sido la implementacién practica de los conceptos
tedricos mediante el ajuste fino de un modelo preentrenado, adaptado para la generacion de
texto en un contexto especifico. Este proceso ha demostrado cémo la teoria subyacente puede
traducirse en aplicaciones practicas, reafirmando la capacidad de los transformers para perso-
nalizarse segun las necesidades del usuario. En particular, se ha validado que los mecanismos
analizados matematicamente, como las codificaciones posicionales y el mecanismo de atencion,
desempeinan un papel crucial en el rendimiento del modelo, asegurando que las palabras sean

procesadas con un enfoque contextualizado y ordenado.



A pesar de los logros alcanzados, este estudio presenta algunas limitaciones. Por ejemplo, el
tamafio del corpus utilizado para el ajuste fino podria restringir la capacidad del modelo para
generalizar a contextos mas amplios. Ademads, los recursos computacionales disponibles han
condicionado la escala de los experimentos realizados, 1o que podria limitar el alcance de las

conclusiones obtenidas. Estas limitaciones ofrecen oportunidades para futuras investigaciones.

En este sentido, los trabajos futuros podrian centrarse en explorar el uso de modelos mas
grandes o con arquitecturas mas avanzadas, lo que permitiria evaluar como la escala impacta el
rendimiento en tareas de generacion de texto. Asimismo, seria interesante realizar experimentos
en diferentes dominios temdticos para analizar la adaptabilidad de los transformers a contextos
especializados. Por ultimo, investigar técnicas de ajuste fino mds eficientes podria abrir nuevas

posibilidades para optimizar modelos en entornos con recursos computacionales limitados.

En conclusidn, este trabajo no solo ha aportado un andlisis detallado del funcionamiento
de los transformers, sino que también ha demostrado su capacidad préctica en la generacion
de texto. Al integrar teoria y préctica, se han sentado las bases para futuras exploraciones que

amplien el impacto de estos modelos en diversos dmbitos académicos y profesionales.
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