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Resumen

La primera parte de este trabajo trata acerca del retraso de la luz en presencia de un campo
gravitacional. A partir de la métrica de Schwarzschild, se calculé el retardo de las senales de radar
debido al campo gravitacional de una estrella con aproximaciéon a segundo orden en el potencial
gravitacional. Debido a que los términos de segundo orden en el potencial gravitacional del retardo
son despreciables para campos gravitacionales débiles, como es el caso del sistema solar, se calculé
la contribucién de estos términos al retardo para el caso de campos gravitacionales fuertes como
los causados por agujeros negros. Adicionalmente, se derivo la dependencia angular del retardo
para una fuente distante de sefiales como un pulsar. La dependencia angular concuerda con las
graficas obtenidas para el retardo de las sefiales enviadas entre la Tierra y los planetas Mercurio,

Venus y Marte.

En la segunda parte de este trabajo se calculd el decaimiento orbital de un sistema binario
de estrellas a partir de la férmula del cuadrupolo obtenida a partir de la Teoria General de la
Relatividad (con aproximacion de campo lineal). De la misma forma se obtuvo las expresiones
para el decrecimiento del semieje mayor y la distancia radial entre los cuerpos, y la pérdida
de momento angular orbital. Se utiliz6 los resultados anteriores para realizar un analisis del
sistema PSR1913+16 y confirmar las predicciones de la TGR. Se analiz6 brevemente la falta
de concordancia entre los datos obtenidos de PSR1913+16 y las predicciones alternativas de
gravitacion. Finalmente, se analiz6é otros pulsares binarios para contrastar las predicciones de la
TGR.



Abstract

The first part of this work treats the problem of signal retardation in the presence of a grav-
itational field. The light delay due to a gravitational field was calculated from the Schwarszchild
metric with a second order approximation of the gravitational potential. Because the second or-
der terms of the delay are negligible for weak gravitational fields, which is the case for the solar
system, the contribution of these terms to the light delay for strong gravitational fields was cal-
culated, in particular, for the fields produced by black holes. In addition, the angular dependency
of the delay for a distant source, a pulsar for example, is derived. This angular dependency is in
agreement with the graphics obtained for the delay of signals sent from Earth to Mercury, Venus

and Mars.

In the second part of this work, the orbital decay of a binary system was calculated by using
the quadrupole formula obtained from The General Theory of Relativity (linear field approxima-
tion). Similarly, the expressions for the semi-major axis and radial distance decay, and angular
momentum loss were also obtained. With the previous results, an analysis of the binary pulsar
PSR19134-16 was performed to confirm the predictions of The General Theory of Relativity. Fur-
thermore, a brief comparison between the data obtained from PSR1913+16 and the predictions
of alternative gravity theories shows that they are in evident disagreement. Finally, other binary

pulsars were also analyzed to contrast the predictions of The General Theory of Relativity.
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Introduccion

Teoria General de la Relatividad

Fundamentos Basicos

Después de la publicacion en 1905 de la Teoria Especial de la Relatividad (TER), Albert

Einstein se dedicé a buscar una teoria de gravitacién que fuera compatible con la misma. La TER

calzaba muy bien con las leyes del electromagnetismo; sin embargo, diferia de las predicciones de

la ley de gravitacién de Newton. Después de darse cuenta de la estrecha relacién entre aceleracion

y campo gravitacional, en 1915, Einstein por fin pudo obtener una teorfa del espacio-tiempo curvo

a la que denominé Teoria General de la Relatividad (TGR) para diferenciarla de la primera en

la que no se consideraban campos gravitacionales [1].

Para el desarrollo de su teoria (TGR), Einstein se bas6 en 5 principios [2]:

1.

Principio de Mach.- Las propiedades inerciales de un objeto estan definidas por la presencia
de otros cuerpos en el universo. Un enunciado general de este principio seria: “Las leyes de

la fisica a nivel local estan determinadas por la estructura del universo a gran escala” [3].

. Principio de equivalencia.- La masa gravitacional de un objeto es equivalente a su masa

inercial [2].

. Principio de Covarianza.- En la TER, todos los observadores inerciales son equivalentes. En

la TGR el principio de covarianza establece que todos los observadores, ya sea que estén en
marcos de referencia inerciales o no, deben observar las mismas leyes de la fisica [2]. Esto
nos permite expresar las leyes de la fisica por medio de tensores (entes que son invariantes

en las transformaciones de coordenadas).

. Principio de Correspondencia.- Este principio establece que bajo la influencia de campos

gravitacionales débiles y a velocidades muy inferiores a la velocidad de la luz, las predicciones
de la TGR deben ser aproximadamente las mismas que las predicciones de la teoria clésica

de Newton. Cuando los campos gravitacionales sean cero, la TGR se debe reducir a la TER

2]

. Principio de minimo acoplamiento gravitacional.- Ningtn término que contenga explicita-

mente la curvatura debe ser anadido al hacer la transicion de la TER a la TGR [2].

El principio de equivalencia entre la masa gravitacional y la masa inercial imposibilita la

distincién entre aceleraciéon y gravedad. En un experimento mental, Einstein menciona que una

persona dentro de un ascensor no podria distinguir si se encuentra en reposo o moviéndose con

movimiento rectilileo uniforme dentro de un campo gravitacional estitico o si el ascensor esta

desplazandose con aceleracién constante en el espacio libre debido a fuerzas que actiian sobre él.
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Einstein se di6é cuenta que para que el principio de equivalencia fuera valido, la geometria del
espacio-tiempo deberia ser curva y no plana. Por lo tanto, la gravedad debe ser un fenémeno
del espacio-tiempo curvo, es decir, los efectos de la gravedad deben ser equivalentes a los efectos
de estar en un espacio curvo [4]. Como consecuencia, en la Teoria General de la Relatividad, el
espacio-tiempo estd dotado de una métrica no Euclideana, y las trayectorias de los objetos son
geodésicas relacionadas con esa métrica. Como dice Hawking, objetos como manzanas o planetas
tratarfan de moverse en lineas rectas a través del espacio-tiempo, pero sus caminos parecerian ser

doblados por el campo gravitacional debido a que es espacio-tiempo es curvo [1].

La distancia més corta entre dos puntos en una superficie curva es una geodésica. Tomando
como ejemplo la superficie de la Tierra, la distancia mas corta entre dos ciudades, por ejemplo
Quito y Londres, no seria una linea recta, sino un arco de circulo méaximo, una geodésica. Al decir
que la gravedad es un fenémeno puramente geométrico, el concepto de fuerza no tiene que entrar
en discusién; de tal manera que, los planetas se mueven en trayectorias elipticas alrededor de la
estrellas no debido a una fuerza gravitacional, sino debido a que la estrella curva el espacio-tiempo
a su alrededor por su distribucion de masa y energia. De esta manera, los planetas recorren una

trayectoria lo mas parecida a una recta en el espacio-tiempo curvo, una elipse [5].

Aunque la formulacién del primer principio, principio de Mach, pueda ser no muy clara, este
principio gui6é a FEinstein a la idea de que la distribucién total de materia determina el tensor
métrico. El principio de covarianza generaliza la idea de que cualquier lugar en el universo se
encuentra sometido a las mismas leyes de la fisica; no hay ningtn lugar o marco de referencia en
especial que esté exento de estas leyes. Finalmente, los principios de Correspondencia y de minimo
acoplamiento gravitacional establecen que no se deberfa tener problemas al hacer la transicién
de la Teoria General de la Relatividad hacia la Teoria Especial de la Relatividad o a La ley de

Gravitacion Universal y viceversa.

1.1.2. Ecuaciones de Campo de Einstein y Ecuaciones de las Geodésicas

A la Teoria General de la Relatividad se la puede resumir en 14 ecuaciones |5, 6]. Las ecuaciones
de Campo de Einstein (10 ecuaciones) escritas en forma tensorial son:
1 81G
R,Lw - §Rg,uu - )\guu = ?Tuu (1'1)
donde R = go‘ﬁ R,z es el escalar de curvatura. A R, se le conoce como Tensor de Ricci definido
a partir del Tensor de Riemann-Christoffel, R},», que determina la curvatura del espacio-tiempo.
El tensor de Ricci es: Ry, = R}, donde
0

0
Ripo = 55 (Thy) = 5o (Th,) + Th,TS, = T2, T, (12)

guv el el tensor métrico que determina las propiedades geométricas del espacio-tiempo. G

es la constente de gravitacién universal cuyo valor es 6.67384(80) x 1071 N(m/kg)?[7]; c es la
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velocidad de la luz en el vacio, ¢ = 299792458 m/s, y A es la constante cosmologica que Albert
Einstein introdujo en 1917 debido a sus concepciones de un universo estatico. Ahora sabemos que
el universo se estd expandiendo; sin embargo, la constante cosmolégica no es cero y representa la
contribucion a la densidad de energia del universo debido a las fluctuaciones del vacio. Su valor
es [A| < 3x107°2m~2. El inverso de la raiz cuadrada de la constante cosmolégica es una medida
de la escala de distancia en la cual la geometria del espacio-tiempo es afectada por fluctuaciones

del vacio |5, 1].

' son los simbolos de Christoffel de segunda especie:

1 99p0 | 09oa  O0Gpo
[ 176 p _ p
Fpg 29 {&EJ + Dr O:Ua} (1.3)

Finalmente 7}, es el tensor energia-cantidad de movimiento que tiene en cuenta todos los

campos de materia y radiacion.

Las ecuaciones de las geodésicas (4 ecuaciones) son:

d?at dxP dx?

M'“ {— | |—1]=0 14
d32+”"<ds)<ds) (14)
donde ztes el cuadrivector posicion de la particula. Los indices «, 8, i, p, etc. toman los
0

valores 0, 1, 2 v 3. En particular para coordenadas esféricas 2 =ct, 2! =r, 22 =0y 2% = ¢.

En la ecuacion (1.4), s es el arco de curva que cumple con la siguiente relacion:

(ds)? = g dzida” (1.5)

En todas las ecuaciones se debe tomar en cuenta la convencién de suma de Einstein en la que

se debe sumar sobre indices que se repiten dos veces.

Si en la ecuacion (1.1) hacemos que la constante cosmologica sea cero, A = 0, obtenemos:

8rG

1
G/“, = R/“/ — iRguy = CTTMV (16)

donde G, es el tensor de Einstein. Podemos claramente notar a partir de la ecuacion (1.6) que
la curvatura del espacio-tiempo esta afectada por la distribuciéon de materia y energia representada

por T},

Las ecuaciones de Campo de FEinstein se deducen formalmente a partir de la “Accién de
Einstein-Hilbert” [5, 8]:

S = /d%ﬂ(LG —2kLp +2)) (1.7)

donde Lg = R = g""R,,,, L es el lagrangiano de todos los campos de materia y radiacion,
g =det (gu), y k= 2Z£ [5].
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Al aplicar célculo variacional se puede obtener la forma del tensor energia-cantidad de mo-

mento T},

S| o e\ o () -

oz

1.1.3. Meétrica de Schwarzschild

Las ecuaciones de campo de Einstein (1.1) son ecuaciones diferenciales parciales no lineales
dificiles de resolver de forma exacta. En un principio, Albert Einstein usé soluciones aproximadas
para encontrar las primeras predicciones de la teoria. Sin embargo, Karl Schwarzschild encontré
una solucion exacta para (1.1) en 1916, la llamada métrica de Schwarchild que se usa para analizar
un campo gravitacional estatico con simetria esférica [5, 6, 9]. El cuadrado de elemento de arco

€S

(ds)® = 7 (cdt?) — v~ (dr)? — r*(df)? — r* (sin Ode)* (1.9)

de tal forma que el tensor métrico covariante esta dado por:

v 0 0 0

0 — 1t o0 0
uv = 0 0 2 0 (1.10)

0 0 0 —r2sin?@
y el contravariante:

10 0 0

g = 8 _07 072 g (1.11)
T
0 0 —r~2gin"260

donde v =1 — 2?’;]2”, M es la masa del cuerpo que genera el campo gravitacional. r, 6, y ¢

son las coordenadas esféricas de un punto alrededor de la masa M y t es el tiempo coordenado.
El intervalo invariante también se puede escribir en términos del tiempo propio, 7. El tiempo
propio es el tiempo medido por un observador que se encuentra dentro del campo gravitacional,
mientras que el tiempo coordenado es el medido por un observador que se encuentra muy lejos

de dicho campo:

ds = cdt (1.12)

La ecuacion (1.9) tiene dos singularidades. La primera es cuando v = 0, es decir, cuando el
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radio es igual al radio de Schwarzschild.

_2GM

c2

Ts

El radio de Schwarchild define el horizante de sucesos para un agujero negro. Esta singularidad
puede ser removida mediante un cambio de coordenadas, tal como lo hicieron Eddington en 1924
o Finkelstein en 1958 [5]:

f:tir—sln
c

L 1‘ (1.13)

Ts

Con lo cual el cuadrado del intervalo invariante se escribe:

Ts

(ds)? = 2 (1 - ) (df)* - (1 + %) (dr)? ¥ QC%dfdr 2 (d)> (1.14)

r
en la cual ya no se presenta la singularidad y donde (dQ)? = (df)*+sin? 0 (d¢)? es el cuadrado

del elemento de dngulo sélido.

La otra singularidad se presenta cuando r = 0 y no puede ser removida matematicamente. En
esta singularidad la curvatura del espacio-tiempo es infinita y todas las leyes de la fisica fallan
[5]-

La primera transformacién en (1.13)

~

fot="1n
C

L 1‘ (1.15)

Ts

Representa a un agujero negro, mientras que la segunda transformaciéon

fot=-"m
c

7«
——1 1.16
-1 (116)

representa un “agujero blanco” que emite material desde la singularidad r = 0.

Es necesario resaltar que en ausencia de un campo gravitacional, la métrica se reduce a la
meétrica de un espacio-tiempo plano. A esta métrica se la conoce como métrica de Minkowski [8, 6,
10] que no es més que un espacio-tiempo descrito por la geometria euclideana, y en coordenadas

cartesianas es:

Nuy = nwj = (117)

o o o~
o
|
—_
o



16

1.2. Predicciones y Pruebas de la Teoria General de la Relatividad

Cuando la Teoria General de la Relatividad fue presentada por primera vez, la confirmacion
experimental fue una cuestién secundaria, aunque Einstein calculé efectos observables como por
ejemplo el avance del perihelio del planeta Mercurio, que para aquel tiempo era un problema
sin resolver, y el desvio de los rayos de luz producido por el campo gravitacional del sol que fue
confirmado posteriormente. Hoy en dia la gravitaciéon experimental es un componente muy activo
dentro de la teoria que se caracteriza por la bisqueda de nuevas oportunidades para probar las
predicciones de la TGR y otras teorfas relacionadas. Tal es el caso del esfuerzo por encontrar

agujeros de gusano (wormholes) o detectar ondas gravitacionales, etc [4].

Desde el punto de vista experimental la Teorfa de la Relatividad se puede dividir en cuatro

periodos|4]:

1. Génesis (1887-1919).- Este es el periodo en el que se llevaron a cabo dos experimentos
que representaron el inicio de la fisica relativista: el experimento de Michelson-Morley y el
experimento de E6tvos. En esta misma época se confirmé dos predicciones de la TGR: la
desviacion de los rayos de luz provocados por el campo gravitacional del sol y el avance del

perihelio del planeta Mercurio.

2. Hibernacion (1920-1960).- En esta época las predicciones, calculos y en general el trabajo

teérico no pudo ser puesto a prueba experimentalmente debido a limitaciones tecnolégicas.

3. Era Dorada (1960-1980).- Algunos descubrimientos astronémicos como pulsares, quasares,
la radiacién de fondo de microondas hicieron que la TGR y otras teorias alternativas de
gravedad fueran puestas a prueba. Nuevos experimentos a nivel mundial junto con las
predicciones de la TGR y otras teorias de gravedad fueron contrastados. Todos los resul-
tados de estos experimentos respaldaron la TGR de Einstein, pero la mayorfa de teorias
alternativas no concordaron con la evidencia experimental [11]. A este periodo pertenecen
la confirmacion experimental del cambio en la frecuencia de la luz producido por un campo
gravitacional (1960) y el decaimiento del periodo orbital del pulsar Hulse-Taylor (1979)

debido a emisién de ondas gravitacionales.

4. Buasqueda de Campos Gravitatorios Fuertes (Desde 1980).- A pesar de que ya se han con-
ducido muchos experimentos que involucran nuestro propio sistema solar, varios experimen-
tos y predicciones de la teorfa en campos gravitatorios débiles atin estan limitados por nues-
tra tecnologia y requieren un desarrollo previo de la misma. Ejemplo de estos experimentos
son el uso de atomos enfriados por laser y trampas de iones para pruebas ultra-precisas
de la TER, la propuesta de una “quinta fuerza” que guié a nuevas pruebas del principio
de equivalencia, e ideas acerca de dimensiones extra. En lugar de esto, la atencién se ha

centrado en experimentos que puedan probar los efectos de campos gravitatorios fuertes [4].
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Para poder diferenciar entre los regimenes de campos gravitatorios débiles y fuertes, analizamos
el factor e ~ GM/ (RCQ), donde G es la constante de gravitacion universal, M es la escala de
masa caracteristica del fenémeno a analizar, R es una distancia caracteristica, y c es la velocidad
de la luz. Para, el sistema solar € < 107>, este es el régimen de campos gravitatorios débiles. Cerca
del horizante de sucesos de un agujero negro desprovisto de rotacién € ~ 0.5, y para una estrella

de neutrones € ~ 0.2. Estos ejemplos pertenecen al régimen de campos gravitatorios fuertes.

1.2.1. Pruebas Clasicas

Avance del Perihelio de Mercurio

La explicacién del avance del eje mayor de la 6rbita del planeta Mercurio fue uno de los
mayores triunfos de la TGR. El fenémeno anémalo del avance del perihelio de Mercurio habia
sido un problema sin resolver por més de medio siglo. Le Verrier en 1859, después de haber hecho
las correcciones correspondientes a los datos tomados de la 6rbita de Mercurio, reportd que atn
habia un corrimiento del perihelio de la érbita del planeta que no podia ser explicado [4]. En aquel
tiempo se propusieron varias teorias sin mayor fundamento ni éxito, por ejemplo, la existencia
de un planeta, al cual se le nombré Vulcano, en las cercanias del Sol, una nube de asteroides
alrededor del Sol o una desviacién en el exponente de la ley del Newton del inverso del cuadrado
de la distancia [12]. Las érbitas de los planetas predichas por la TGR son casi las mismas que la
teoria de Newton predice. Sin embargo, la teoria de Einstein predice que el eje mayor de la 6rbita
de un planeta también debe girar alrededor del Sol. Mercurio, al ser el planeta mas cercano al
Sol, debe estar mucho mas expuesto a sus efectos gravitacionales en comparaciéon con los demés
planetas. El eje mayor de la elipse de Mercurio avanza a una razén de un grado cada 10.000 afios

[5]. La expresion matemética para el avance del perihelio de cualquier planeta es la siguiente:

67TM®G

= 2= 1.18
X a(l — e2)c? (1.18)
donde Mg es la masa de la estrella, a es el semieje mayor de la 6rbita del planeta, y € es la

excentricidad de la orbita.

La medida del avance del perihelio de Mercurio es conocida exactamente y tan solo difiere
cerca de un 0.5 % del valor medido mediante observaciones de radar durante la década de los 70
[13].

Desviaciéon de la Luz provocada por el Sol

La teorfa de gravitaciéon de Newton predecia que un rayo de luz podria ser desviado por accién
del campo gravitacional del Sol. De hecho aquel fenémeno fue calculado por Cavendish en 1784 y

por von Soldner en 1803. Sin embargo, estos célculos solo produjeron 1/2 del valor real. La TGR
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predijo el valor completo de la desviacién de los rayos de luz y fue uno de los mayores éxitos de la
teoria. La confirmacion experimental estuvo a cargo de Eddington, en la cual, durante un eclipse
solar, se observo y se midio la desviacion de los rayos de luz provenientes de una Estrella. Aunque
Eddington solo pudo obtener un 30 % de exactitud, experimentos posteriores confirmaron con

mayor exactitud la prediccion de la teoria [13].

Para un rayo de luz que pasa cerca del limbo del Sol, su desviacién estd dada por la expresion

[5]:

4G Mg
RO
donde R es el radio del Sol. Para el Sol & = 1.7505 segundos de arco.

)

(1.19)

Corrimiento al Rojo Gravitacional

El corrimiento al rojo de una onda de luz fue predicha por Albert Einstein en 1907 a partir
del principio de equivalencia. Por lo tanto, no $olo representa una prueba de la TGR sino que
también es un fendémeno predicho por las teorfas alternativas de gravedad formuladas a partir del
mismo principio de equivalencia. Sin embargo, la confirmacion de la existencia de este fendémeno
apoyo la validéz de uno de los principios fundamentales en los que se basan estas teorfas de
gravedad [13|. El experimento de corrimiento al rojo gravitacional basicamente mide el cambio
de la longitud de onda o su frecuencia Z = —Av/v = AN/ entre dos sefiales idénticas o relojes
colocados en reposo a diferentes alturas en un campo gravitacional estatico. A este experimento
se le conoce como corrimiento al rojo gravitacional porque cuando un fotén se propaga hacia
arriba, alejandose del campo gravitacional de la Tierra, pierde energia y su longitud de onda se

incrementa de manera que la luz se torna rojiza.

1.2.2. Pruebas, predicciones y observaciones modernas
Lentes Gravitacionales

Como resultado de la desviacion de la luz por los campos gravitacionales, la TGR predice la
existencia de lentes gravitacionales. Si tenemos una zona con un campo gravitacional muy fuerte,
como es el caso de una galaxia, ubicada entre una fuente muy luminosa, como un quéasar, y la
Tierra, veremos que los rayos de luz provenientes de dicha fuente son enfocados debido al campo

gravitacional de la galaxia produciendose varias imégenes de la fuente [5].

Agujeros de Gusano (Wormholes)

Una de las fantasticas predicciones de la TGR es la probable existencia de los wormholes. Un

wormhole es una especie de tunel en el hiperespacio que conecta dos puntos en el universo. Fueron
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descubiertos matematicamente como una de las soluciones a las ecuaciones de campo de Eisntein
en un articulo escrito en 1935 por Albert Einstein y Nathan Rosen en el Physical Review. Hoy
en dia son objeto de estudio de varios cientificos alrededor del mundo. Los wormholes serfan muy
utiles para realizar viajes a través del universo. Este viaje se podria realizar recorriendo unos
pocos kilémetros a través de un tinel en el hiperespacio. Hoy en dia se continda investigando las

condiciones para crear un agujero de gusano que sea practicable [5, 14, 15, 16].

Tambien se debe mencionar en esta seccién a otras pruebas de la TGR que fueron posibles
gracias al desarrollo de la tecnologia y que serdan abordadas profundamente en los siguientes capi-
tulos: El retardo de las senales de Radar producido por un Campo Gravitacional, y la radiacién

gravitacional proveniente de un sistema binario de Estrellas.
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2. Retardo de las Senales de Radar Producido por un Campo

Grayvitacional

2.1. Introduccion

Uno de los experimentos que bien podria incluirse dentro del grupo de pruebas clasicas es el
retardo de la luz. Este retardo estd intimamente relacionado con el experimento de desviacién de
los rayos de luz. A partir de la teoria electromagnética uno puede esperar que cualquier mecanismo
que doble o desvie la luz (en nuestro caso un campo gravitacional) también retrase o “disminuya”
la velocidad de la luz. Como lo menciona Will, es un misterio el por qué Einstein no descubrio6
este fenémeno [13|. Sin embargo, este efecto fue descubierto en 1964 por Irwin Shapiro [17] y lo
postul6 como la cuarta prueba a la que deberia ser sometida la TGR. Este fenémeno fue bautizado

v es conocido como “Shapiro Delay” o Retardo de Shapiro.

A pesar de su descubrimiento tardio en comparacién con las otras tres pruebas cléasicas, este
experimento lleg6 de la mano con el desarrollo de la tecnologia de los radares que en ese tiempo
se utilizaban para detectar misiles soviéticos. Como Shapiro mismo lo reconoce, fue el avance en
la tecnologia lo que permiti6é que las senales de radar que fueron enviadas a planetas como Marte,
Mercurio y Venus fueran detectadas a su regreso a la Tierra; fue una ventaja que Einstein no

poseia en su época [12, 17, 18, 19, 13].

De acuerdo con la TGR, una senial de radar enviada a través del sistema solar hacia un planeta
o satélite sufre un retraso producido por el campo gravitacional del Sol. En conjuncién superior,
es decir, cuando el planeta y la Tierra se encuentran en lados opuestos con el Sol en su centro,
el retraso que sufre una senal de radar que pasa muy cerca del limbo del Sol en su viaje de ida y

vuelta es [5]:

4G Mo 4rerp
At = 3 [ln( RZ > + 1] (2.1)
donde M, es la masa del sol o estrella, r, = 1.5 x 10! m es la distancia de la Tierra al Sol,

rp es la distancia del Sol al planeta, y Rg es el radio del Sol. Tomando como ejemplo particular

el planeta Mercurio con r, = 5.79 x 10'°m, la ecuacién (2.1) produce At = 239.84 us.

Como se dijo anteriormente, la ecuacion (2.1) es solo valida en conjunciéon superior, es decir,
s6lo para una posicién especifica. Sin embargo, es posible obtener una expresion general que
considera las diferentes distancias entre el planeta y la fuente (la Tierra) tal como lo hace Will
[13]:

_ 4G Mg o (re + @ -n) (rp — 2p - )

At 3 2

(2.2)

donde z,, z¢ son los vectores y r,, r. son las distancias del Sol al planeta y a la Tierra
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respectivamente, n es la direccién del rayo de luz de regreso a la Tierra, y b es la distancia de
maxima aproximacién del rayo de luz al sol. Haciendo las aproximaciones necesarias, es decir,

que b~ Rg), T¢ - R Te, y Tp - 1 & —7p Obtenemos la ecuacion (2.1).

En décadas siguientes a la postulacion del experimento se realizaron varias medidas de alta
precision enviando sefiales hacia diferentes objetivos. Como se mencioné anteriormente, se en-
viaron senales a Venus y Mercurio usando el radio-telescopio de Arecibo con el fin de detectar
sus ecos. También se usé satélites artificiales, como los Mariner 6, 7 y 9, Voyager 2, y las sondas
Vikingo que fueron enviadas hacia Marte. Todas estas medidas dieron como resultado la confir-
macién de la prediccion de la teoria dentro del 0.1 % [18, 19, 20, 21]. Sin embargo, el margen de
error disminuyé enormemente a partir del reporte de la nave Cassini en el 2003 mientras viajaba

cerca de Saturno, en el cual se report6 que la prediccion de la teoria esté dentro del 0.0012 % [22].

2.2. Calculo del Retardo de las senales de radar a segundo orden

Como se ha visto, los resultados de la ecuacion 2.1 son més que satisfactorios para el caso del
sistema solar que es un régimen de campo gravitacional débil ya que ¢ < 107°. Las relaciones
(2.1) y (2.2) se obtienen usando una aproximacion de primer orden en la métrica de Schwarzschild
(1.9). En esta seccion se procederé a calcular el retardo de las sefiales de radar pero con términos

de hasta segundo orden para conjuncién superior. Empezaremos el célculo a partir de (1.9):

(ds)? = (dr)? = yc2(dt)? — v~ H(dr)? — r2(dB)? — 12 sin® 0(dg)*

El intervalo de un rayo de luz es cero, es decir, ds = 0 y tomando, sin pérdida de generalidad,

0 = w/2 (es decir, trabajando en el plano ecuatorial), reemplazando en (1.9) y dividiendo para

2 _1 (dr ? o (do 2_
et () () o .

utilizando la regla de la cadena
do
24
( ) (&) (@ &
ﬂ/moc

y considerando que 1o y < donde E es la energia y J el momento angular por

dt se obtiene

unidad de masa del swtema.

Si se reemplaza en (2.4)

2
2 <c(l;f> _ Jvzoc (2.5)
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Definiendo /w = moéz‘] (w es una constante porque J y FE son constantes), con lo cual

d6\? _ 2w
(E) = 15, y reemplazando en (2.3).

2 _1 (dr 2 oW
=y \g) 7 2=0

y se evaltia para r = b en particular , siendo b la distancia de maxima aproximacién del rayo

de luz al sol, se anula el segundo término. Con estos reemplazos tenemos que

b2 2
w = Ti (2.6)

En la expresion anterior vy, = |,_, =1 — 21?712\/[, de manera que podemos escribir:

d 2 3 b2 2
22 <7’> B A
dt 2

Ahora se despeja el segundo término y se obtiene la raiz cuadrada del mismo

dr_ (o P\
at ¢ 2,

De la expresion anterior se obtiene el diferencial de tiempo que nos interesa

d
dt = " 7 (2.7)
b2
cy (1 - TQ%)
Utilizando la serie (1 —2)™' =1+ + 2%+ ... . Los términos v y 7, ' se escriben conservando

términos de hasta segundo orden

7_1%1 5

rc rc?

2G M <2GM>2
+ + +

1, 2GM | (2GM\?
’Yb ~1 + bCQ + bc2 + ...

con lo cual

dr <1+2GM_|_(2GM)2>

rc2 rc2

1/2
o[1- 5 (- 240 (1+ 280 4 (280"

rc?

dt =

multiplicando por r el numerador y el denominador

dr (1 4 2GM | (QGM)2> r

rc? rc2

c [rQ — b2 (1 — 2%12”) (1 4 2GM (QGM)QHI/?

bc? bc?

dt =
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ahora
L 2GMN [ 2GM(GMNP\ L 2GM(9GMN® 2GM. (2GM\® 1
rc? bc? bc? - bc? bc? rc? c? rb

oq g 2GM (11 2GMN* (| b
- c2 b r bc? r
y reemplazando de nuevo en el diferencial de tiempo se obtiene.
)r
2

2
e[t -1 - 292 () - 1) - () (1- )

rc T

. dr (1 4 26M (2(;612\4

}1/2

Los siguientes pasos son simplificaciones algebraicas.

(1 + QGCIQW + (QGM)2> rdr

T rc?
2_p2 2GM b2
{7 = 1) + SR | (2 -

(1 4 26M (QGM)2> rdr

rc rc2

dt =

~
|
N
r:m(g
—~
|
3o
N—
| I
H,_/
—
~
o

dt = 2 oN\1/2 1 2GM r— 2GM (r=b 1/2
e(r” = )" {1+ Gy 2L [—b (552) — 29 (=50)) )
2GM 2GM |2
dt — (1 + rc? ( rc? ) )T‘dT
- 1/2
ctr2 =12 {1+ 20 [ - 21}
Ahora, utilizando la serie de (1 +z)" /2 ~ 1 — t2+ 322 — .y conservando de nuevo sélo

hasta términos de segundo orden se obtiene

(r+b)c?

r c2r

r c2r

(r+b)c?

r c2r

{1+ 2GM _b 2GM}}_1/2%1 GM  _b QG]V[]+%{ 2GM _b 2GM]}2_W

Los siguientes pasos son simplificaciones algebraicas.

L. GM [ b 2GM] 37 GM ]°(b\
- (r+0b)c? r c2r 2 | (r+b)c? r

GMb GM\?%? 1 3 GM 1% /b\?
Al ——— 2 += -
(r + b)rc? 2 ) r(r+b) 2 |[(r+bc2] \r

Se procede a reemplazar el resultado anterior en el diferencial del tiempo,
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2
|:1 + 27“6;]2\4 + (2TGCJQ\/[)2] |:1 + (ri%ﬁcz +2 (Gc]2\/[)2 r(7‘1+b) + % [(ri%lc?} (£)2:| rdr
dt ~

c(r? — b2)1/2

y obtenemos la expresion final de (2.7)

rc? r(r+b) + (r+b)c?

2
{1 25;12\4 (21%24)2 (ri%fg 2(GM)2errb 2(6;]2\/[)2 1 %[GM} (5)2}rdr
dt ~

c(r? — b2)1/2

(2.8)
Debido a que se considera el tiempo que se demora la senal en ir desde la fuente al planeta y

regresar se debe integrar dos veces la misma expresion del diferencial de tiempo, entonces

2
TE{l + 27"61;]2\/[ + (27‘61;];[)2 + (T—Gi-é\;[f@ +2 (G]V[)2 : +2 (GCJQVI)Q r(r1+b) +% [( =7 } (b)2}
2

rc2 ) r+b r+b)c? T
t= NIRRT rdr
b
9GM | (2GM\2 | _GMb GM\2 b GM\2_ 1 3 [_am 1% (b2
TP{]' +5e t ( rc? ) + (r+b)rc? +2 ( rc? ) r+b + 2( c? ) r(r+b) +3 [(7"+b)c2} (?) }
+2 (2 — b2)1/2 rdr
b
(2.9)

Donde rg y 7p son las distancias de la estrella a la Tierra y al planeta, respectivamente. No

olvidemos que b es la distancia de maxima aproximaciéon del la trayectoria del rayo de luz al
centro de la estrella. Estas variables se pueden visualizar en la figura 2.1.

Las integrales que se presentan en (2.9) y sus respectivas antiderivadas son:
rdr 2 3231/2
/(r2—b2)1/2 =(r*=0v)"/*4+C
o In <r+ (r? —b2)1/2> +C
(r2 — p2)1/2
dr 1 " (a:z — b2)1/2
—r R 62)1/2 = garc an —

/ dr 1 (r—b 1/2+c
(r4b)(r2—b2)/2 b \r+b

+C

Sin embargo, las siguientes integrales no poseen solucién analitica
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/ dr
r(r+b)(r2— b2)1/2

/ dr
r(r+b)? (r2 — p2)1/?

haciendo uso de los resultados anteriores, obtenemos:

TR rp r r
¢ = 2 (r? - b2)1/2 +2 (2 — b2)1/2 +4G§W In ‘r+ (2 — b2)1/2 E_|_4G;W In )r—l— (r? - b2)1/2 P
c b c b c b c b
8 (GM)? (=)' s(Gm)? (r2 —p2)27""
+T arctan I + Tarctan 0y b
L 26M (r—b\'? FoaamM (v =\
3 \r+b 3 \r+b
b b
4(GM?b [ dr 4(GM?b [ dr 4(GM)? [r— b\ V2"
L r(r+b) (r? b2)1/2+ e r(r+b) (r2 _52)1/2+ b r+b
b
4 GM? (r—\|" 3@mw? | dr 3(GMb)? [ dr
LT r+b R 2 2 2 202 _ p2)1/2
) r(r+b)* (r2 — b?) / r(r+0)"(r* = b?)
(2.10)

Por otro lado, segtn la figura 2.1, el tiempo que la senal se tomaria en realizar el viaje de ida
y vuelta sin efecto del campo gravitacional del Sol es:
2x 2x
i it

/
t
c c
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Figura 2.1: Geometria para el calculo del retardo de la sefial a segundo orden para un rayo de luz que
se envia desde la Tierra E que se encuentra en (xg,0) hacia un planeta P en la posicién (—zp,0) en
conjuncién superior. Mg es la masa del Sol, R, es el radio del Sol, rg y rp es la distancia del Sol a la
Tierra y del Sol al planeta, respectivamente.

A partir de la figura 2.1 es evidente que

¢ = % (03— + (3 1)) (2.11)

El retardo de las senales de radar no es méas que At =t — t'. En otras palabras, la diferencia
entre el tiempo que se demora la sefial en ir y regresar considerando el campo gravitacional
del sol, es decir, la geodésica corrrespondiente al espacio-tiempo curvo producido por el campo
gravitacional del sol, menos el tiempo que se demoraria despreciando la gravedad del mismo que
corresponde a una trayectoria recta correspondiente a un espacio-tiempo plano en ausencia de

campos gravitacionales.

T’E—b 1/2 Tp—b 1/2
+
rg+b rp+b

2 _p2)1/2 2 _ p2)\1/2 2 N 172 N 1/2
(r2=0) 7| retan | T2 L AGM) | (e = b\YE (e b
re+b rp+b

8 (GM)? (
+——=— | arctan

b b b cdb
s@M?b | dr T dr
+ 5 iz T 172
¢ J r(r+0b)(r2 —b?) / r(r+0b)(r2—b?)
rE rp T
3(GMb)? dr dr
5 / 279 on1/2 +/ 279 on1/2 (212)
¢ / r(r+0b)°(r?—>5) / r(r+0b)°(r?—>5b?)
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Los primeros dos términos pertenecen a la aproximacién de primer orden, es decir,
TE—b 1/2 Tp—b 1/2
_|_
re+0b rp+b

(2.13)

y los términos de la correcién a segundo orden sin tener en cuenta las cuatro altimos integrales

son [ [re+ 02 =07 re+ 02 =)\ s
= In +

At
! c3 b2 e

s0n

2 12\1/2
+ arctan [(pr)] )

1/2
_ 8(GM)? (rg — b°)
Aty = 3y <arctan [b 2

1/2 1/2
rg—b rp—>b
2.14
(TE—l-b) + (T‘P-i-b) ] ( )

Finalmente, expresaremos los términos con las integrales como la contribucién final al calculo

4(GM)?

+ cdb

del retardo a segundo orden.

TE Tp

4(GM)?b dr dr
Aty =+ 5 / 1/2 +/ 1/2
c S b) (2 =) () (2 - 0)Y
TE rp
3 (GMb)? dr dr
+ cd / 2.9  12\1/2 +/ 2.9  12\1/2 (215)
/ r(r—+0b)°(r?—5b?) / r(r—+0b)°(r?—5b?)

Es necesario conocer cual es la contribucién de cada término al resultado final, para ello
tomaremos un ejemplo en particular para analizar las tres ecuaciones anteriores. Para una senal
enviada al planeta Mercurio, rg es la distancia de la Tierra al Sol, rp la distancia del planeta
Mercurio al Sol y en el caso en que el rayo de luz pase muy cerca del limbo del Sol b = Ry =
6.9551(4) x 108 m que es el radio del Sol. Entonces se justifican las aproximaciones rp ~ rp =
15x10" m , rp~azp=579x10 myrg,rp > b.

Como se mencion6 anteriormente, se expresa el retardo de las senales de radar como las suma

de tres términos:

At = At + Nto + Aty (216)

donde Aty corresponde a la aproximacién a primer orden, Aty corresponde a los términos
de la aproximacion a segundo orden sin incluir las integrales y Aty corresponde a los términos
con las integrales que se calcularon numéricamente usando Mathematica. Entonces, para nuestro

caso en particular:
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4GM 4$E - Tp

y se recupera la ecuacion (2.1) correspondiente al retardo de la sefial a primer orden que se
mostré al inicio del capitulo. Reemplazando los datos del caso particular se obtiene
At; = 239.84342 usec
Los terminos de Aty se pueden aproximar como:
8(GM)? x x
Aty = 8(GM)” arctan | —= ) + arctan | —— ) + 1 (2.18)
C5R@ R@ R@
que una vez introducidos los valores numéricos representan
Aty = 3.443928 x 107 sec

Por lo tanto, El retardo debido a las dos primeras contribuciones es

Aty + Aty = 239.843769 psec
Las integrales de Aty fueron calculadas usando Mathematica y sus valores son

TE

/ dr 5 = 117994 x 1071%
r(r+0b)(r2 —b2) /

Re

=1.17982 x 10718

r(r+b) (r2 — b2)Y?

=7.05794 x 10728
(r+ b b2)1/2

= 7.05793 x 1028

r(r+b)% (2 — p2)1/2

°\: @\g 5\

con lo cual,

At; = 6.264739232 x 10 sec

dando como resultado que el retardo de una senal enviada al planeta Mercurio desde la Tierra
es,
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At = Aty 4+ Ato + ANt = 239.843832 psec

La contribucién de Aty es menor que Aty y a medida que aumenten las distancias entre
la fuente o el planeta y el Sol Aty — 0. Por lo tanto, el retardo de la senal de radar con las
justificadas aproximaciones para un rayo de luz que pasa muy cerca del limbo del sol se expresara

como

. 2
At _ 4GM |:11’1 <4$E2$P> + 1:| + M I:arctan (?) —+ arctan <;;P> + 1:| (219)

C3 R® C5 R@ ® ®

2.2.1. Retardo de las Senales de Radar Producido por Agujeros Negros

Anteriormente se comprob6 que en el caso del sistema solar, los iltimos cuatro términos en la
ecuacion (2.12) que contienen las integrales, son despreciables. Usando los datos de las distancias
de la Tierra y Mercurio, y el radio del Sol se obtuvo que At = 239.84us con lo cual se establece que
el calculo de retraso a primer orden es muy preciso para regimenes de campo débil, i.e. £ < 107°.
No obstante, es interesante analizar los casos en los que se presentan campos gravitacionales

fuertes, i.e. cuando € 2 0.5, como los producidos por agujeros negros.

Cuando una estrella agota su combustible nuclear y ya no le es posible contener la presiéon
gjercida por la fuerza gravitacional se convertird en un agujero negro siempre y cuando la masa
del ntucleo que colapsa sea mayor a 3.2 veces la masa del sol, es decir, cnando M > 3.2Mg. El
contorno que rodea a un agujero negro se le conoce como horizonte de sucesos. Un rayo de luz
proveniente del interior de la estrella en colapso no puede atravezar el horizonte de sucesos porque
la velocidad de escape llega ser igual o mayor que la velocidad de la luz. Al radio del horizonte
de sucesos se le conoce como radio de Schwarzschild y es 75 = 2GM/c%. La posible existencia de
agujeros negros fue predicha usando las ecuaciones de Campo de Einstein por Karl Schwarzschild
en el ano de 1916, aunque la idea de la existencia de estrellas desde las cuales la luz no puede

escapar se remonta a 1783 [5].

En el cuadro 1 se analiza el valor del retardo de las senales para diversos valores de masas
solares, asumiendo que los planetas entre los cuales se envia la sefial de radar se encuentran a
igual distancia de la estrella. Para este andlisis se tomara como referencia la distancia a la que se
encuentra Saturno desde el Sol (xp = xp = 1,433,000,000 km). A estas distancias las integrales
en (2.12) se vuelven totalmente despreciables por lo tanto la contribucion de Aty es nula. También
se considera que la distancia mas proxima del rayo de luz al centro del agujero negro es el radio

de Schwarzschild, es decir, b = rs.
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Cuadro 1: Retardo de las senales de Radar para diferentes valores de Masa de la Estrella
’ Masa Estrella (M) ‘ Primer Orden (s) ‘ Segundo Orden (s) ‘ Retardo total (s) ‘

10 0.0074436963 8.1597760348 x 104 0.0082596739

100 0.0653638455 0.008159775 0.0735236205

1,000 0.5629072417 0.0815976397 0.6445048814

10, 000 4.721756986 0.8159654346 5.5377224207

100, 000 38.1440866628 8.1585580857 46.3026447484

1000, 000 290.67314551 81.475991985 372.14913749

10’000, 000 1995.7644852 803.83690371 2799.6013889

100’000, 000 10510.893483 6970.1163737 17481.009857
1,000'000, 000 Ts > Tp Te > Tp Ts > Tp

Como se observa en el cuadro 1, a medida que aumenta la masa del agujero negro que produce
el campo gravitacional, la contribucién de los términos de segundo orden se hace cada vez maés

importante y deja de ser despreciable.

2.3. Calculo del retardo de una senal proveniente de una fuente distante

El célculo del retardo de las seriales de radar enviadas o recibidas hacia o desde un objeto
dentro del sistema solar esta expresado por la ecuacion (2.2). Sin embargo, debido a objetos o
cuerpos celestes que se encuentran fuera o muy distantes del sistema solar (estrellas, pulsares,
fuentes de radiacion, etc), y en vista de la necesidad de analizar las senales que provienen de
ellos también resulta necesario calcular el retardo sufrido por los fotones provenientes de dichas

fuentes. Tomaremos el caso de la ondas electromagnéticas que un pulsar emite peridédicamente.

Para empezar se utiliza de nuevo la métrica de Schwarzschild con una aproximacién a primer
orden que representa un campo gravitacional débil y estitico como lo es el sistema solar. El

cuadrado de elemento de arco se escribe como:

9 2GMy | 5 9 2GMg | 7 »\2
(ds)? = + [1 el O TR (dr) (2.20)
debido a que el intervalo para los fotones es ds = 0, podemos igualar
2G M, -
cdt = + [1 L2 2@} dr (2.21)
re

Si 7, es la posicion fija del pulsar, rgs es la posicion del observador cuando llega la sefial al
tiempo tops, vV te es el tiempo de emisién de la sefial del pulsar, entonces la diferencia entre el

tiempo t,ps medido por el observador y el tiempo de emisién del pulsar ¢ es:

& Tp

¢ (tops — te) = / {1 + QGAZ%} dr

L L, 2GMg dr‘
=17 il + g2 [

- (2.22)

- =
Tobs Tobs

r
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Podemos escribir,

|7p = Tobs| = [(rp = 7%5) + (7% — Tobs)| (2.23)

donde 77 es la posicion del centro de masa del sistema solar. Si definimos un vector unitario n
(rp—r%)
Irp—7s]

que apunte desde el centro de masa del sistema solar al pulsar, n = y teniendo en cuenta

que |1y, — 75| > |75 — rops| podemos notar que ry — rops & —7Tohs. Por lo tanto, es posible escribir
la relacion (2.23) como:
|Tp — Tobs| = |1y — 75| + (75 — Tobs) - b (2.24)

y la ecuacion (2.22) se expresa como:

|

Yo — T4 Tobs -1 2GM, ‘dr‘

tobs = (te + ‘ z S|> - obs + 3 2 / (225)
C C C T

Tobs
FEl primer término corresponde al tiempo que tarda la senal en llegar al centro de masa del
sistema solar. Se puede interpretar a este término como si fuera el tiempo en que llegaria la setial
si no hubieran efectos gravitacionales debido al sistema solar. El segundo término es definido
como el Retardo de Roemer (Roemer delay) y de sebe al movimiento del observador. El tercer
término es el que realmente nos interesa ya que corresponde al retardo de la senal debido al campo

gravitacional de sol.

yar
2G M,
ap = 26Me [T (2.26)
c3 r

Tobs
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Figura 2.2: Geometria para el cilculo del retardo de una sefial proveniente de una fuente distante,
en este caso un pulsar. r, es la distancia entre la Tierra y el Sol, P es un punto de referencia entre
la linea que une la Tierra con el pulsar, p es la distancia del punto P a la Tierra, y r representa
la distancia del punto P al sol.

Para realizar el calculo correspondiente consideramos un rayo de fotones emitido por el pulsar
que llega a la Tierra cuando el d4ngulo formado por el pulsar, el Sol y la Tierra tiene un valor 6;
Sea un punto P cualesquiera sobre la linea recta que une la tierra con el pulsar, podemos expresar

12 = (re 4+ pcos0)? + (psin 6)? (2.27)

donde r es la distancia del Sol a P, r. es la distancia entre el sol y la Tierra, p es la distancia
de la Tierra a P. Se puede observar el planteamiento del problema en la figura 2.2. Para mayor
comodidad se realiza la sustitucién u = % de tal forma que modificamos la ecuacién anterior

como:

r=re (u? + 1+ 2ucosd) "/ (2.28)

Entonces, tenemos que (2.26) es:

d
Ay 26M /d,o
3 r

0
donde d es la distancia de la Tierra al pulsar. Sustituyendo las expresiones anteriores en la

ecuacion (2.26).

v

QGM@ du
At =22 / . o (2.29)
¢ (u? + 1+ 2ucos?)

donde v = d/r.. Por razones de facilidad y conveniencia al integrar se sustrae el término

cuando 6 = /2, entonces
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°GMy [ [ du [
At =—3 / 9 1/2 +/
c / (u? +1) /

El primer término es facil de integrar y de hecho resulta ser una constante ya que no depende

1 1
(u2+1+2ucos®)?  (u2+1

)1/2] du (2.30)

de la variable 6,

QGM@/U du 2GM,, |
( = Sin

c3

2G M, 2d
—1 ~ ©
u2 n 1)1/2 = 63 h (’U) ~ C3 ln (1"€> (231)

teniendo en cuenta que d es muy grande. Este término simplemente es un corrimiento rigido.
El término verdaderamente interesante es el segundo pues involucra la variable 6. Para integrar

consideramos que v = d/re — oo de tal forma que el término converge a

[

Finalmente es posible escribir la expresion del Retardo debido al campo gravitacional del Sol
(2.26) como

1 1
(u2 414 2ucos®)Y?  (u2+1)Y2

] du = —1In(1 + cosf) (2.32)

At =

—In 3 2 In(1 4 cos ) (2.33)

3 Te c

2G M, <2d) 2G M,

La grafica de la dependencia angular —In(1 + cosf) se muesta en la figura 2.3. Se puede
observar que la funciéon diverge cuando 6 = w, es decir, cuando la sehal deberia atravezar el
Sol para llegar a la Tierra. Sin embargo, esta divergencia no existe en realidad ya que la sefial
simplemente es absorbida por el Sol y nunca llega a la Tierra. El méximo retardo de la senal
se produce en conjunciéon superior cuando la senal del pulsar pasa muy cerca del limbo del Sol.
Es necesario resaltar que la misma dependencia de la figura 2.3 se puede obervar en las curvas
experimentales obtenidas por Shapiro y sus colegas ademas de las diversas sondas y satélites
artificiales que se han usado para medir el retardo dentro del sistema solar. En particular, para

contrastar estas curvas podemos citar la figura 3 de [18], la figura 1 de [19], y la figura 3 de [21].

Para demostrar que el retardo de la sefial es la suma de dos términos positivos, se puede

expresar el resultado pasado (2.26) de la siguiente forma

At:2G¥® [ln(d) _ln<1+0059>] (2.34)
c Te 2

yva que 0 < (1+cosf)/2 < 1 por lo tanto In (15%) es negativo. Como conclusién podemos

observar que el retardo At > 0 siempre como resultado de que la senial sea afectada por el campo

gravitacional del Sol.
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Figura 2.3: Dependencia angular del Retardo de la senal —In(1 4 cos6)
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2.4. Conclusiones

La TGR y sus predicciones han sido puestas a prueba un sinnimero de ocaciones. La tres
pruebas clasicas que dieron inicio al campo de la experimentacion en fisica gravitacional fueron el
avance del perihelio de Mercurio, el corrimiento al rojo gravitacional y la desviacién de los rayos
de luz debido a campos gravitacionales. Después de una temporada de hibernacién en el campo
experimental debido a limitaciones tecnoldgicas, Shapiro propuso una cuarta prueba de la TGR
que fue bautizada con el nombre de Shapiro delay. Esta prediccion, en estrecha relacién con la
desviacion de la luz, es el retardo que las ondas electromagnéticas sufren al viajar de un punto a
otro debido a un campo gravitacional. Gracias al desarrollo de la tecnologia de radares fue posible
medir esté fenémeno dentro de nuestro sistema solar con gran éxito y con una presicién que fue

mejorando con el paso de los anos.

Originalmente el calculo de éste fendnemo se realizd a primer orden en el potencial gravita-
cional utilizando la métrica de Schwarzschild, la adecuada para este caso, y se prob6 que sus
resultados son més que satisfactorios para potenciales gravitacionales débiles como lo es el po-
tencial gravitacional del Sol. En particular, se han realizado y repetido experimentos similares
enviando seniales de radar hacia planetas como Mercurio, Venus y Marte, e inclusive se ha utiliza-
do sondas espaciales como fuente de sefiales como la nave Cassini. Para nuestro sistema solar, se
encontré que la prediccion del calculo de este fenémeno a primer orden discrepa con los resultados
experimentales en un 0.0012 %. Esto demuestra que, para el sistema solar, cualquier contribucion
al retardo debida a términos de segundo orden es totalmente despreciable y no se necesita tomar

en cuenta.

Sin embargo, fuera de nuestro sistema solar y debido a que en el universo abundan fuentes
de campos gravitacionales fuertes se realizo el calculo del retardo de senales de radar con aproxi-
macién a segundo érden en el potencial gravitacional. Dichas fuentes pueden ser agujeros negros
masivos y supermasivos en los que las contribuciones de los términos del calculo del retardo a
segundo orden son relevantes. Se encontré que el retardo que sufre una onda electromagnética
cuando los cuerpos celestes, uno de los cuales es la fuente, y la estrella se encuentran en conjuncién

superior es

4GM 4xE rp 8(GM)2 TE rp
At = 3 [ln< R% )—1—1}—1—651%@ arctan R—@ + arctan R—@ +1

siendo g y xp las distancias del Sol al planeta E'y P respectivamente, y M y R la masa de
la estrella y su radio. Se recuperé el resultado del cilculo a primer orden que es el primer término

de la ecuacién mas el término de segundo orden en el potencial gravitacional.

Ya que estd comprobado que para potenciales gravitacionales débiles, como el caso del sistema

solar, la contribucién de los términos de segundo orden son despreciables, se procedié a calcular
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el retardo y la contribucién de estos términos al mismo a medida que se aumenta el potencial
gravitacional de la estrella tomando como ejemplo agujeros negros masivos. Los resultados del
retardo en estos casos se presentan en el cuadro 1 en el cual se evidencia que es necesario tomar
en cuenta los términos de segundo orden inclusive cuando la masa del agujero negro es 10 veces
la masa del Sol. Debido a que se ha comprobado exitosamente este fenémeno para el caso del
sistema solar, el proximo paso es medir este retardo para campos gravitacionales fuertes cuando

se presente la oportunidad.

Finalmente, cuando se toma en cuenta el retardo de las seniales para cualquier posiciéon del
planeta fuente y el planeta receptor, y no solo para conjuncién superior, el retardo tiene una
dependencia del dngulo formado entre el planeta, el Sol y la fuente que no es evidente a partir de
la ecuacion (2.2). Para demostrar esta dependencia se tomdé en cuenta un caso particular en el
cual la onda electromagnética proviene de un objeto distante como un pulsar de tal forma que su
posicion se puede aproximar como fija con respecto al Sol, mientras que la posicion de la Tierra,
donde se recibe la senal, varia de acuerdo a su érbita. Se encontré que esta dependencia angular
estda descrita por la funcion —In(1 + cos @) que, por cierto, estd en completo acuerdo con las
graficas del retardo de la luz medido en el sistema solar para sefiales enviadas a Venus, Mercurio

y Marte como se puede confirmar en las articulos respectivos|18, 19, 21].
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3. Radiacién Gravitacional proveniente de un Sistema Binario

La existencia de la radiacién gravitacional fue predicha por Albert Einstein como consecuencia
de la TGR [10]. A partir de las Ecuaciones de Campo de Einstein (1.1) se puede inferir que el
espacio-tiempo no es un actor pasivo en la dindmica de materia y energia, sino que interfiere e
interectia directamente con los mismos; es asi que si simplemente se toma una perturbacién muy
pequena de un espacio-tiempo plano, el descrito por la Métrica de Minkowski (1.17), a partir de
las Ecuaciones de Campo de FEinstein se obtienen soluciones en forma de onda que se propaga
a la velocidad de la luz. La aproximacién de pequenas perturbaciones de un espacio-tiempo
plano es apropiada para ondas que llegan al sistema solar provenientes de una fuente distante.
Estas ondas gravitacionales son ondas transversales que se autosustentan y transportan energia
y momentum angular. Estas ondas gravitacionales son oscilaciones de la geometria del espacio-
tiempo y provocan que la distancia entre dos puntos oscile, es decir, no existe efecto observable
sobre un solo punto. Fn contraste, las ondas electromagnéticas que también viajan a la velocidad
de la luz provocan que el campo eléctrico y magnético oscilen en un punto por el que cruzan.
Otra diferencia fundamental entre ondas electromagnéticas y las ondas gravitacionales predichas
por la TGR es que mientras las primeras son de caracter predominantemente dipolar, las ondas
gravitacionales son predominantemente de caricter cuadrupolar debido a la inexistencia de los
dipolos gravitacionales. Sin embargo, existen teorias alternativas de la gravedad que pedicen la

existencia de radiaciéon gravitacional dipolar, pero aquel caso se comentara posteriormente.

Las ondas gravitacionales son muy dificiles de detectar. De hecho, hasta el momento no
se han detectado de manera directa. La razoén de esto es simple; para provocar una pequena
curvatura o perturbacién en el espacio tiempo se requiere de cantidades inmensas de energfa
como las producidas por colapsos estelares en el nicleo de una galaxia. Se predice que las ondas
gravitacionales generadas por aquellos eventos tan sélo producirian una perturbacién del orden
de 107 m en una longitud de 1 m [5, 10]. No obstante, esto no ha desalentado a la comunidad
cientifica. Los primeros intentos de detectar radiaciéon gravitacional se dieron en los 60 con el
uso de barras resonantes. Weber traté de usar estas barras, aisladas de vibraciones mecénicas
externas, como una especie de resonador actustico [23], pero no han sido capaces de detectar

radiacion gravitacional.

Ya que las ondas gravitacionales provocan pequenas oscilaciones entre la distancia de dos
puntos también se ha ideado un sistema de detectar estas perturbaciones usando interferometria
laser. El sistema LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Detector) construido en los
EE.UU. que consta de dos interferémetros en forma de L es un ejemplo. Los interferémetros
son similares al utilizado por Michelson y Morley para detectar variaciones en la velocidad de
la luz. El principio es simple, cuando una onda gravitacional atravieza el detector, uno de los
brazos se alarga y el otro se comprime. Esto genera una diferencia en las distancias que los

rayos de luz provenientes de un laser tienen que recorrer en cada brazo provocando un patrén de
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interferencia|5|.

La mision espacial LISA (Laser Interferometer Space Antenna), que se encuentra en desarrollo,
estd disenada para medir radiaciéon gravitacional en banda ancha y a baja frecuencia y usa el
mismo principio de interferometria laser. LISA consta de tres sondas idénticas cuyas posiciones
forman un tridngulo equilatero de 5 millones de km de lado en una érbita alrededor del Sol
de manera que se comporte como un gigantesco interferémetro de Michelson de tres brazos. Se
espera que esta mision pueda medir senales provenientes de diferentes fuentes como: agujeros
negros fusiondndose a cualquier distancia, agujeros negros super masivos consumiendo objetos

més pequenos, estrellas binarias compactas y remanentes estelares |5, 24].

Como se ha visto, hasta la fecha no ha sido posible detectar ondas gravitacionales de forma
directa. Sin embargo, los fisicos han comprobado su existencia de manera indirecta en pulsares
binarios tales como el pulsar binario PSR1913+416 descubierto por Hulse y Taylor en 1974 [25].
Se observo que el periodo orbital de este pulsar estaba decayendo a una tasa que concordaba
con la predicha por la TGR debido a la emisién de ondas gravitacionales. El célculo, anélisis y
discusion de la formula que predice el decrecicmiento del periodo orbital en un sistema binario es

el tema principal de este capitulo.

3.1. Ondas Gravitacionales

Las ondas gravitacionales son perturbaciones del campo gravitacional que se propagan a
la velocidad de la luz. En la TGR la curvatura del espacio-tiempo estd determinada por la
distribucion de materia y energia como se observa en la ecuaciéon (1.6). Para describir un espacio-

tiempo vacio igualamos la ecuacion (1.6) a cero:

Gy = Ry =0 (3.1)

Ahora simplemente se aplica una perturbacién al espacio-tiempo plano que representa una

pequenia curvatura. Se aplicard unicamente una aproximacion lineal a la métrica

Juv = N + h;w (3.2)

donde 1), es la métrica de Minkowski (1.17) que representa el espacio-tiempo plano y h,,, es
una perturbacién cuyas componentes en magnitud son muy pequefias comparadas con la unidad,
es decir, |h,,| < 1. Escogiendo un sistema de coordenadas apropiado [10], se puede encontrar

una solucion a (1.6) de la forma
1 hyu _ *hyy N 0*hyu N 0?hyu
2 ot? 0x? Oy? 022

que representa una ecuaciéon de onda con velocidad de propagacion c. Aplicando las condiciones

(3.3)
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y restricciones necesarias, una solucion para la ecuacion (3.3) para una onda que se propaga a lo

largo del eje z es una combinacién lineal de dos estados ortogonales:

hyy = by (e4)uw cos(wt — kz) (3.4)

hyw = hx(ex)uw cos(wt — kz + @) (3.5)

donde ¢ es una fase arbitraria y

0 0 0
0 1 0
et )y = 3.6
( +>u 00 -1 0 ( )
00 0 O
00 0 O
00 10
(ex),ul/ == 010 0 (37)
00 0 0

donde hy y hy son las amplitudes de las ondas. e; y ex son los dos estados de polarizacion
de las ondas gravitacionales. Estos dos estados de polarizaciéon, en forma tensorial, son algo més
complicado que los estados de polarizacion para las ondas electromagnéticas. La mejor manera de
averiguar cuéles son los efectos de estos estados de polarizacién es investigar el comportamiento

de masas de prueba que estén a lo largo de la trayectoria de la onda.

El efecto de los dos estados de polarizacion de las ondas gravitacionales es mostrado en la
figura 3.1. Es evidente que no es posible construir el patrén formado por la polarizacion ey a
partir de ey y viceversa. Como se habia mencionado anteriormente, la distancia entre dos puntos
es la que oscila. Por este motivo es que resulta util observar los efectos de las ondas gravitacionales

sobre un conjunto de masas puntuales y no sélo sobre un punto en el espacio.
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Figura 3.1: Efectos de los dos estados de polarizacion de las ondas gravitacionales sobre circulos
de masas de prueba en el espacio libre. El estado de polarizacién e se muestra en la fila superior
y el estado exen la fila inferior. T es el periodo de oscilacién. La onda se propaga en direccion
perpendicular al plano donde reposan las masas.

3.2. Radiacién de un Sistema Binario
3.2.1. Orbitas elipticas

Por razones de conveniencia y para simplificar los cdlculos, se considera que la primera estrella
describe una érbita eliptica alrededor de la otra que se encuentra en uno de los focos de la elipse.

En el caso de orbitas elipticas, la distancia r entre las masas y el angulo 6 dependen del tiempo.

Para el problema de los dos cuerpos en presencia de un potencial central, la ecuacion de la
orbita es [2]
wk

1
. l—2(1+ecose) (3.8)

donde k = G'm1me para el caso gravitacional y G es la constante de gravitacion universal, [ es
el momentum angular orbital y € es la excentricidad que para el caso de una elipse es 0 < e < 1.
Esta es una ecuacién que no toma en cuenta los efectos de la TGR. Al tomar en cuenta dichos
efectos existe un avance del periastro similar al avance del perihelio de Mercurio alrededor del
Sol. Sin embargo, para efectos de calcular la emision de radiacidon gravitacional de un sistema

binario es suficiente.

Ver la figura 3.2 para los detalles de la 6rbita.

La excentricidad esta expresada por [2]

2E12\ '/?
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Figure 3.2: La orbita eliptica y sus elementos: La masa mg se encuentra en uno de los focos f de
la elipse, mientras que la masa m; orbita alrededor de la otra masa a una distancia r formando
un angulo 6 con la horizontal, a es el semieje mayor de la elipse, b es el semieje menor, r] es el
perigeo o la distancia més cercana a mg , y finalmente 75 es el afelio o la distancia més alejada
de la trayectoria.

donde E es la energfa del sistema y, como se verd a continuacién, es menor a cero para

trayectorias elipticas.

La energia total del sistema es:

1 12
E= §/M + 2 +V(r) = cte (3.10)
donde V(r) es el potencial central que en nuestro caso es —M, pero por comodidad lo

expresaremos como —%.

Teniendo en cuenta que 7 = 0 en r] o 73, entonces

12 k
= - — 3.11
2ur? (3:11)

2urE + 2ukr — 12 =0

Resolviendo para r usando la féormula de la ecuacién cuadratica,

—2uk £ \/4p2k? + Sul*E
T =
4uFE
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con lo cual podemos encontrar las expresiones para r] y 13,

ok [reNe 221’

=3B (E> +E (3.12)
ok [reNe 221’

273y ET <E> TLE (3.13)

Ademas, a partir de la geometria de la elipse (figura 3.2) se puede notar que

T+ =2a (3.14)

y si se reemplaza las expresiones anteriores se obtiene

EF=—-——
2a

Por lo tanto,

(;77117712
2a

La energia total para el caso de érbitas elipticas es menor a cero.

E=-— (3.15)

Regresando a la expresion de la excentricidad (3.9) y reemplazando la expresion de la energia

l2 1/2
= 1—7
‘ ( uka>

(3.11) se encuentra que

con lo cual

pk 1

—_— = 3.16
2 (1-€e)a (3.16)
y si ahora se reemplaza en la ecuacion de la orbita (3.8) se obtiene:
(1-)a
0) = —— 3.17
r(®) 1+ €ecosf (3.17)

que nos da la separacion entre las masas como funcién de 6.

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene la relaciéon para el momentum angular
orbital [

= pur0 (3.18)

Si se despeja [ a partir de la ecuacién anterior con los valores de las constantes p y k se

obtiene:
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[G(ml + mg) (1 — 62) a]1/2

6= S (3.19)
Ahora derivando r(6) con respecto al tiempo y utilizando 8 y r(6) se obtiene:
. - [Glmama) Y2
7 = €sinf |:(1—€2)a (320)

Las expresiones (3.19) y (3.20) seran de mucha utilidad en el calculo de las derivadas con

respecto al tiempo de los elementos del momento quadrupolar.

3.2.2. Periodo Orbital

Una de la derivaciones clasicas del periodo orbital es considerar la segunda ley de Kepler que
menciona que el radio vector que une una estrella con su planeta r barre areas iguales en tiempos
iguales. Usando esta ley es posible derivar el periodo orbital de una planeta en funcién de las
masas del sistema, m1y ma, y su semieje mayor a cuyo resultado se conoce como la tercera ley
de Kepler. No obstante, este cdlculo no se hara a partir de la segunda ley de Kepler, sino mas

bien utilizando un método de integracion.

Para hallar el periodo orbital del sistema utilizaremos la siguiente relacién:

T:/#9 (3.21)

La ecuacién (3.19) nos ayuda a encontrar el periodo orbital si la reemplazamos en la ecuacion
(3.21)

27
__ / do
) [Gmitma)(1—c?)a]'/?
0 r2

si ahora reemplazamos r por la relacion (3.17) se obtiene

B / a?(1 — €2)? df
G ecos6)? [G(my +my) (1 — €2) a]'/?
Simplificando

a3/ 27
S Uk / (3.22)
[G(my + mo)] 1+ 6(:056?

Para calcular la expresiéon




2

; _/ d
) (1+ecosb)?

0

utilizaremos integraciéon compleja realizando la siguiente sustitucion

1/ . ,
cosf = — (e’g + e*w)
2
teniendo en cuenta que z = € y recalcando que |z| = 1.

Con la sustitucién anterior podemos encontrar que
1 1 1/22+1
cosl=—-(z+-) == 7
2 z 2 z

dz = ie?df = izdf

con lo cual

Simplificando

1 dz 1 4zdz
I=s o™i irrarer
5 <2z+§§ +e> (e22 + 2z +¢)

Ahora factoramos el denominador para encontrar los polos de la funcion

1_m> <Z+1+m>

622—|—22+€:€<Z—|—
€ €

Es decir, los polos de la funcién son

—1++V1—-¢

zZ1 =

zZ9 =

44

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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Sin embargo, nuestro camino de intregracion es la circunferencia unitaria ya que |z|] =1y es
evidente que |z3| > 1 debido a que para una o6rbita eliptica 0 < € < 1. Por lo tanto z2 estéa fuera

de nuestra zona de integracion.
La expresiéon de la integral tiene la forma

4 4
I— 75 2d L= .yﬁf(z)dz (3.32)
) e (z i 1—\/61—62) (z I 1+\/£1—e2> i

siendo

B zdz
€2 (z i 17\/61762>2 (z n 1+\/€1762>2

f(2) (3.33)

Para calcular la integral utilizamos el teorema del residuo de Cauchy, por lo tanto, para

nuestro problema en particular

%f(z)dz = 2miRes f(z) (3.34)

z=z1

de modo que

z

d <z+1_”1_62 (3.35)

2
€ ) 2 (z 4 1—\/61—62>2 (z I 1+\/61—62)2

= — lim — |z
22—)21 dZ

-2
1. d ( 1+\/1—e2>
ph
€

1 1+\/ 1—62 — 2
= — lim €

o 62 Z—21 14+v1—€2 3
T

. _ 2
si se recuerda que z; = — V=€ 216, entonces
1 —€2 /12
1+ 61 € + 1 61 € 1 2/6
Resf(z) = - 3= 3
z=z1 € (—1+\/1—e2 i 1+\/1—e2) € (2\/1—62)
€ € €

Con lo cual
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Reemplazando en (3.32) se obtiene:
4 4 1
I= ,%f(z)dz = 2M————
i P41 - 62)3/2
_ 2m
(1—e2)%?
Utilizando este resultado en la expresion del periodo orbital (3.22) se obtiene
a?2(1 — €2)3/2 2

[G(my +ma)]Y? (1= e2)3/?

2w
T= 1/2
[G(m1+ma)]
2372
Si se recuerda que
2w
=22
w

donde w es la frecuencia angular, encontramos que

[G(my +ma)]'/?

a3/2

w =

Esta es la tercera ley de kepler.

3.2.3. Momento Cuadrupolar
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(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

La Teoria General de la Relatividad predice que masas acelerandose emiten radiacién grav-

conforme avanza el tiempo.

itacional. En el caso de estrellas binarias, como por ejemplo estrellas de neutrones, se puede
demostrar indirectamente la presencia de radiacién gravitacional. En un sistema binario, la en-

ergia radiada en forma de ondas gravitacionales provoca una disminucién de su periodo orbital

Podemos representar las posiciones de ambas estrellas en el espacio mediante la figura 3.3.
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Figura 3.3: Posicién de las dos estrellas en el espacio: m; y mg es la masa de la primera y segunda
estrella respectivamente, 71 y 73 son los vectores posicion de las estrellas, CM es el centro de
masa, R es el vector posiciéon del centro de masa y 77’ y 73’ son los vectores las masas 1 y 2 con
respecto al centro de masa.

De la figura 3.3 podemos observar que los vectores posicién de las masas 1 y 2 con respecto

al centro de masa estdn dados por las siguientes expresiones:

=1 —R (3.41)

7 =13 —R (3.42)
donde el vector posicion del centro de masa es:

miri + mors

R= (3.43)
mi + mg
y las distancias de las estrellas al centro de masa son:
’ ur
= — 3.44
™ i ( )
y
’ ur
= — 3.45
) s ( )

donde r es la distancia de separacién entre los dos cuerpos y u es la masa reducida cuya

expresion es
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m1msy
- 3.46
h = o (3.46)
Ahora analizando el sistema con su centro de masa en el origen y suponiendo que el plano
orbital esta sobre el plano xy, las posiciones de ambas masas estaria representado segun la figura

3.4.

mq

—/

C.M. X

T2

mo
Figura 3.4: Posicién de ambas estrellas con respecto al centro de masa

Debido a la no existencia de dipolos gravitacionales, la expresiéon de la tasa de pérdida de
energfa gravitacional por unidad de tiempo esta dada en términos de la tercera derivada del

momento cuadrupolar del sistema con respecto al tiempo.

El momento cuadrupolar esta definido como

Q! = / (3x'kx'l — (r’)Q(SM) pmd> T (3.47)
donde z’* es la coordenada k-ésima, ' es la distancia al centro de masa, p,, es la densidad de

masa y 6 es la delta de kronecker.

Para un sistema discreto de dos masas como el que estamos analizando, la expresiéon anterior

se reduce a

2
QM = Z Me {33:;5;172 - (r;>2 5“] (3.48)
a=1

donde los indices k, [ van de 1 a 3, mqyes la masa de la particula «, x;f es la coordenada k de

’ . .
la masa « y 7, es la distancia de la masa a al centro de masa.

Si desarrollamos la expresion anterior obtenemos:
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/ ! / ! / !
QM =my [3361 xf — 7“125]“} + mao [3x2kx2l - 7“22(5’“}

por consiguiente,
QY =my [Bx/llxlll - 7“/12} + ma [3ml21x/21 — 7”122}
Q%2 =m [31:’12;512 — rﬂ + meo [39:/2 3:/22 — r,ﬂ
Q=" =m; [31‘/111,‘/12} + ma {Sx;:z:;]
y finalmente

I li
Q33 = —m1r12 — m2r22

Parametrizando las coordenadas de las masas con respecto a sus distancias al centro de masa

/ ’ . . .
Ty Y 7o, v €l dngulo 6 entre el eje x y la recta r que une las masas encontramos las siguientes
relaciones

! !
z =r|cosf
’ o
r =r sinf
’ ’ !/
x5 = 1yc08(0 + ) = —1ycosd

’ ro. ro.
T =rosin(f + ) = —rysinf

Si se reemplaza estas relaciones para Q! obtenemos:

Q" = [ (1) ma (13)"] oot -1

y usando las ecuaciones (3.44) y (3.45)

2,2 2.2
Q' = [ml'u 7; —i—mQ—'u 7; ] (3cos®0 —1)
my my
QM = pr? (3 cos® ) — 1) (3.49)

de igual manera para Q*?
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Q¥ =m [3 (7“/1)2 sin® § — (7“/1>1 +ma [3 (7“/2)2 sin? 0 — (7"/2)2]
Q% = ur? (3 sin?  — 1) (3.50)
para Q12 o Q2!

Qm =m [3 (7‘1)2 cos 0 sin 0} + mo [3 (7“/2>2 cos 0 sin 9]

3
Q2 =0* = §Mr2 sin 26 (3.51)
y finalmente
2,2 2,2
r T mip+m
Q33——mlu ; m2ﬂ i 1 2 2,2
ml m2 mimse
Q¥ = —ur? (3.52)
de tal modo que el tensor momento quadrupolar para dos masas orbitando la una respecto a
la otra es:
pr? (3 cos? f — 1) %,urQ sin 26 0
QM = Spur?sin20  pr? (3sin?0-1) 0 (3.53)
0 0 —pr?

3.2.4. Luminosidad, la férmula del cuadrupolo

La luminosidad L o la energia gravitacional radiada por unidad de tiempo es:

dF G ekloekl
L:_E:@Q Q (3.54)
Esta ecuacién fue derivada por primera vez en 1917 por Einstein y representa la energia per-
dida del sistema cuyos efectos se puede observar en el decaimiento del periodo orbital, pérdida
de momento angular y decaimiento del semieje mayor. En contraste con el caso electrodindmico
en el cual el multipolo més bajo es el dipolo, la radiacién gravitacional en la TGR es predomi-

nantemente cuadrupolar.

En términos de los elementos del momento cuadrupolar (3.53), la pérdida de energia por

unidad de tiempo es

G foriqlosel] 599599 19519 ::33-::33
L= -1 (Q"G" + Q70" +2070" + 307 (3.55)
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Por lo tanto, para obtener la energia perdida por unidad de tiempo del sistema se tiene que

calcular la tercera derivada con respecto al tiempo de cada elemento del momento cuadrupolar.

3.2.5. Derivadas con respecto al tiempo del momento cuadrupolar

A continuacion se procederd a calcular las derivadas con respecto al tiempo de los elementos

del momento cuadrupolar (3.53). Comenzaremos con Q' = pr?(3cos? 0 — 1),

QM = 6prr cos? 0 — 2uri — 6pr? cos O sin 66

Introduciendo las relaciones (3.19) y (3.20) excepto para el término que no depende de 6 se

obtiene,

1/2 0 s
Gl S G oy ) (1 - ) o] - 2

Q" = 6uer cos® fsin [ 1—Ja

r

Para simplificar los calculos no se ha simplificado completamente r en el segundo término; de

hecho, utilizaremos la expresion para r (3.17).

G (m1 + mg)

N1 _ 29
Q" = 6uer cos Gsmﬁ[ T

1/2 1/2
} — 6ur cosfsin 6 [G(mw]

(1-€)a

G (m1 + mg) 1/2 .
(1—€?)a } - 2urt

simplificando y haciendo uso de la identidad trigonométrica sin 20 = 2sin 6§ cos 0

—6per cos? 0sin 0 {

. . G(mi+m 1/2 .
Q' = —3prsin 26 [((1_162)(12)} — 2urr (3.56)

derivando de nuevo

G (TI“L1 + mg)
(1-€)a

G (m1 + mz)

S o
Q" = 3ur51n29[ T

1/2 ' 1/2
] — 6ur cos 2600 { } — 2ur? — 2ur

y usando (3.19) y (3.20) nuevamente, obtenemos luego de simplificar

_pG (my 4+ mg)

oM = 1= [—6 cos 20 — 6e cos® 0] — 2ui? — 2ur
—€)a

Ahora se procederd a calcular los términos 2us2 + 2uri en funcion de § usando las relaciones
(3.19), (3.20) y (3.17).
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G G
2wﬂ+2w%:2u8$£0g?2¥39+2mw%9gﬁzgf)ﬂ+faﬁm
simplificando:
%M2+2uﬁ%:uiYi2;ZQ)Pg—k%cwﬁ] (3.57)

De modo que, reemplazando la expresién de p, la segunda derivada de Q'! con respecto al

tiempo es:

Q' = (Tlm_ﬂ’z)Ga (=6 cos 26 — 6ecos® O — 2e cos  — 2¢7) (3.58)

A partir de (3.58) es muy facil encontrar o

aQ .
QH = % (12sin26 + 18¢ sin @ cos® § + 2esin 0) 0 (3.59)
—€

Realizando el mismo procedimiento para Q2 = pr? (3 sin? @ — 1)

Q% = 2urr (3 sin? 6 — 1) + 6% sin 0 cos 60

Simplificando y haciendo uso de las relaciones (3.19) y (3.20)

1/2 :
Gl ma)] 7 SUrn 00D (6 oy ) (1 - ) o]V - 2pri

422 .3
Q™" = 6uersin 9[ 1-a

r

Usando (3.17) y usando la identidad trigonométrica sin? 6 + cos? @ = 1 obtenemos

. 1/2
Q% = [W} r(3sin 26 + 6esinf) — 2urr (3.60)

Derivando de nuevo y usando (3.17), (3.19) y (3.20) tenemos

G (m1 =+ mg)

—_— (6 cos 26 + 6¢ cos® 0 + 6e cos O + 662) — 2ur? — 2ur
(1-€>)a

Q% = p
Los dos ultimos términos ya fueron calculados anteriormente en (3.57) y pueden ser reem-

plazados junto con p para obtener

mimoG

A—a (6 cos 20 + 6€ cos® O + 4e cos O + 4€?) (3.61)

O —
Derivando (3.61) una vez més con respecto al tiempo se obtiene

Qz? N (TI—WZ)GCL (_12 sin 20 — 18esin 0 cos? f — 4esin 9) 0 (3.62)
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Ahora para Q2 = %MT‘2 sin 260, la primera derivada es

Q2 = 3ur sin 207 + 3ur? cos 2600

Utilizando las ecuaciones (3.19) y (3.20) junto con (3.17) y la identidad cos 20 = 1 — 2sin? 6

resulta que

. 1/2
Q2% = [W] (6,ue7‘ sin? 0 cos @ + 3ur cos 20 + 3puer cos § — 6uer sin? 0 cos 9)
—€

Simplificando

' 1/2
Q2 = [W] pr (3 cos 26 + 3ecos §) (3.63)
—€

Derivando nuevamente y reemplazando las ecuaciones (3.19) y (3.20) obtenemos

mimeoG

Q7= 0 3a (—6sin260 — 12€sin 6 + 6esin® §) (3.64)
Derivando (3.64) se obtiene
0" = M (—12cos 20 + 18€sin? f cos f — 12¢ cos §) 0 (3.65)
Finalmente se calculara las derivadas para @33 = —ur?. La primera derivada es
Q33 = —2urr

y la segunda derivada es

Q33 = —2,u7"2 — 2ury
que ya se calculo anteriormente (3.57), entonces si se sustituye p

mimeoG

O3 = “T-a)a [2€% + 2€cos 4] (3.66)
—€e)a
Derivando una ultima vez se halla
33 2emimoG .-
Q = m Sin 99 (367)

Los resultados anteriores los podemos resumir en
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—6cos 260 — 6e cos® O — 2e cos § — 2¢2 —6sin 20 — 12€sin 6 + Gesin® 6 0
le =A —6sin 20 — 12esin § + Gesin® 6 6 cos 20 + 6e cos® O + 4e cos 0 + 4e? 0
0 0 —2¢%2 — 2ecos b
(3.68)
y
12sin 20 + 18¢sin 6 cos? 6 + 2esin § —12cos 26 + 18esin? 6 cos  — 12¢ cos 6 0
le =A0| —12cos20 + 18esinZfcosf — 12¢cosf® —12sin260 — 18esin O cos? O — 4esin O 0
0 0 2esin 0
(3.69)

. _ mimaG
siendo A = ==

3.2.6. Tasa de Pérdida de Energia

Una vez calculados los le (3.69) podemos reemplazar los términos correspondientes en la

ecuacion (3.55) para hallar la tasa de pérdida de energia.

G
45¢d

Insertando los siguientes términos:

I — (Q’ll'@'ll I -Q-22-Q~22 I 2@12@-12 i -Q33Q~33>

ce1e0011 (mlmZG)2 0’2 ‘ ' ) ‘ )
Q Q = —(1 2)2 5 (12 sin 20 + 18esin 0 cos 9+26s1n9)
—€e?)a
Q)2 92
Q22Q22 = W (—12 sin 20 — 18esin @ cos® A — 4e sin@)2
—€e2)a
2 42
i
Q7Q" = % (—12cos 20 + 18esin® f cos § — 12¢ cos 0)2
—€?)a
2337133 (m1m2G)2 62 12 i
Q Q - m( € Sin )
reemplazando (3.55) tenemos

_de‘ . G3 (m1m2)292
dt  45¢5 (1 — €2)%a?

(288 + 576¢ cos O + 288¢2 cos® § + 24€? sin? 9)

que se puede escribir
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B @ _ 8G3 (m1m2)2 92
dt 155 (1 — €2)%a?

[12 (14 ecosf)? + e2sin? 0 (3.70)

Ahora si se reemplaza 6 dado por la ecuacion 3.19 y 3.17 para dejar la expresiéon anterior en

términos solo de 6 se considera que

6% = W (1+ecosh)? (3.71)

Sustituyendo (3.71) en (3.70) se obtiene

_ de’ . 8 (m1m2)2 (m1 + 7TL2) G4
dt 15¢5 (1 — €2)° a®

12(1 + ecos0)° + €2sin? 0 (1 4 ecos (9)4] (3.72)

Esta es una funcién que oscila con respecto al tiempo, por tal motivo es necesario promediarla
para conocer la pérdida de energia en cada periodo. Para ello utilizaremos la ecuacion (3.70). El

promedio de la tasa de pérdida de energia esta expresado por la siguiente relacion:

(&)1 )

donde 7 es el periodo orbital cuyo valor esta dado por la ecuacion (3.38)

27

/ do 2ma’/?
T = —_ =

0

0 [G(my +m2)]?

teniendo en cuenta que

Entonces

2

dE\ _ [G(my +mg)]"” 8G3 (myms)? Y a0
dat /) - 12 (1 av
< dt > 2rad/? / 1565 (1— )2 a2 { (1+ ecos)” + e’ sin 9] 0 ;

Con ayuda de las ecuaciones (3.19) y (3.20)
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21

=) == /|:12(1+€COSQ)4+€QSin29(1+€COSQ)2:| do

<dE> 8(m1m2)2 (m1 +m2) G*
15 - 27 (1 — €2)7/2 45

Integrando y simplificando,

)= (3.74)

dE\ _ 32 (mims)® (ma +mo) G [L+ e + §1¢’]
5 adc® (1-— 62)7/2

FEsta es la energia promedio que el sistema pierde en cada periodo orbital.

Si la orbita de las estrellas fuera circular, es decir, si € = 0 entonces (3.74) se reduce a

<dE> 32 (mamy)® (my + mg) G*

da /5 adcd (3.75)

En este caso a es la distancia de separacién entre las estrellas que permanece constante debido

a la 6rbita circular.

Si las masas de las estrellas son iguales, es decir, m; = mg = m entonces la expresién anterior

se reduce una vez mas a

dE 64m>G*
<dt> = _7501565 (376)

3.2.7. Decaimiento del Periodo Orbital

Para hallar la tasa de decaimiento del periodo orbital, es necesario comparar la tasa de pérdida

de energia con la energia total del sistema.

Como se dedujo anteriormente la energia total del sistema es (3.15):

Gm1m2
2a

A partir de la tercera ley de kepler (3.38) podemos despejar el semieje mayor en funcion del

E=-—

periodo orbital

‘= [W] T (3.77)
E introduciendo la relacién para el semieje mayor en la energia se obtiene
_ Gmimy 472 1/3 —2/3
E= 5 [G (1 + mg)} T (3.78)

Si se calcula la diferencial de la energia
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A2 1/3 _—2/3
dE _ gGmlmg T T dT
3 2 G (m1 + mg) T
Simplificando
2 _dr
dE = —-F— .
5B~ (3.79)

Reordenando y dividiendo ambos lados para dt es posible encontrar el decaimiento del periodo

orbital en funcién de la pérdida de energia del sistema

ldr 31dE

ci T 2B d@ (3:80)
Introduciendo (3.15) y (3.72) se obtiene despues de simplificar
ldr 8m1m2 (m1 + mz) C:3 6 2 .. 92 4
— = 55 (1 Poal [12(1+ec039) + €“sin“ 0 (1 + e cos h) (3.81)

que tiene la misma dependecia angular que la tasa de pérdida de energia. Como en el caso
anterior, es necesario promediar esta expresién para conocer efectivamente cuanto decae la érbita

del sistema.

A partir de (3.80)

() 2

El promedio de % ya fue calculado anteriormente en (3.74) por lo que Gnicamente resta

introducirlo junto con (3.15). El resultado es:

1 /dr 96myma (my + ma) G3 [1 + %62 + %64]
(=)= (3.83)
T\ dt 5cPat (1- E2)7/2
Nuevamente, si la érbita es circular, es decir, € = 0, entonces (3.83) se reduce a
1 dl _ _ 96mamg (m1 +mg) G3 (3.54)
T\ dt 5coat
Si mq1 = mo = m entonces se reduce a
1/d 192m3G3
S(ATN e (3.85)
T\ dt 5coat

3.2.8. Decrecimiento del semieje mayor

Si despejamos el semieje mayor a partir de la ecuacion (3.15) se tiene que el semieje mayor

€S
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Gmlmg

e (3.86)

derivando con respecto al tiempo
da  Gmima -2 dFE
a2 dt

y reemplazando la expresion de la energia (3.15), se obtiene el decrecimiento del semieje mayor

en funcién de la tasa de pérdida de energia

da 202 dFE

— = — 3.87
dt Gmlmg dt ( )
Intruduciendo (3.72) se obtiene, después de simplificar
da 16m1m2(m1 + mz)GS 6 2 . 9 4
— =— 12(1 4+ €ecosf)” + €“sin”“ 0 (1 + ecos ] 3.88
dt 15¢5 (1 — 62)5 a3 ( ) ( ) ( )

La ecuacion (3.88) posee la misma dependencia angular que la tasa de pérdida de energia y
también se la debe promediar para conocer el decrecimiento efectivo del semieje mayor por cada

orbita. Para ello partiremos de (3.87) para promediar

da 2a2 dE
<dt> N Gm1m2 <dt> (389)

Introduciendo el promedio de la tasa de pérdida de energia dada por la ecuacion (3.74) se

obtiene

da\ _ 64mymy (mi +ms) G7 [1+ F€ + Ge'] (3.90)
dt 5a3cd (1- 62)7/2 )
Realizando la aproximacién para 6rbitas circulares
@ o _64m1m2 (m1 +m2> G3 (3 91)
at | 5a3cd ’
ysimy =me=m
da 128m3G3
i S .92
< dt > 5a3cd (3.92)

3.2.9. Decrecimiento de la distancia entre ambas estrellas ()

Si recordamos la expresion para la distancia radial para el caso de orbitas elipticas (3.17)

a(l —62)

"= (14 €ecosh)
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v la derivamos con respecto al tiempo considerando que el semieje mayor a también depende

del tiempo

dr 1—€2 da ae(l—eQ)sinﬁ.
dt 14 ecosf dt (1+ecos€)2

(3.93)

Reemplazando las expresiones para el decrecimiento del semieje mayor (3.88) y la derivada
del angulo (3.19)

dr 1— ¢ < 16mima(my + mo)G?

N 15¢5 (1 — €2)° a3

P [12(1+€COS€)6+€2Sin29(1+€COS€)4}>

ae (1 — €*)sinf [G(my + ma) (1 — €%) a]1/2
(14 ecos)? r?

considerando (3.17) y simplificando

@ o 16mimso (m1 + mg) G3
dt 1565 (1 — €2)* a3

G (m1 + mg) 1/2
(1-€)a ]
(3.94)

El primer término de (3.94) tiene la misma dependencia angular que la tasa de pérdida de

12 (1 4 ecos6)° + €2 sin? 0 (1 + e cos 9)3} +esinf [

energfa; sin embargo, la magnidud de los factores que lo acompanan es muy pequefia comparada
con el factor del segundo término que también es oscilatorio. De nuevo, es necesario promediar
esta funcién para hallar la tasa efectiva a la que decrece la distancia radial r. Para ello partiremos
de (3.93) considerando (3.87) y la expresion para la tasa de pérdida de energia que depende de 6
(3.70). Esto es

dr 16m1m2G2é2 , . '
T 12 (1
dt 15¢5 (1 — €2) (1 + ecos f) [ (1 +€cosh)” + € sin 9} + esind

G(m1 +m2):|1/2
(1—€?)a

Promediando

(8- ()

si se considera que dt = % , que el periodo orbital T estd dado por la ecuaciéon (3.38) y que

el valor promedio del segundo término es cero ya que (sin#) =0
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27
dr\  [G (my +my)]"? /  16mimaG?
dt | 2mad/? 15¢ (1 — €2)
0

simplificando y usando la expresion para 6 (3.19) junto con (3.17)

12 (1 4 ecos0)? + €2 sin? 0 0 df
(14 €ecosb) 0

27

dr 8m1m2 (m1 + mg) G3 / 3 2 .. 9
— V= _ 12 (1 1
< dt> 157cda3 (1-— 52)5/2 [ (14 €cos6)” + " sin” 0 (1 + €cos 9)] a6

Integrando y simplificando

<dr> _ Gdmymy (my +mp) G° [1+ 377 (3.96)

dt 5a3¢? (1—¢2)°/?
FEsta expresion es similar a la obtenida para el promedio de la tasa de decrecimiento del semieje
mayor. La diferencia se centra en el factor que depende de la excentricidad. Ambas expresiones

(3.96) y (3.90) deben ser iguales cuando nos aproximamos al caso de orbitas circulares. Si se hace

que € = ( se obtiene como se esperaba

dr da 64mymsa (my + ma) G3
<dt> B <dt> T 5a3cd (3.97)

Y lo mismo ocurre cuando mj = mg =m

dr da 128m3G*
<dt> - <dt> T (3.98)

3.2.10. Pérdida de momentum angular orbital a lo largo del eje z

Debido a que hay un decaimiento del periodo orbital es de esperarse que el momentum angular
orbital no se conserve. De hecho, existe una pérdida del momentum angular a lo largo del eje z
(el plano orbital yace sobre el plano zy) como resultado de la emision de radiacion gravitacional
del sistema binario de estrellas. Esta tasa de perdida de momentum angular también depende del
momento cuadrupolar del sistema, mas especificamente de sus derivadas con respecto al tiempo.

La tasa de pérdida del momentum angular en el eje i es [26]:

dJt  2G

LA 2G e
= QG (3.99)

donde £7* es el simbolo de Levi-Civita, J? es el momentum angular orbital a lo largo del eje
i,y Q]m y ka son las segundas y terceras derivadas del momento cuadrupolar con respecto al
tiempo respectivamente. Los indices ¢, j, k y m pueden tener los valores 1, 2 y 3. Entonces, para

el momentum angular a lo largo del eje z
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dJ®  dJ,
— = 3.100
dt dt ( )
Por lo tanto,
sz
- dt = 45¢ 563 ijQOk
sumando en j
ddJ,
- 45 —= (f31leQOk +¢% szQOk)
sumando en k
dJ,
e (2010 s + €7 Do)
sumando en m
ddJ,
At 45 (5312@11621 + 12012099 + €2 Q13Q3
+E Q01 Q1 + €21 Q22Qo1 + 5321Q23@31>
Si se tiene en cuenta que €312 =1, €321 = 1, Q13Q32 =0y que Q23Q31 = 0 entonces
dJ,  2G [« R T R
g 155 <Q11Q12 + Q12Q9 — Q21Q 1 — Q22Q21) (3.101)

A partir de (3.68) y (3.69) los términos que se necesita son

G
Qu = % (—6cos 26 — 6e cos® § — 2ecos ) — 262)
€
Gy = 28 G010 00820 + 18e sin? B cos § — 12¢ cos B
ng_@ (— cos 20 + 18esin” 6 cos 6 — 12¢ cos )
291 mlmgG . . 3
Q= W(—681n29—12esm9+66sm 0)
-2 a
. mlmgG ; . . 2 .
Q= m@ (12 sin 20 4 18e sin § cos” 0 + 26811(19)
—€
2 . m1m2G
Qa2 = G- (600529+6ecos 0 + 4ecos 0 + 4e )
—€
mlsz A . . 2 .
Qo9 = a 2 9(—1281n29—186s1n9cos 9—4651119)
—e2a
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Introduciéndolos en (3.101) y simplificando algebraicamente

sz o 8 (m1m2)2 G39
dt 5¢5 (1 — 62)2 a?

[3 (1+ ecosf)® + (1—€*) (1 +ecos 0)] (3.102)

Sustituyendo las expresiones para 6 (3.19) y para r (3.17) se obtiene después de realizar

simplificaciones

dJZ B 8 (mlmg) (m1 + m2)1/2 G7/2
dt 565 (1 — €2)7/2 q7/2

[3 (14 €cos0)’ + (1 — ) (1+ ecosh)® (3.103)

Como en los casos anteriores, debido a que esta funcién oscila, es necesario obtener el valor
promedio de la misma. Se lo hara a partir de la ecuacion (3.102). El valor promedio de la pérdida

de momentum angular a lo largo del eje z es
A\ 1 [ (dJ.
== dt 104
<dt> 7/<dt> 10
0

Si se recuerda que el periodo orbital esté representado por la ecuacion (3.38) y que dt = %

27

/ [3(1 + ecos ) + (1- 62) (1 —I—GCOSG)] Hd:

dJ;\ _ 8 (mim2)? G3 [G (my + ma)]?
dt | 56 (1-— 62)2 a? 2mas/?

integrando y simplificando finalmente se obtiene

dJ.\ _ 32 (mama)® (my + ma)' 2 G2 [1 + I€?] 3105
d /5 Satl? (1—e2)? (3.105)
En el caso de érbitas circulares, i.e. e =0
aJ,\ = 32 (m1m2)2 (mq + m2)1/2 G7/? 1
at /5 cSa®/? (3-106)
y si m1 = mo = m se obtiene
dl.\  32v2m%2G7/?
&)= sar (3.107)
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3.3. PSR1913416

Se obtuvo evidencia de la existencia de ondas gravitacionales por primera vez a través del
pulsar binario PSR1913+16. En la actualidad ya se ha confirmado la emisién de radiacion grav-
itacional mediante observacion de otros sistemas similares a PSR1913+16. Resulta que estos
sistemas relativistas se han convertido en un laboratorio en el que se pueden poner a prueba las

predicciones no sélo de la TGR, sino también de otras teorias alternativas de gravitacion.

El pulsar PSR1913+16, también conocido como el pulsar Hulse-Taylor, fue descubierto en
julio de 1974 por Joseph Taylor y Russel Hulse. Durante una busqueda sisteméatica de pulsares
llevada a cabo con el radio-telescopio de Arecibo en Puerto Rico Hulse y Taylor detectaron 50
pulsares de los cuales 40 no eran conocidos previamente. Dentro de este ltimo grupo, se destaco
el pulsar PSR1913+16 ubicado a 16300 afios luz (5 kpc) de la Tierra en la constelacion del Aguila.
Se detect6 que tenia un periodo de pulsacion de 59 milisegundos (P ~ 59ms), pero cuando se
traté de medir esté parametro con precisién se encontr6 que sufria de cambios aparentes de
hasta 80 microsegundos (~ 80 us) de un dia para otro. De hecho, se registraron cambios de 8
microsengundos en un lapso de 5 minutos. La conclusién a la que llegaron Hulse y Taylor fue
que estos cambios aparentes se debian a un efecto dopler como resultado de la presencia de una
estrella companera “invisible”, es decir, estas variaciones aparentes eran el resultado de que el
pulsar describiera una érbita eliptica alrededor de un centro de masa. Para septiembre de 1974,
se obtuvo una curva de velocidad precisa [25]. Russel Hulse y Joseph Taylor recibieron el premio
Nobel de Fisica en 1993 “por el descubrimiento de un nuevo pilsar, un descubrimiento que ha
abierto nuevas posibilidades para el estudio de la gravedad”, y por el anélisis del mismo que

incluye la demostracion de que efectivamente el pilsar estd emitiendo ondas gravitacionales.

El periodo orbital del sistema es de cerca de 7.75 horas (7 ~ 7,75 h) y de excentricidad 0.617
(e ~ 0,617). A partir del analisis detallado de los tiempos de llegada de los pulsos, se ha obtenido
los parametros fisicos y orbitales correspondientes como se detalla en el cuadro 2. Debido a la
cercania de la o6rbita, la ausencia de eclipsamiento en la sefial del pilsar o de algan proceso de
transferencia de masa, se ha llegado a la conclusién que el objeto companero del pulsar es una

estrella compacta y se ha sugerido que se trata de un pulsar muerto [4].
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Cuadro 2: Parametros del palsar binario PSR1913+-16. Datos tomados de [4, 27].
Parametro Simbolo (Unidades) ‘ Valor ‘
Pardmetros Fisicos
Ascension Vertical o' 19715™27.599928(9)
Declinacion 5 16°06’27.”3871(13)
Periodo del pulsar P, (ms) 59.0299983444181(5)
P, 8.62713(8)x 10718

Derivada del periodo
Pardmetros Keplerianos

Proyeccion del semieje mayor apsini (s) 2.341782(3)
Excentricidad € 0.6171334(5)
Perfodo orbital 7 (d) 0.322997448911(4)
Pardmetros Post-keplerianos
Tasa media del avance del perihelio (W) (eyr~1) 4.226598(5)
Corrimiento al rojo / retardo ~" (ms) 4.2992(8)
Derivada del periodo orbital 7 (10712) -2.423(1)

PSR1913+16 se ha convertido en un laboratorio para la gravitacion relativista debido a tres

razones:

= La velocidad orbital, del orden de v ~ 10~ 3¢, sugiere que se deben tener en cuenta efectos

relativistas.

» Un periodo orbital muy corto (7 ~ 7,75 h) que permite que efectos no newtonianos crezcan

o se acumulen més rapidamente.

= PSR1913+16 es un sistema “libre” o “limpio” de otros efectos que podrian perturbar la
toma de medidas de sus parametros, es decir, se trata de estrellas compactas con ausencia
de mecanismo de transferencia de masa, y la senal del pulsar no se ve opacada o eclipsada

pOr Su companera.
Los parametros de PSR1912+16 se han dividido en tres grupos como se muestra en el cuadro 2:

= Pardmetros fisicos o parametros no-orbitales.- como son el periodo del ptlsar o su tasa de

cambio y la posicién del pulsar en el cielo.

» Parametros Keplerianos.- son los mas apropiados cuando se trata de sistemas binarios clasi-
cos 0 newtonianos, como la excentricidad ¢, el perfodo orbital 7 o la proyecciéon del semieje

mayor.

= Parametros post-keplerianos.- los que estan fuera de las predicciones newtonianas y que son

caracteristicas de la naturaleza relativista del sistema.

Es importante notar un dato del cuadro 2. El avance del perihelio, (w), es mayor a 4°por afio. En

contraste, el avance del perihelio de Mercurio, que es una de las pruebas clasicas de la TGR, es
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de 43 segundos de arco por siglo. El avance del perihelio en PSR1913+16 no s6lo hace evidente
los efectos relativistas en este sistema, sino que, junto con el pardmetro de Einstein v se puede
obtener las masas del pilsar m; y de la estrella companera ms como lo realizaron por primera

vez Hulse y Taylor [28] y ultimamente Weisberg y Taylor [27]. El resultado es:

my = 1.4398 £ 0,0002 M mg = 1.3886 + 0,0002 M, (3.108)

Al semieje mayor se lo puede expresar mediante la tercera ley de kepler, es decir, en funcién
de periodo orbital (3.38)

l)z/ ’ (3.109)

a =[G (my +m2)]"/? (27T

3.3.1. Emisién de radiacién gravitacional

Una vez conocidos los pardmetros de PSR1913+16 presentados en el cuadro 2 y en la ecuacion
(3.108) podemos introducirlos en las ecuaciones derivadas en la seccion 3.2.
La tasa de pérdida de energia, introduciendo los parametros para PSR1913+16 en la ecuacion
(3.72), es
dE 23 6, 2.2 4
i —6.0008 x 10*° |12 (1 4+ €cos )’ + €“sin“ 0 (1 + ecos )" | [W] (3.110)
La grafica de la tasa de pérdida de energia debido a emisién de ondas gravitacionales se la

presenta en la figura 3.5.
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e dE/dt PSR1913 + 16

-8t , 4

dE/dt [W]
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Figura 3.5: Tasa de pérdida de Energia (dE/dt) para PSR1913+16

Como se mencioné anteriormente, para conocer efectivamente cuanta energia se pierde en cada
orbita fue necesario promediar (3.72) y el resultado fue la ecuacion (3.74). Para PSR1913+-16 la

tasa promedio de energia perdida es
dE
<dt> = —7.7683 x 10%* [W] (3.111)
El decrecimiento del semieje mayor dado por la ecuacion (3.88) para PSR1913-+16 es:

d
d—z = —8.6415 x 107? {12 (14 ecos0)® + e2sin? 0 (1 + € cos 9)4} [m/s] (3.112)

La grafica del decrecimiento del semieje mayor para PSR1913+16 se presenta en la figura 3.6
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Figura 3.6: Decrecimiento del semieje mayor (da/dt) para PSR1913-+16

El promedio de esta funcion, la ecuacion (3.90), para PSR1913+16 es

<le?> = —1.1187 x 107 [m/s]
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(3.113)

El decrecimiento de la distancia radial (1) entre ambas estrellas se representa en la ecuacion

(3.94) y para PSR1913+16 es:

% = —5.3504 x 1072 |12 (1 4 ecos 0)° + € sin? 0 (1 + € cos 9)4} [m/s]

4 3.4418 x 10°sin 6 [m /5]

(3.114)

FEn esta ocasién, a pesar de que la dependencia angular del primer término es la misma que en

la tasa de pérdida de energia y en el decrecimiento del semieje mayor, el segundo término domina

a la funcién como se puede observar en la figura 3.7.
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5 dr/dt PSR1913 + 16
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Figura 3.7: Decrecimiento de la distancia radial (r) entre las masas para PSR1913+16

Al promediar esta funciéon se obtiene la ecuacion (3.96) que para PSR1913+4-16 es:

<‘Z> = —4.9645 x 10™%[m /] (3.115)

La pérdida de momentum angular a lo largo del eje z, ecuacion (3.103), para PSR1913+16

thZ = —3.8954 x 10%7 {3 (14 ecos)’ + (1—¢€®) (1 +ecos 9)3} (kg - m?/s?] (3.116)

La grafica de esta funcién se presenta en la figura 3.8.



69
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Figura 3.8: Pérdida de momentum angular (%) a lo largo del eje z

El promedio de esta funcién, la ecuacion (3.105), para PSR1913+416 es:

<déz> = —1.0121 x 10% [kg - m*/s? (3.117)

3.3.2. Decaimiento del periodo orbital, observacién experimental

La ecuacién (3.81) describe la derivada del periodo orbital. Para PSR1913+16 esta funcion

€s:

1d
—d—; = —6.6503 x 10718 [12 (1+ ecosh)® + eZsin? 0 (1 + ecos h)* (3.118)
=
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1dr
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Figura 3.9: Derivada del periodo orbital (FE)

La grafica de esta funcion se presenta en la figura 3.9. El promedio de 7, la ecuaciéon (3.83),

€S

T

1 /dr\  96mymg (my +ma) G® [1+ e + 5ge’]
dt /| 5ca4 (1- 62)7/2

Sin embargo, el semieje mayor a también es funcién del periodo orbital tal como se muestra

en la ecuacion (3.109). Por lo tanto, una forma conveniente de la ecuaciéon (3.83) es:

d 192 G5/3 53 [1 4 13¢2 4 374
%GR:< T> e (50 L+ € & o] (3.119)

dt 55 (my + ma) /3 \2m (1— )72

Por lo tanto, con los datos del cuadro 2 y las masas (3.108), el valor predicho por la TGR es:

far = —2.402542 x 10712 (3.120)

La ecuacién anterior aplica cuando el marco de referencia del sistema no se encuentra aceleran-
do con respecto al sistema solar. Para comparar el valor predicho por la teoria, 7ar, con el valor
medido experimentalmente, 7 = —2.423(1) x 107'2, es necesario realizar una pequefia correccion,
AT, debido a la aceleracion relativa entre el sistema solar y el sistema binario [29]. Progresos re-
cientes en la determinacion de los parametros galacticos, como la distancia al centro galéctico y la

distancia aproximada al pulsar, han dado como resultado una actualizacién en esta contribuciéon
AT que es [27]:
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AT = —0.027(2) x 10712 (3.121)

De tal forma que el valor experimental corregido Teorregido = 7 — AT es:

7'—corregido = _2395(9) X 10_12 (3122)

Entonces el cuociente entre el valor medido experimentalmente y el valor predicho por la

teoria es:

Teorregido _ ) 997 (3.123)
TGR

Ambos valores concuerdan extraordinariamente. Una de las formas de comprobar esta concor-
dancia es precisamente medir el periodo orbital a partir de un tiempo ¢y y observar algtin cambio,
en este caso una disminucién, comparado con un perfodo orbital inicial 79 medido en ty5. En par-
ticular, Hulse, Taylor y sus colegas han registrado a los largo de més de 30 afios el cambio de
fase acumulada que ha sufrido PSR1913+4-16 ya que debido al decaimiento del periodo orbital, el
sistema llega antes al paso del periastro (punto en una érbita eliptica en el cual la distancia entre
los dos cuerpos es minima) comparado con un sistema en el que no existe variacion del periodo
orbital, es decir, un sistema en el que el tiempo entre un periastro y el siguiente es siempre un

periodo orbital.

Si se modela la evolucién del periodo orbital del piilsar mediante expansién de Taylor alrededor
del tiempo de referencia to = 0, sea v(t) la frecuencia orbital 7—!. Expresando v(t) en serie de

Taylor

I;
v(t) = vy + ot + 2—?t2 T (3.124)

donde vy = v(tp = 0). La fase orbital acumulada esta dada por

Th
%(I)(T) - / V(t)dt (3.125)
0

donde T;, es el tiempo de paso del n—ésimo peridstro. Introduciendo la expresion de la fre-

cuencia orbital en serie de Taylor e integrando se obtiene

—(T,) =volp + =1, + ——=T, + ...
o ( n) voln + B n+32' nt

Para PSR1913+16 y otros sistemas binarios, los términos Iy y derivadas superiores son des-

preciables (i ~ 0), por lo tanto,

X .
~O(Ty) = T, + %

T2 12
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y va que el tiempo de paso del n—ésimo periastro, T,,, toma lugar cuando ®(7),) = 27n la

expresion anterior es

R, %Tg (3.127)
w Ty —n = —%Tg (3.128)

Considerando que vy = 7 ! se obtiene

T, — nro = QLTOT,% (3.129)

FEsta es una ecuaciéon parabélica. Los términos de la izquierda simplemente representan el
cambio del tiempo de paso del periastro acumulado. Si no hubiera un decaimiento del periodo
orbital, T,, = nry. El término de la derecha es una pardbola con curvatura negativa, % < 0. Se
puede comparar los datos experimentales del cambio acumulativo del tiempo de paso del periastro

con la teorfa en la figura 3.10.

Decatmiento acumulativo del periodo orbital
0 :

-35 I I I I I I I I
0

tiempo [s] x 10

Figura 3.10: Decaimiento orbital de PSR1913+16. Grafica del decaimiento acumulado del periodo
orbital desde 1975 hasta el 2005. La curva es la prediccion tedrica de la TGR y las cruces (+)
son los datos experimentales. [29].
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3.3.3. Comentarios adicionales acerca del pulsar binario y otras teorias de grav-

itacion

Como se comenté anteriormente, la TGR predice que el multipolo méas bajo causante de
radiacién gravitacional es el cuadrupolo. La TGR predice que no existe radiacién gravitacional
de caracte dipolar. De hecho, para sistemas de bajas velocidades (comparadas con la velocidad
de la luz ¢) o en campos gravitatorios débiles o no muy fuertes como es el caso de sistemas
binarios, la radiacién proveniente del cuadrupolo es dominante en comparacién con los otros
multipolos de orden superior. La evidencia experimental aportada por PSR1913+16 concuerda
extraordinariamente con la férmula del cuadrupolo derivada a partir de la teoria Einsteiniana de
la gravedad, la TGR.

A diferencia de la TGR, la mayoria de teorfas alternativas de gravitacion predicen la existencia
de radiacién gravitacionales de todos los multipolos, es decir, monopolos, dipolos, cuadrupolos
y los demdas multipolos de orden superior. Muchas de estas teorias contienen factores ad-hoc
correspondientes a la contribucién de dipolos o a la “energia de enlace auto-gravitacional entre
las estrellas”. Si estas teorias fueran ciertas, el decaimiento orbital de PSR1913+16 seria mayor

debido a las contribuciones de radiacién provenientes de dipolos y otros multipolos.

En su publicacion de 1982, Weisberg y Taylor [30], consideraron las predicciones de algunas
de las teorfas alternativas de gravedad mds importantes, como la de Brans-Dicke, Rosen, Ni, y
la de Lightman-Lee. Las predicciones de cada teoria acerca del decaimiento orbital del pilsar
binario fueron resumidas en la tabla 5 de dicho articulo. Weisberg y Taylor llegaron a la siguiente
conclusion: “Con la excepcion de la Teoria General de la Relatividad y la teoria de Brans-Dicke,
ninguna de las teorias predice siquiera el signo correcto del cambio en el periodo orbital debido a
la emisidn de radiacion gravitacional, por no mencionar la magnitud correcta”. Ademds, incluso
la teorfa de Brans-Dicke predice una magnitus mucho mayor que la observada en el pilsar binario
a menos que una de sus constantes, la constante de acoplamiento de Brans-Dicke w, se aproxime

al infinito, en cuyo caso esta teoria se reduce a la TGR.

A pesar de que ya antes se habia sometido a la TGR a las pruebas més rigurosas dentro
del sistema solar con éxito, d4un no se podia descartar por completo las teorias alternativas de
gravitacion. Estas teorias contienen parametros y constantes ad-hoc que pueden ser modificadas
para calzar con los resultados como fue es el caso de la constantante de acoplamiento de Brans-
Dicke [4, 13]. No obstante, los datos obtenidos mediante la observacion del pulsar binario y su
decaimiento orbital parecen descartar varias teorias de gravitaciéon que una vez fueron consid-
eradas viables. De nuevo, la Teoria General de la Relatividad ha pasado otra prueba. Ademas,
la pequena incertidumbre que atin poseen los datos experimentales se deben al desconocimiento
exacto de los parametros galdcticos y otros factores, y no a las medidas tomadas y su respectivo
andlisis. En la siguiente seccidn, se analizard brevemente otros sistemas binarios para constrastar

las observaciones con la prediccion de la TGR.
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3.4. Otros Sistemas Binarios y la TGR

De acuerdo con Will [4], se conocen nueve sistemas binarios de estrellas de neutrones rela-
tivistas cuyos periodos orbitales son menores que un dia. Uno de los casos mas atractivos es el
descubierto pulsar doble que ha generado resultados iguales o superiores a la hora de poner a

prueba la TGR. En el presente trabajo se presenta brevemente algunos de estos sistemas.

3.4.1. PSR J0737-3039A/B

Este es un sistema binario en el cual ambas estrellas de neutrones fueron detectadas como
pulsares. PSR J0737-3039A /B tiene una velocidad orbital media mayor a la de PSR1913+16.
Poco después del descubrimiento de A [31], con periodo de pulso de 22 ms, se observo que el
perihelio de la 6rbita avanzaba a una razoén de 17° (w & 17°) por afo, casi cuatro veces el avance
del perihelio de PSR1913+16. El segundo pulsar, B, tiene un periodo de pulsaciéon de 2.7 s. El
sistema tiene un periodo orbital, 7, de 2.4 horas y ha confirmado de nuevo las predicciones de la

TGR. En el cuadro 3 se encuentran los parametros de este sistema.

Cuadro 3: Parametros de PSR J0737-3039 A/B. Datos tomados de [32]

‘ Parametro ‘ Valor ‘
Ascencion Vertical o 07"37m51°.24927(3)
Declinacion 0 230°39°40”.7195(5)
Excentricidad e 0.0877775(9)
Proyeccion del semieje mayor (a/c)sini (s) 1.415032(1)
Avance del Perihelio w (deg/yr) 16.89947(68)
Corrimiento al rojo Gravitacional v (ms) 0.3856(26)
Periodo Orbital = (d) 0.10225156248(5)
Derivada del periodo orbital -1.252(17) x 10712
masa de A my (Mg) 1.3381(7)
masa de B my, (M) 1.2489(7)

Como se puede apreciar en el cuadro 3, la derivada del periodo orbital observada es

Tew = 1.252 x 10712 (3.130)

Mientras tanto, la prediccion teorica de la TGR dada por la ecuacion (3.83) es:

tar = 1.24787 x 10712 (3.131)

Fl cuociente entre el valor experimental y el esperado por la teoria es:

ez 1.003 (3.132)
TGR
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y se evidencia de nuevo la sorprendente concordancia entre los valores medidos experimen-
talmente y la TGR. El pulsar doble PSR J0737-3039, se ha convertido, junto con PSR 1913416
en uno de los mejores laboratorios para la gravedad relativista. Al igual que lo ocurrido con
PSR19134-16, la TGR predice asombrosamente el valor para el decaimiento orbital del sistema,

cosa que no ocurre con las demds teorfas alternativas de gravitacion.

3.4.2. PSR B1534+12

Después de PSR19134-16, el descubrimiento de PSR B1534+12 en 1991 represent6 la oportu-
nidad perfecta para confirmar las observaciones, las pruebas y las técnicas utilizadas en el pulsar
Hulse-Taylor. El sistema consta de dos estrellas de neutrones, una de las cuales es un pulsar. Se
ha demostrado de igual manera que su periodo orbital est4d decayendo debido a la emisién de
radiacién gravitacional como se esperaba. Las observaciones de PSR B1534+-12 fueron realizadas
con el radio-telescopio de Arecibo en Puerto Rico [33]|. Los pardmetros de PSR B1534+12 se

muestran en el cuadro 4

Cuadro 4: Parametros de PSR B1534+12. Datos tomados de [33]

] Parametro Valor ‘
Ascencion Vertical « 15737™09°.960312(10)
Declinacion § 11°55’557.5543(2)
Excentricidad e 0.27367740(14)
Proyeccion del semieje mayor (a/c)sini (s) 3.7294641(4)
Avance del Perihelio w (deg/yr) 1.755789(9)
Corrimiento al rojo Gravitacional v (ms) 2.070(2)
Periodo Orbital 7 (d) 0.420737299123(10)
Derivada del periodo orbital -0.137(3)x 1012
masa del pulsar m, (Mg) 1.3332£0.0010
masa de la estrella companera m. (M) 1.3452+0.0010

La precisién con la que se ha medido el decaimiento orbital de este sistema estd muy limi-
tada por desconocimiento de la distancia al pulsar que introduce una incertidumbre significante
al realizar la sustraccion de la aceleracion galdctica. Sin embargo, los demés pardmetros post-
keplerianos calzan muy bien con la prediccién de la TGR. Después de realizar la correcciones
necesarias, correcciones similares a las efectuadas a 7 en el caso de PSR19134-16, Stairs y sus

colegas encontraron que la tasa de decaimiento orbital intrinseca es [33]:

7Lcor'7'egida =-0.174 x 10712 (3133)

mientras que la tasa de decaimiento orbital predicha por la TGR dada por la ecuacion (3.83)

€8s

far = —0.1924 x 10~ (3.134)
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El cociente entre el valor experimental y el valor tedrico es:

Teorregido _ ),904 (3.135)
TGR

De nuevo, es necesario enfatizar que la aparente discrepancia no se debe a las observaciones
realizadas a PSR B1534+412, sino al desconocimiento de los parametros galacticos, entre los que

se cuenta la distancia al pulsar.

3.4.3. PSR B2127+411C

PSR B2127+411C es uno de los ocho pulsares del ctunulo globular M15 (NGC 7078) con periodo
de pulsacién de 30.5 ms y que forma parte de un sistema binario cuyo periodo orbital es de 8
horas. Este es otro de los sistemas cuyas observaciones se llevarona cabo con el radio-telescopio
de Arecibo [34]. Los parametros de PSR B2127+411C se muestran en el cuadro 5.

Cuadro 5: Parametros de PSR B2127+11C. Datos tomados de [34]

‘ Parametro ‘ Valor ‘
Ascencién Vertical o 21"30m01°.2042(1)
Declinacion 0 T12°10°387.209(4)
Excentricidad e 0.681395(2)
Proyeccion del semieje mayor (a/c)sini (s) 2.51845(6)
Avance del Perihelio w (deg/yr) 4.4644(1)
Corrimiento al rojo Gravitacional 7 (s) 0.00478(4)
Periodo Orbital 7 (d) 0.33528204828(5)
Derivada del periodo orbital -3.96(5)x 1012
masa del pulsar m, (Mp) 1.358(10)
masa de la estrella companera m. (Mg) 1.354(10)

El valor para el decaimiento orbital, 7, presentado en el cuadro 5 debe ser corregido como en los
casos anteriores. Una vez realizada dicha correcién, la derivada del periodo orbital experimental

€8s

7'—cor‘regido = —3.95 X 10_12 (3136)

Mientras que el valor predicho por la TGR es:

Tar = —3.938 x 10712 (3.137)

La relacion entre el valor experimental y el teérico es:

Teorregido _ 1 )03 (3.138)
TGR
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3.4.4. PSR J1756-2251

PSR J1756-2251 fue descubierto en el 2004 por Faulkner y sus colegas. Este pulsar se encuentra
en un sistema binario cuya posible companera es una estrella de neutrones. El periodo orbital
del sistema es de 7.67 horas con una excentricidad de 0.18 y sus perihelio avanza a una razén de
2.585 grados por afio [35].

Cuadro 6: Parametros de PSR J1756-2251. Datos tomados de [35]

] Parametro Valor ‘
Ascencion Vertical « 17"56™46°.6332(2)
Declinacion o +22°51°597.4(2)
Excentricidad e 0.180567(2)
Proyeccion del semieje mayor (a/c)sini (s) 2.7564(2)
Avance del Perihelio w (deg/yr) 2.585(2)
Corrimiento al rojo Gravitacional ~ (s) 1.3(3)
Periodo Orbital 7 (d) 0.319633898(2)
Derivada del periodo orbital _
masa del palsar m,, (M) 1.40
masa de la estrella companera m. (Mg) 1.18

Para la publicacion de [35], el valor esperado para el decaimiento orbital estaba por debajo

del limite de deteccion. Sin embargo, la TGR precide que el decaimiento orbital es:
far = —2.1694 x 107" (3.139)

3.4.5. PSR J1906+0746

Descubierto en el 2005, PSR J1906+0746 es un pulsar joven de 144 ms. Junto con su com-
panera, una posible estrella de neutrones o una enana blanca, el sistema tiene un periodo orbital
de tan s6lo 3.98 horas con una excentricidad de 0.085 y su perihelio avanza a una razén de 7.57

grados por ano [36].

Cuadro 7: Parametros de PSR J1906-+0746. Datos tomados de [36]

] Parametro Valor ‘
Ascencion Vertical « 19706™48°.673(6)
Declinacion § +07°46'28”.6(3)
Excentricidad e 0.085303(2)
Proyeccion del semieje mayor (a/c)sini (s) 1.420198(2)
Avance del Perihelio w (deg/yr) 7.57(3)
Corrimiento al rojo Gravitacional v (s) _ -
Periodo Orbital 7 (d) 0.165993045(8)
Derivada del periodo orbital 7 —_—
masa total del sistema M (Mg) 1.18
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Al tiempo de la publicacion de Lorimer y su grupo de investigacion [36], ain no era posible

medir el decaimiento orbital del sistema.

3.4.6. PSR J1141-6545

Este sistema en particular representa una gran oportunidad para poner a prueba no sélo la
TGR sino también otras teorias alternativas de gravitacion debido a la asimetria en las masas del
sistema. Los sistemas anteriores poseen masas muy similares y estan conformados por estrellas de
neutrones. La estrella companera de PSR J1141-6545 probablemente sea una enana blanca. Las
masas del sistema son m,, = 1.27 +0.01 M, para el pulsar y m, = 1.02 £ 0.01M, para la estrella
compaiiera. Cuando las masas de las estrellas son diferentes, ciertas teorias, como la de Jordan-
Brans-Dicke, apelan a un acoplamiento entre la masa del sistema y un campo escalar subyacente.
PSR J1141-6545 ha impuesto un limite para las constantes de acoplamiento si la mencionada

teoria fuera cierta [37]. Los parametros de PSR J1141-6545 se encuentran en el cuadro 8.

Cuadro 8: Parametros de PSR J1141-6545. Datos tomados de [37]

] Parametro Valor ‘
Ascencion Vertical o 11741™07°.0140(2)
Declinacion ¢ -65°45'197.1131(15)
Excentricidad e 0.171884(2)
Proyeccion del semieje mayor (a/c)sini (s) 1.858922(6)
Avance del Perihelio w (deg/yr) 5.3096(4)
Corrimiento al rojo Gravitacional ~y (s) 0.000773(11)
Periodo Orbital 7 (d) 0.1976509593(1)
Derivada del periodo orbital 7 —0.403(25) x 10~12
masa del pulsar m,, (M) 1.02+0.01Mg
masa de la estrella companera m. (Mg) 1.27+0.01Mg

Después de realizar las correciones necesarias, la derivada del periodo orbital experimental es:

7'-corregida = —4.01 x 10_13 (3140)

La TGR predice un valor de :

faer = —3.867 x 10713 (3.141)

La razoén entre el valor experimental y el teérico es:

Teorregido _ 1 037 (3.142)
TGR
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A continuacion se presenta un resimen de los sistemas binarios presentados anteriormente

con sus respectivos decaimientos orbitales ya corregidos y la prediccién tedrica con el respectivo

cociente entre ambas en el cuadro 9.

Cuadro 9: Decaimiento orbital de otros pulsares binarios, contraste entre valores experimentales,

Teq CON las correcciones pertinentes ya incluidas, y teéricos, 7gRr.

Pulsar ‘ Tex TGR cociente
JO737-3039A B | —1.252 x 10712 | —1.2478 x 10~ | 1.003
B1534+12 —0.174 x 10712 [ —0.1924 x 102 | 0.904
B2127+11C —3.95x 1072 | —3.938 x 102 1.003
J1756-2251 | ——— - | 21694 x 10713 | ———
J1141-6545 —4.01 x 1072 | —3.867 x 10713 1.037

Otros parametros calculados en el presente trabajo, como la pérdida de energia, decrecimiento

del semieje mayor y distancia radial, son presentados también en el cuadro 10.

Cuadro 10: Otros j

parametros calculados para otros pulsares.

pulsar | (dE/dt) [W] (da/dt) [m/s| | (dr/dt) [m/s] | (dJ./dt) [Kgm?/s?] |
J0737-3039A,B | —2.3626 x 10%° | —8.2749 x 107% | —8.1182 x 10~® —3.230 x 10
B1534+12 —3.6582 x 103 | —8.0567 x 10~? | —6.7593 x 109 —1.6314 x 1027
B2127+11C | —1.1160 x 10%° | —1.7859 x 107 | —6.5783 x 10~% —1.1369 x 10%®
J1756-2251 —6.0814 x 10?3 | —9.8305 x 1077 | —9.0835 x 10~ —2.3789 x 1027
J1141-6545 | —1.9708 x 10%* | —1.9768 x 10~8 | —1.8398 x 1078 —4.8185 x 1027
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3.5. Conclusiones

La teorfa electromagnética predice la existencia de ondas electromagnéticas cuando cargas
eléctricas se aceleran. De forma analoga, la TGR también predice la emision de ondas grav-
itacionales proveniente de masas en aceleraciéon. Sin embargo, a diferencia de la teoria electro-
magnética, la TGR predice radiacién gravitacional nula proveniente de dipolos. La contribucién
dominante a la pérdida de energfa en un sistema de masas en aceleracién por emisiéon de ondas
gravitacionales depende del cuadrupolo, siendo mas especificos, de la tercera derivada del mo-
mento cuadrupolar como se muestra en la formula de cuadrupolo (3.54) que se obtiene a partir

de la TGR, la teoria de gravitacién de Einstein.

La pérdida de energia en forma de radiaciéon gravitacional en un sistema binario de estrellas
se traduce en un decaimiento de la érbita del sistema, el decrecimiento del semieje mayor y
distancia radial entre los cuerpos, y una pérdida de momentum angular orbital. En funcién de
los pardmetros del sistema, como la excentricidad €, las masas m1 y ms, v el periodo orbital 7y

semieje mayor a, la tasa de pérdida de energia promedio es:

dE\ _ 32 (mama)® (ma +my) G* [L+ B + e’
at | 5 a’c® (1 . 62)7/2

El decrecimiento del semieje mayor a es:

da\  64mymg (my + my) G° [1 + Fe” + 5]
dt /| 5a3¢d (1—e)7/?

El decrecimiento de la distancia radial r entre las masas es:

@ . _64m1m2 (m1 + mg) G3 [1 + %62]
dat/ 5a3cP (1 — €2)%/?

La pérdida de momentum angular a lo largo del eje z es:

dJ,\ 32 (m1m2)2 (mq + m2)1/2 G7/2 [1 + %62]
d/ 5 BaT/2 1_ )

Y finalmente el decaimiento del periodo orbital del sistema debido a emisiéon de ondas grav-

itacionales es:

dr\ 192rmimeG®/3 1 7 \—5/3 [1 + %62 + %64}
<dt> 5¢5 (my 4 mg)'/? (%) (1—62)7/2

El descubrimiento y posterior observacién y analisis de las sefiales provenientes de pulsares
binarios ha representado la mejor oportunidad para poner a prueba las predicciones de la TGR
y otras teorfas alternativas de gravitacion. Hasta antes del descubrimiento del pulsar binario

PSR1913+4-16 realizado por Russel Hulse y Joseph Taylor en el afio 1974, la TGR ya habia
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pasado las pruebas més rigurosas teniendo como laboratorio nuestro sistema solar; sin embargo,
las teorfas alternativas de gravitacién atin no podian descartarse porque se podian acomodar a
los resultados modificando ciertas variables internas de cada teoria. La prueba decisiva vino de la
mano del analisis de PSR1913+416 cuando se demostroé efectivamente que su periodo orbital decaia
a la misma tasa predicha por la TGR como se muestra en la grafica 3.10. Las teorias alternativas
de gravitacion predicen una tasa de decaimiento orbital que difiere de la TGR porque consideran
aportes de dipolos y/o monopolos a la emision de radiacion gravitacional. No obstante, ninguna
de estas teorias concuerda con la tasa de decaimiento orbital de PSR1913-+16, que demuestra la

validéz de la formula del cuadrupolo obtenida a partir de la TGR.

Eventualmente, no s6lo ha sido PSR 1913-+16 el tinico en demostrar la validez de la TGR,
sino también otros sistemas descubiertos posteriormente, de entre los que se destaca el pulsar
doble PSR J0737-3039A/B . Estos sistemas binarios pueden ser la prueba ultima en teorias de
gravitacion debido a que confirman extraordinariamente las predicciones de la TGR, y, aunque
no fueron analizadas a detalle en este presente trabajo, al mismo tiempo no concuerdan con las
predicciones de otras teorfas alternativas de gravitaciéon, hecho que puede llevar a descartarlas

definitivamente.
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