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RESUMEN 

Las densidades electrónicas y nucleares para un sistema de tres partículas que interaccionan 

a través de un potencial Hooke-Coulomb son presentadas. Estas densidades se obtienen 

usando expresiones analíticas exactas al igual que soluciones variacionales. Además, las 

densidades son calculadas para diferentes puntos de referencia, como el centro de masa 

global [cm], el centro geométrico entre las partículas idénticas [gc12], el centro geométrico 

entre las partículas distintas, y la posición de la partícula distinta [p3]. Se ha evidenciado 

que la topología de las densidades nBO depende de la elección de los puntos de referencia. 

Este resultado es a su vez es usado para argumentar que en el régimen nBO las propiedades 

topológicas de la densidad no pueden ser unívocamente correlacionadas con la estructura 

molecular en la manera que se lo hace en la aproximación BO.   
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ABSTRACT 

Non-Born-Oppenheimer, nBO, one-particle nuclear and electron densities for a Hooke-

Coulomb model of a three-body system are presented.  These densities are obtained using 

exact closed-form analytic solutions to this problem as well as variational solutions. 

Moreover, the densities are calculated using different reference points, such as the global 

center of mass [cm], the geometric centers between both identical [gc12] and non-identical 

particles [cm13], and the location of the non-identical particle [p3]. It is shown that the 

topology of these nBO densities depends upon the choice of the reference points. This result 

is in turn used to argue that in a nBO regime the topological properties of the one-particle 

density cannot be univocally correlated with molecular structure, in the way it is done for 

the Born-Oppenheimer approximation.  
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INTRODUCCIÓN 

La mayoría de métodos disponibles para describir propiedades físicas y químicas que 

ocurren a nivel atómico se basan en la aproximación Born-Oppenheimer (BO) en la cual se 

asume que los núcleos de una molécula se mantienen fijos con respecto al movimiento 

electrónico en vista de que su masa es mucho mayor que la de los electrones. Sin embargo, 

existen fenómenos de gran importancia en el campo de la química (i.e. dinámica de 

reacciones, dinámica molecular, etc.) en los cuales los efectos cuánticos de los núcleos, así 

como su dinámica, deben ser considerados. Para lograr esto, se deben desarrollar métodos 

no-Born-Oppenheimer (nBO), es decir, métodos en los que se levante dicha aproximación, 

de tal manera que se puedan obtener funciones de onda que describen de forma 

contemporánea el comportamiento dinámico de los núcleos y los electrones.   

Dentro de la aproximación BO, la estructura molecular se puede predecir a partir del 

análisis topológico de la densidad electrónica (calculada a partir de una función de onda) 

como se ha propuesto en la Teoría Cuántica de Átomos en Moléculas (QTAIM, por sus 

siglas en inglés) desarrollada por Richard Bader. (Bader, 2010)  El análisis topológico de 

Bader representa entonces una invaluable herramienta en la dilucidación de las propiedades 

estructurales de sistemas moleculares. Sin embargo, para el tratamiento nBO, existe 

actualmente la interrogante de si es posible o no determinar la estructura molecular a partir 

de la densidad electrónica calculada en el régimen nBO.  

La inclusión del movimiento de los núcleos en la ecuación de Schrödinger hace que 

la resolución de la misma sea mucho más difícil, por lo que proponer y desarrollar métodos 

nBO no es una tarea sencilla y por lo tanto no se ha podido evaluar de forma detallada la 

validez de la teoría de Bader en el régimen nBO. En trabajos recientes, se han desarrollado 
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métodos para el cálculo de densidades electrónicas y nucleares nBO de manera analítica y 

variacional para sistemas de pocas partículas como H2
+, (Mátyus et al., 2012; Mátyus et al., 

2011; Bishop et al., 1979; Aria de Saavedra et al., 1998) HD+, (Bubin et al., 2005) y LiH+. 

(Bubin et al., 2006) 

En la presente tesis, se propone un método nBO que no requiere de grandes recursos 

computacionales y es aplicado para el cálculo de densidades electrónicas y nucleares de un 

sistema modelo compuesto por tres partículas (i.e., dos idénticas y una diferente) que 

interactúan a través de un potencial Hooke-Coulomb. (Rodríguez et al., 2013) 

Adicionalmente se prueba que el análisis topológico de Bader tradicional no es aplicable en 

el régimen nBO en vista de que tanto las densidades electrónicas como las nucleares 

dependen del punto de referencia desde el cual se calculan y por lo tanto no pueden ser 

unívocamente definidas. (Rodríguez et al., 2013)  

 

 

 

 

 

 

  



12 
 

 

 

MARCO TEÓRICO 

 

La ecuación de Schrödinger 

En el campo de la química y física cuántica, el objetivo final de la mayoría de las 

metodologías propuestas es resolver la ecuación de Schrödinger no relativista independiente 

del tiempo: 

�̂�𝜓(𝒓𝟏, … , 𝒓𝑵 )  = 𝐸𝜓(𝒓𝟏, … , 𝒓𝑵 )   (1) 

Para un sistema de 𝑁 partículas, la dinámica del estado cuántico viene descrito 

completamente por la función de onda 𝜓(𝒓𝟏, … , 𝒓𝑵 ) donde 𝒓𝒊 se refiere a la posición 

(coordenadas espaciales y de ser necesario de espín) de la partícula 𝑖.  

La solución de la ecuación de Schrödinger implica encontrar una función de onda 𝜓 

que sea autofunción del operador Hamiltoniano �̂� con autovalor correspondiente a la energía 

𝐸 del sistema.  

 Para un sistema de 𝑀 protones y 𝑁 electrones, el operador Hamiltoniano 

expresado en unidades atómicas (𝑒 = ℏ = 𝑚𝑒 = 4𝜋𝜀0 = 1) es: 

�̂� = −
1

2
∑∇𝑖

2

𝑁

𝑖=1

−
1

2
∑

1

𝑚𝑝
∇𝑖
2

𝑀

𝐴=1

−∑∑
𝑍𝐴

|𝒓𝒊 − 𝑹𝑨|

𝑀

𝐴=1

𝑁

𝑖=1

+∑∑
1

|𝒓𝒊 − 𝒓𝒋|

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁

𝑖=1

+∑∑
𝑍𝐴𝑍𝐵

|𝑹𝑨 −𝑹𝑩|

𝑀

𝐵>𝐴

𝑀

𝐴=1

 (2) 

 

Aquí, los índices 𝐴 y 𝐵 denotan los 𝑀 protones, mientras que los índices 𝑖 y 𝑗 los 𝑁 

electrones del sistema. Los dos primero términos describen la energía cinética de los 

electrones y de los protones mientras que los otros tres términos representan el potencial del 

sistema, es decir, la atracción electrostática entre núcleos y electrones y las repulsiones 

correspondientes a las interacciones electrón-electrón y núcleo-núcleo. 
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Aproximación de Born-Oppenheimer  

El Hamiltoniano de la expresión (2) se puede simplificar dada la diferencia entre la masa de 

los protones y los electrones (i.e., 𝑚𝑝~1800 𝑚𝑒). En vista de que los protones son mucho 

más pesados que los electrones, se puede considerar que los electrones se mueven en un 

campo de núcleos fijos, por lo que la energía cinética nuclear es cero y la correspondiente 

energía potencial asociada a la repulsión de los núcleos es simplemente una constante. En 

consecuencia, el operador de la ecuación (2) se simplifica a un Hamiltoniano electrónico el 

cual expresado en unidades atómicas es: 

�̂�𝑒𝑙𝑒𝑐 = �̂� + �̂�𝑁𝑒 + �̂�𝑒𝑒  = −
1

2
∑∇𝑖

2

𝑁

𝑖=1

−∑∑
𝑍𝐴

|𝒓𝒊 − 𝑹𝑨|

𝑀

𝐴=1

𝑁

𝑖=1

+∑∑
1

|𝒓𝒊 − 𝒓𝒋|

𝑁

𝑗>𝑖

𝑁

𝑖=1

 (3) 

La solución de la ecuación de Schrödinger incluyendo �̂�𝑒𝑙𝑒𝑐 es la función de onda 

electrónica 𝜓𝑒𝑙𝑒𝑐 asociada a 𝐸𝑒𝑙𝑒𝑐 que es la correspondiente energía electrónica.  

 

La Teoría Cuántica de Átomos en Moléculas (QTAIM) 

La Teoría Cuántica de Átomos en Moléculas (QTAIM), desarrollada por Bader, se 

fundamenta en la idea de que las propiedades estructurales de una molécula se pueden 

deducir a partir de la densidad electrónica, 𝜌𝑒𝑙𝑒𝑐(𝒓), la cual se obtiene a partir de 𝜓𝑒𝑙𝑒𝑐 de 

acuerdo a:  

𝜌𝑒𝑙𝑒𝑐(𝒓) = ∫𝜓
∗
𝑒𝑙𝑒𝑐
(𝒓𝟏, … , 𝒓𝑵 )�̂�𝑒𝑙𝑒𝑐(𝒓)𝜓𝑒𝑙𝑒𝑐(𝒓𝟏, … , 𝒓𝑵 ) 𝑑𝒓𝟏…  𝑑𝒓𝑵   (4) 

En contraste con la función de onda que depende de 4𝑁 variables (i.e., posición y 

espín de los 𝑁 electrones), la densidad electrónica es una función que depende únicamente 

del vector 𝒓, por lo cual su análisis topológico resulta sencillo de realizar.  Considerando que 

𝜌(𝒓) exhibe por un lado máximos locales en regiones en las cuales se encuentran ubicados 
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los núcleos y por otro lado puntos de ensilladura entre los pares de núcleos que están 

enlazados, el análisis topológico de 𝜌(𝒓) permite obtener la estructura de una molécula de 

forma directa.  

Cabe indicar que la conexión entre la topología de la densidad electrónica y la 

estabilidad estructural de moléculas aisladas han sido bien establecidas. Incluso, se ha 

observado que la estabilidad de una molécula se correlaciona con los valores de la densidad 

electrónica en el punto crítico de enlace. (Bader, 2010) 

 

Régimen No-Born-Oppenheimer 

Como ya se comentó previamente, en varios procesos físicos y químicos de interés, los 

efectos nucleares cuánticos son significativos y deben ser considerados para lograr una 

descripción adecuada lo cual implica el levantamiento de la aproximación BO. En el régimen 

nBO o régimen no adiabático, los movimientos electrónicos y nucleares están acoplados, lo 

que quiere decir que el movimiento nuclear genera un cambio en el estado electrónico y 

viceversa.  

Varios estudios han demostrado que los efectos cuánticos nucleares juegan un rol 

importante en la determinación del conjunto de caminos de reacción energéticamente 

permitidos para reacciones bimoleculares y unimoleculares complejas, (Butler, 1998), por 

lo que resulta importante el desarrollo de métodos que permitan la determinación de estados 

de transición no adiabáticos en reacciones químicas. 

Una primera aproximación al régimen nBO se obtiene al considerar que los núcleos 

y electrones de un átomo forman partículas únicas (i.e., esferas iónicas) cuya dinámica se 

describe en base a los principios de la mecánica clásica. Esta metodología se denomina 

dinámica molecular y se emplea típicamente en la descripción de sistemas que sobrepasan 



15 
 

 

las centenas de átomos. (Jasper et al., 2006) A pesar de que los métodos basados en la 

dinámica molecular han sido sumamente importantes para dilucidar el comportamiento de 

sistemas supramoleculares (Jasper et al., 2006), dichos métodos poseen grandes limitaciones 

ya que no se pueden aplicar para describir los casos en los que los efectos cuánticos 

nucleares, como el tunelamiento de átomos de hidrógeno, son significativos. 

Una alternativa para describir sistemas moleculares en el régimen nBO ha sido 

propuesta por Cafiero y Adamowicz (2005) quienes emplean un método variacional basado 

en el uso de funciones Gaussianas explícitamente correlacionadas (i.e., funciones base) para 

la construcción de funciones de onda no-adiabáticas, es decir funciones de onda 

dependientes tanto del movimiento nuclear como del electrónico. A través de esta 

metodología, sistemas de pocas partículas como 𝐻2
+, (Cafiero et al., 2005) 𝐿𝑖𝐻+, (Cafiero et 

al., 2005) 𝐻𝑇+, (Bednarz et al., 2005) 𝐻𝐷+, (Bubin et al., 2005) y 𝐻𝐷 (Bubin et al., 2009) 

se han podido estudiar de forma exhaustiva. Es importante mencionar que en vista de que en 

este método se resuelve la ecuación de Schrödinger para un Hamiltoniano con un potencial 

completamente Coulómbico, la función de onda debe ser expandida con un número elevado 

de funciones base. Por ejemplo, para el caso de la molécula 𝐻𝑇+, el conjunto de funciones 

base empleado por Adamowicz fue definido desde 1500 hasta 5000 funciones Gaussianas 

explícitamente correlacionadas. (Bednarz et al., 2005) La necesidad de usar estos enormes 

conjuntos de funciones base no solo implican un elevado gasto de recursos computacionales 

si no que por otra parte prácticamente imposibilita que este método pueda ser extendido a 

moléculas de mayor dimensión. Para solventar las limitaciones del método de Cafiero y 

Adamowicz, Ludeña et al. (2012) han sugerido en un trabajo reciente el uso de operadores 

Hamiltonianos modelo o simplificados que den paso a ecuaciones de Schrödinger 

solucionables de forma exacta. Esta metodología fue aplicada para encontrar funciones de 
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onda no-adiabáticas para un sistema de tres partículas (i.e., dos partículas idénticas y una 

diferente) que interactúan a través de un potencial de Hooke-Calogero (i.e., interacción 

armónica entre partículas diferentes e interacción a través de un potencial cuadrático inverso 

para las partículas idénticas). A partir de las funciones de onda no-adiabáticas, Ludeña et al. 

(2012) calcularon también las densidades electrónicas y nucleares variando el punto de 

referencia y como resultado de esto determinaron que tanto la densidad electrónica como la 

nuclear no se pueden definir de forma univoca ya que existen diferencias entre las densidades 

calculadas para distintos puntos de referencia. Esta observación sugiere que la teoría QTAIM 

de Bader no es aplicable directamente en el regimen nBO ya que la densidad electrónica y 

por lo tanto su topología no está completamente definida al depender del punto de referencia 

que se elija para su cálculo. En la presente tesis se extiende la metodología de Ludeña et al. 

al considerar un Hamiltoniano que contiene un potencial Hooke-Coulomb para describir la 

interacción de las partículas en un sistema formado por dos partículas idénticas y una 

diferente. 
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MODELO HOOK-COULOMB DE TRES PARTÍCULAS 

El modelo analizado en la presente tesis consiste de un sistema de tres partículas que 

interactúan entre ellas. Se define a las partículas 1 y 2 como partículas idénticas cargadas 

con carga e y masa 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚, mientras que la partícula 3 tiene una masa 𝑚3 y carga 

opuesta a la de las partículas 1 y 2. La posición de cada partícula se define por un conjunto 

de vectores {𝒒𝒊}𝑖=1
3  que son escogidos arbitrariamente en el marco de coordenadas de 

laboratorio. El Hamiltoniano asociado con el modelo es: 

�̂� = −
1

2𝑚
𝛻𝒒𝟏
2 −

1

2𝑚
𝛻𝒒𝟐
2 −

1

2𝑚3
𝛻𝒒𝟑
2 + 𝑉(𝒒𝟏, 𝒒𝟐, 𝒒𝟑)   (5) 

donde la forma explícita de la energía potencial es: 

𝑉(𝒒1, 𝒒2, 𝒒3) = 𝑘(𝒒3 − 𝒒1)
2 + 𝑘(𝒒3 − 𝒒2)

2 +
1

|𝒒2 − 𝒒1|
   (6) 

 

En el término del potencial se puede notar que las partículas idénticas del sistema 

interactúan a través de un potencial Coulombico, mientras que las partículas diferentes 

interactúan a través de un potencial Hookeano (i.e., armónico). 

Efectuando un cambio a coordenadas traslacionalmente invariantes de Jacobi, a 

través de la siguiente relación: 

(

𝒕1
𝒕2
𝒕3

) =

(

 
 

−1 1 0

−
1

2
−
1

2
1

𝑚

𝑀𝑇

𝑚

𝑀𝑇

𝑚3
𝑀𝑇)

 
 
(

𝒒1
𝒒2
𝒒3
)   (7) 

la ecuación de Schrödinger del sistema se reduce a tres ecuaciones separadas para: i) 

el movimiento relativo de las partículas 1 y 2 (i.e., 𝐻1(𝒕1)), ii) el movimiento del centro de 
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masa de las partículas 1 y 2 relativo a la partícula 3 (i.e., 𝐻2(𝒕2)), y iii) el movimiento del 

centro de masa de todo el sistema (𝐻3(𝒕3)):  

𝐻1(𝒕1) = −
1

𝑚
𝛻𝒕1
2 +

𝑘

2
𝑡1
2 +

1

𝑡1

𝐻2(𝒕2) = −
1

2𝜇
𝛻𝒕2
2 + 2𝑘𝑡2

2

𝐻3(𝒕3) = −
1

𝑀𝑇
𝛻𝒕3
2

   (8) 

Nótese que 𝜇 =
2𝑚𝑚3

2𝑚+𝑚3
 es la masa reducida el sistema.  

Con la factorización llevada a cabo, la función de onda original �̃�(𝒒1, 𝒒2, 𝒒3) se 

desacopla en 𝛹(𝒕𝟏, 𝒕2, 𝒕3) = 𝛹1(𝒕1)𝛹2(𝒕2)𝛹3(𝒕3). La solución de 𝐻1𝛹1(𝒕1) = 𝐸1𝛹1(𝒕1) 

requiere un tratamiento especial al cual se dedica la siguiente sección. Las ecuaciones 

restantes son problemas bien conocidos en la mecánica cuántica: 𝐻2𝛹2(𝒕2) = 𝐸2𝛹2(𝒕2) 

corresponde al oscilador armónico cuántico en tres dimensiones, y 𝐻3𝛹3(𝒕3) = 𝐸3𝛹3(𝒕3) 

representa una onda libre en tres dimensiones. Para la primera de estas dos últimas 

ecuaciones, la solución es 𝛹2(𝒕2) = 𝜓𝑛2,𝑙2(𝑡2)𝑌𝑙2,𝑚𝑙2(𝜃2, 𝜑2) (donde 𝑛2, 𝑙2 y 𝑚𝑙2 son 

números cuánticos usuales). Para l2 = 0, esta solución se puede simplificar a 𝜓𝑛2,0(𝑡2) =

𝑒𝑥𝑝 (−𝑤2
𝑡2
2

2
) donde 𝑤2 = 2√𝑘𝜇. Una forma explícita de 𝛹3(𝑡3) no se necesita ya que esta 

describe el movimiento del centro de masa de todo el sistema, el cual no aparece para el 

cálculo de las densidades de una partícula.  

 

Funciones de onda analíticas y variacionales para el movimiento relativo de 

las partículas iguales 1 y 2 

La ecuación de Schrödinger para el movimiento relativo de las partículas 1 y 2 que se obtiene 

de la ecuación (8) es: 



19 
 

 

(−
1

𝑚
𝛻𝒕𝟏
2 +

𝑘

2
𝑡1
2 +

1

𝑡1
)𝛹1(𝒕1) = 𝐸1𝛹1(𝒕1) (9) 

la misma que se reescribe en una forma más conveniente: 

(−
1

2
𝛻𝒕1
2 +

𝑤1
2

2
𝑡1
2 +

𝑚

2𝑡1
)𝛹1(𝒕1) = 𝐸′1𝛹1(𝒕1) (10) 

donde 𝑤1 = √
𝑘𝑚

2
 y 𝐸′1 =

𝑚

2
𝐸1 

Una separación adicional de la ecuación (10) en términos de las partes angular y 

radial se logra escribiendo  𝛹1(𝒕1) como:  

𝛹1(𝒕1) =
1

𝑡1
𝜇1(𝑡1)𝑌𝑙1,𝑚𝑙1

(𝜃1, 𝜑1) (11) 

Tras insertar la última expresión en la ecuación (10), se obtiene una ecuación 

diferencial para 𝜇1(𝑡1): 

(−
1

2

𝑑2

𝑑𝑡1
2 +

𝑙1(𝑙1 + 1)

2𝑡1
2 +

𝑚

2𝑡1
+
𝑤1
2

2
𝑡1
2)𝜇1(𝑡1) = 𝐸′1𝜇1(𝑡1) (12) 

Encontrar una solución para esta ecuación no es trivial, principalmente por la 

complejidad que surge por la presencia del término repulsivo 
1

𝑡1
 en el operador Hamiltoniano. 

De hecho, Santos (1968) y Taut (1993) mostraron que existen soluciones analíticas 

solamente para algunos valores del parámetro  𝑤1, los cuales dan paso al conjunto 

{𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)}. Las condiciones de borde que debe satisfacer la ecuación (12) se obtienen 

tras examinar su comportamiento asintótico. Así, por ejemplo, para valores grandes de 𝑡1, la 

ecuación (12) describe a un oscilador armónico cuya solución del estado basal tiene la forma 

𝜇1(𝑡1) = 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑤1([𝑚];𝑛1,𝑙1)

2
𝑡1
2). Claramente, cuando 𝑡1 tiende a infinito, 𝜇1(𝑡1) tiende a 

cero. De igual manera, cuando 𝑡1 tiende a cero, la solución de la ecuación (12) adopta la 

forma 𝜇1(𝑡1) = 𝑡1
𝑙1+1 y 𝜇1(𝑡1) = 𝑡1

−𝑙1 para 𝑙1 ≥ 0. La primera solución mostrada satisface 
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la condición de borde 𝜇1(𝑡1) → 0 cuando    𝑡1 → 0. La segunda solución, 𝜇1(𝑡1) = 𝑡1
−𝑙1, sin 

embargo, es descartada ya que no cumple con los requerimientos físicos. Tomando en cuenta 

el análisis asintótico, la solución de la ecuación (12) tiene la siguiente forma:  

𝜇1(𝑡1) ≡ 𝜇𝑛1,𝑙1(𝑡1) = 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)

2
𝑡1
2)𝑃𝑛1,𝑙1(𝑡1)    (13) 

donde 𝑃𝑛1,𝑙1(𝑡1) es un polinomio en 𝑡1 definido como: 

𝑃𝑛1,𝑙1(𝑡1) = 𝑡1
𝑙1+1∑𝑎𝑖

𝑛1

𝑖=0

𝑡1
𝑖      (14) 

La inclusión de polinomios finitos 𝑃𝑛1,𝑙1(𝑡1) para 𝑛1 = 1, 2, … en la solución de la 

ecuación (12) es una condición suficiente para garantizar la normalizabilidad de la función 

𝜇1(𝑡1). (Ludeña et al., 2005) 

Como se indicó anteriormente, los valores de 𝑤1 para los que existen soluciones 

analíticas de la ecuación (11) forman el conjunto {𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)} que depende 

paramétricamente de 𝑚. Nótese que existe una dependencia explícita de la constante de 

acoplamiento 𝑘; sin embargo, los valores de 𝑚 y 𝑘 están acoplados para un valor definido 

de 𝑤1. Entonces, la cuantización de las soluciones 𝜇𝑛1,𝑙1(𝑡1) da, para un valor fijado de 𝑚, 

diferentes valores de 𝑤1, los que a su vez determinan diferentes valores de la constante de 

acoplamiento 𝑘. Así, la situación usual es que para un 𝑤1 dado, determinado a partir de la 

relación 𝑤1 = √
𝑘𝑚

2
, no hay un valor que coincide dentro del conjunto {𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)}.  

  Además, dado 𝑚, para cada valor de 𝑛1 se puede encontrar por lo menos un 

valor de 𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1) (lo opuesto es en general no verdadero). De esta manera, para 

valores 𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1) pertenecientes al conjunto, la energía viene dada por:  

𝐸′1 = 𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1) (𝑛1 + 𝑙1 +
3

2
)  (15) 



21 
 

 

y la correspondiente función de onda es:  

𝛹𝑛1,𝑙1(𝑡1) = 𝑁𝑒𝑥𝑝 (−
𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)

2
𝑡1
2)∑𝑎𝑖

𝑛1

𝑖=0

𝑡1
𝑙1+𝑖     (16) 

El hecho de que solo algunos valores de 𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1) brindan soluciones analíticas 

es una limitación severa en el uso de este tipo de soluciones en el tratamiento del modelo de 

tres partículas Hooke-Coulomb donde, con el fin de evaluar el efecto que tiene el variar la 

masa sobre la estructura molecular, las densidades tienen que ser calculadas para valores de 

𝑚 y 𝑘 que dan paso a valores de 𝑤1 que no están contenidos dentro del conjunto 

{𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)}. 

Por esta razón, las soluciones analíticas se deben complementar con funciones de 

onda calculadas de forma variacional designadas para representar 𝛹𝑛1,𝑙1(𝒕1) en valores de 

𝑚 y 𝑘 fuera del conjunto {𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)} asociado a las soluciones analíticas. La función 

de onda radial 𝜇𝑛1,𝑙1(𝑡1) es aproximada por la siguiente expansión: 

𝜇𝑛1,𝑙1
𝑣𝑎𝑟 (𝑡1) = ∑ 𝒂𝑖

𝑣𝑎𝑟

𝑛1
𝑣𝑎𝑟

𝑖=0

𝜒𝑖,𝑙1(𝑡1)  (17) 

donde las funciones base son:  

𝜒𝑖,𝑙1(𝑡1) = 𝑡1
𝑙1+𝑖+1𝑒𝑥𝑝 (−

𝑤1
𝑣𝑎𝑟

2
𝑡1
2)  (18) 

Los coeficientes variacionales de la ecuación (17) son obtenidos a través de la 

diagonalización de la matriz del Hamiltoniano cuyos elementos (tomando 𝑙1 = 0) vienen 

dados por: 

𝐻𝑖𝑗 = ⟨𝜒𝑖,0(𝑡1)| −
1

2

𝑑2

𝑑𝑡1
2 +

𝑚1
2𝑡1

+
𝑤1
2

2
𝑡1
2|𝜒𝑗,0(𝑡1)⟩   (19) 

La función de onda variacional resultante es: 
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𝛹𝑛1,𝑙1
𝑣𝑎𝑟 (𝑟) = 𝑁 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑤1
′

2
𝑡1
2)∑ 𝑎𝑖

𝑣𝑎𝑟𝑡1
𝑙1+𝑖

𝑛1
𝑣𝑎𝑟

𝑖=0

   (20) 

Existen varias diferencias entre las ecuaciones (16) y (20). En la primera, los valores 

𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)  son aquellos permitidos por el tratamiento analítico de la ecuación (12). De 

manera similar, los coeficientes {𝑎𝑖} en la ecuación (16) son obtenidos a través de la 

recursión que se genera en este análisis. (Taut, 1993) En la ecuación (20), los valores 𝑤1
′  son 

valores arbitrarios calculados a partir de la relación 𝑤1 = √
𝑘𝑚

2
 tras emplear valores de 𝑚 y 

𝑘 que no esten acoplados. Es importante indicar que para el tratamiento variacional, se debe 

escoger una longitud única 𝑛1
𝑣𝑎𝑟 para todas las funciones de onda generadas por la ecuación 

(20). El número de términos del polinomio es determinado como la expansión de longitud 

mínima tras adecuar las energías variacionales con las exactas. Los cálculos entonces son 

llevados a cabo tomando para {𝑤1
′} los valores analíticos conocidos 𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1). Una vez 

determinado 𝑛1
𝑣𝑎𝑟 de esta manera, para cualquier 𝑤1

′  arbitrario, los coeficientes variacionales 

{𝑎𝑖
𝑣𝑎𝑟} son obtenidos tras diagonalizar la matriz Hamiltoniana de la ecuación (19). Para 

aquellos casos que son descritos por un valor 𝑤1
′  que se encuentran fuera del conjunto 

{𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 𝑙1)} de valores analíticos, se usa la función de onda variacional de la ecuación 

(20) para los cálculos de las densidades electrónicas y nucleares.  
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FUNCIÓN DENSIDAD 

La densidad de una partícula para las partículas iguales 1 y 2 se calcula mediante la 

expresión: 

𝜌12(𝒓; [𝒄]) = ∫𝑑
3 𝒕𝟏∫𝑑

3 𝒕𝟐𝛹𝑖𝑛𝑡
∗ (𝒕𝟏, 𝒕𝟐) �̂�12(𝒓; [𝒄])𝛹𝑖𝑛𝑡(𝒕𝟏, 𝒕𝟐)   (21) 

donde 𝛹𝑖𝑛𝑡 = 𝛹1(𝒕𝟏)𝛹2(𝒕𝟐) y el operador de la densidad de una partícula 

correspondiente es: 

𝜌12(𝒓; [𝒄]) =∑𝛿

2

𝑖=1

(𝐚i[𝒄] − 𝒓)   (22) 

Los vectores 𝒂𝑖[𝒄] denotan la posición de la partícula 𝐢 (i.e., 𝐢 = 𝟏, 𝟐, 𝟑) desde el 

punto de vista de un punto de referencia dado 𝒄: 

 𝐚 𝐢[ 𝒄] =  𝒒 𝒊 −  𝒄   (23) 

donde la posición 𝒄 del punto de referencia viene, en general, dado por la 

combinación lineal de los vectores 𝒒𝒊: 

𝒄 =∑𝛼𝑖[𝒄]

3

𝑖=1

𝒒𝒊   (24) 

Para satisfacer la condición de normalización se debe imponer: 

∑𝛼𝑖[𝒄]

3

𝑖=1

= 1   (25) 

De igual manera, la densidad la partícula 3 viene dada por: 

𝜌3(𝒓; [𝒄]) = ∫𝑑
3 𝒕𝟏∫𝑑

3 𝒕𝟐𝛹𝑖𝑛𝑡
∗ (𝒕𝟏, 𝒕𝟐) �̂�3(𝒓; [𝒄])𝛹𝑖𝑛𝑡(𝒕𝟏, 𝒕𝟐)   (26) 

donde el operador de densidad de la ecuación (26) es: 

𝜌3(𝒓; [𝒄]) = 𝛿(𝒂𝟑[𝒄] − 𝒓)   (27) 
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En ambos casos, la función de onda del centro de masa no aparece en la integral. En 

la tabla 1 se listan los coeficientes 𝛼𝑖[𝒄]  pertenecientes a cada uno de los puntos de 

referencia considerados en la presente tesis: el centro de masas del sistema total (i.e., [cm]), 

el centro geométrico de las partículas 1 y 2 (i.e., gc12), la posición de la partícula distinta 3 

(i.e., [p3]), y el centro de masa de las partículas 1 y 3 (i .e., [cm13]). 

Para 𝑙1 = 0 y 𝑙2 = 0, las funciones 𝛹1(𝒕𝟏) y 𝛹2(𝒕𝟐) se reemplazan en 𝛹𝑛1,0(𝑡1) y 

𝛹𝑛2,0(𝑡2), respectivamente, o en el caso 𝛹1(𝒕𝟏) en 𝛹𝑛1,𝑙1
𝑣𝑎𝑟 (𝑡1) para la aproximación 

variacional. Así, acorde a la ecuaciones (16) y (20), se puede escribir las siguientes 

expresiones para el estado basal (𝑙1 = 0, 𝑙2 = 0) tanto para las funciones de onda analíticas 

y variacionales: 

𝜌12(𝒓; [𝒄]) = 𝒩∑∑𝑏𝑖𝑏𝑗

𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫𝑑3 𝒕𝟏∫𝑑
3 𝒕𝟐 𝑡1

𝑖+𝑗
𝑒−𝑤1𝑡1

2
𝑒−𝑤2𝑡2

2
𝜌12(𝒓; [𝒄])   (28) 

𝜌3(𝒓; [𝒄]) = 𝒩∑∑𝑏𝑖𝑏𝑗

𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

∫𝑑3 𝒕𝟏∫𝑑
3 𝒕𝟐 𝑡1

𝑖+𝑗
𝑒−𝑤1𝑡1

2
𝑒−𝑤2𝑡2

2
𝜌3(𝒓; [𝒄])   (29) 

donde 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑤1 = 𝑤1([𝑚]; 𝑛1, 0), y 𝑛 = 𝑛1 para el caso analítico y 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖
𝑣𝑎𝑟, 

𝑤1 = 𝑤1
𝑣𝑎𝑟, y 𝑛 = 𝑛1

𝑣𝑎𝑟  para el caso variacional. 

Las condiciones de normalización para las densidades son:  

∫ 𝑑3𝑟𝜌12(𝑟; [𝑐]) = 2   (30) 

 y 

∫ 𝑑3𝑟𝜌3(𝑟; [𝑐]) = 1   (31) 

Mediante el uso de las ecuaciones (23) y (27) y empleando los coeficientes 𝛼𝑖[𝒄] de 

la tabla 1, el correspondiente operador de densidad es definido para cada caso. Tras integrar 

las expresiones dadas en las ecuaciones (28) y (29), se obtiene las densidades de una 

partícula 𝜌12 y 𝜌3. Las expresiones explícitas para las densidades se presentan en la tabla 2.  
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Aplicación al sistema 𝑯− 

Cuando 𝑚 = 𝑚𝑒 = 1 y 𝑚3 = 𝑚𝑝 = 1836.15266 (a.u.) el sistema corresponde al ion 

hidruro 𝐻− y en este caso en particular 𝜌12 es la densidad electrónica, mientras que 𝜌3 es la 

densidad nuclear.  

Para poder comparar los resultados obtenidos con los reportados por Ludeña et Al., 

se fijó el mismo valor para la constante de acoplamiento, es decir 𝑘 = 2. Con esta selección, 

𝑤1 = √
𝑘𝑚

2
= 1. Al no existir solución analítica para 𝑤1 = 1, es necesario recurrir a las 

soluciones variacionales.  La longitud mínima de la expansión 𝑛1
𝑣𝑎𝑟 = 25 se obtuvo tras 

reproducir las energías desde 𝑛1 = 1 hasta 𝑛1 = 13 con las funciones de onda variacionales 

con un error |𝐸1 − 𝐸1𝑣𝑎𝑟| ≤ 10
−10 hartree. La figura 1 muestra un gráfico de la energías 

variacionales como función de 1/𝑤1, donde además se denota los valores de energías 

obtenidas analíticamente (cruces) que recaen sobre la línea variacional.  

La figura 2 muestra las representaciones a lo largo del eje 𝑧 de la densidad de un 

electrón 𝜌12(𝑧, [𝒄]) correspondiente a los cuatro puntos de referencia descritos 

anteriormente. Las densidades de un electrón para [cm], [cm13], y [p3] tienen formas 

unimodales, y bimodal para [gc12]. Sin embargo, esta forma bimodal no va hacia el cero en 

𝑧 = 0, a diferencia de la encontrada en la referencia 51. 

En la figura 3, se muestra la representación gráfica de la densidad nuclear para el 

sistema 𝐻−. Solo tres puntos de referencia se muestran en esta figura, ya que la densidad 

nuclear vista desde la posición [p3] es simplemente la función delta de Dirac. Las densidades 

nucleares para los puntos de referencia [cm] y [cm13] son funciones muy localizadas y con 

cúspides muy pronunciadas y casi coinciden entre ellas porque los puntos de referencia 



26 
 

 

quedan muy cerca el uno del otro. Por otro lado, la densidad nuclear vista desde el punto de 

referencia [gc12] da lugar a una forma unimodal mucho más extensa.    

 

Aplicación al sistema 𝑯𝟐
+ 

Se consideró también el caso donde 𝑚 = 𝑚𝑝 = 1836.15266 y 𝑚3 = 𝑚𝑒 = 1 (a.u.) 

correspondiente al ion molecular H2
+. Para este sistema, la densidad de una partícula para las 

partículas idénticas es la densidad nuclear, mientras que la densidad de una partícula para la 

tercera partícula es la del electrón. Al igual que para el sistema 𝐻−, el valor de la longitud 

de la expansión variacional fue optimizada, resultando ser 𝑛1
𝑣𝑎𝑟 = 37. La longitud de esta 

expansión permitió determinar las funciones de onda variacionales, las cuales fueron usadas 

para obtener los coeficientes {𝑎𝑖
𝑣𝑎𝑟} y las correspondientes densidades variacionales para 

este sistema. 

La figura 4 muestra una representación gráfica de las densidades nucleares de este 

sistema medidas desde cuatro puntos de referencia distintos, como función de 𝑧. Las 

densidades para los puntos de referencia [gc12] y [cm] tienen formas bimodales con picos 

relativamente altos. Para el punto de referencia [p3], la densidad nuclear tiene una forma 

unimodal mucho más ancha. La densidad observada para el punto de referencia [cm13] tiene 

una forma más complicada, con un pico muy alto cerca del cero, para el protón 1, y una 

forma bimodal con dos picos más pequeños para el protón 2.  

En la figura 5 se muestra la representación gráfica de la densidad electrónica de este 

sistema medida desde tres puntos de referencia distintos, tras excluir a la función delta de 

Dirac resultante para el punto de referencia [p3]. Todas estas densidades tienen la misma 

forma unimodal ancha, y para los puntos de referencia [cm] y [gc12] las mismas se 

sobreponen. Para [gc12], la densidad electrónica es un poco menos ancha.  
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Aplicación al sistema 𝑷𝒔− 

Cuando 𝑚 = 𝑚𝑒 = 1 y 𝑚3 = 𝑚𝑒 = 1 (a.u.) el sistema corresponde al ion positronio 𝑃𝑠−. 

En este caso 𝜌12 es la densidad electrónica y 𝜌3, la densidad positrónica.  

En la figura 6 se muestra la representación gráfica de las densidades de un electrón 

𝜌12(𝑧, [𝒄])  del sistema 𝑃𝑠− correspondientes a los puntos de referencia [cm], [gc12], 

[cm13], y [p3]. Se observa que la densidad de un electrón tiene un carácter unimodal para 

[cm], [cm13], y [p3], y bimodal para [gc12]. El comportamiento unimodal de la densidad 

de un electrón para el sistema considerado no coincide con el sistema 𝑃𝑠− descrito por 

Mátyus et al. (2011) cuando se incluyen interacciones puramente Coulombicas, donde se 

evidencia un carácter bimodal. Esta diferencia se discute en la siguiente sección, donde se 

va a considerar los cambios estructurales generados por la variación de la masa.     

 

Efecto de la proporción de masa 𝒎/𝒎𝟑  en las densidades asociadas a las 

partículas idénticas 

El Hamiltoniano para el sistema Hooke-Coulomb de tres partículas depende 

paramétricamente de la proporción de masa, 𝜎 = 𝑚/𝑚3. Esta dependencia se evidencia 

considerando que para  𝜎 = 𝑚𝑝/𝑚𝑒  la función de onda describe el sistema 𝐻2
+, y para 𝜎 =

𝑚𝑒/𝑚𝑝 el sistema 𝐻−.  

Esta propiedad del Hamiltoniano y de la función de onda se ve evidenciada en la 

densidad. Así, en el límite superior  𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎])  es la densidad nuclear, mientras que en el 

límite inferior es la densidad electrónica. Por lo tanto se puede aseverar que existe una 

transición topológica en la densidad que va desde una estructura bimodal en el límite 

superior a una estructura unimodal en el inferior. Este fenómeno se relaciona al hecho que 
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𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎])  intercambia roles y pasa de describir la densidad de dos electrones alrededor 

del núcleo (𝐻−) a la de dos protones y un electrón (𝐻2
+). Se puede notar que con la variación 

de 𝜎, la posición del centro de masas se transfiere desde un punto cercano a [𝒄] = [𝒈𝒄𝟏𝟐] 

en el límite superior a otro cercano a [𝒄] = [𝒑𝟑] en el inferior. Estos puntos no son iguales 

a [𝒄] = [𝒈𝒄𝟏𝟐] y [𝒄] = [𝒑𝟑], respectivamente, dado el hecho que la coordenada del centro 

de masas depende de la posición de las partículas. 

Debido a que las densidades para 𝐻− y 𝐻2
+ tienen diferentes topologías, se puede 

proponer la existencia de un valor particular de 𝜎 en el que ocurre una transición entre las 

dos diferentes topologías. Para el caso del Hamiltoniano Hooke-Calogero, Müller-Herold 

(2006) calculó 𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎]) para valores de 𝜎 que van desde 𝜎 = 𝑚𝑒/𝑚𝑝 a 𝜎 = 𝑚𝑝/𝑚𝑒  y 

determinaron el punto de transición examinando el comportamiento de la segunda derivada 

de la densidad con respecto a 𝑧, esto es: 

𝑑2𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎])/𝑑𝑧
2|𝑧=0 = 0    (32) 

En la figura 7 se presenta la curva correspondiente a los pares ordenados (𝑚,𝑚3) 

que satisfacen la ecuación (32) en el presente modelo Hooke-Coulomb de tres partículas 

para las densidades vistas desde un punto de referencia localizado en el centro de masas. La 

curva fue generada por la interpolación entre los puntos calculados para las expresiones 

analíticas de la densidad. Se observa que el valor de 𝑚 = 13.54586 es el límite asintótico 

cuando 𝑚3 → ∞. Este valor difiere del obtenido para el sistema de tres partículas Hooke-

Calogero donde en el límite asintótico 𝑚 =
15

4
= 3.75. (Ludeña et al., 2012) 

El punto de inflexión de la curva delimita dos regiones en el plano (𝑚,𝑚3). A la 

izquierda de la curva se tiene una región donde 𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎]) tiene un comportamiento 

unimodal. Por ejemplo, un punto en esta región corresponde a 𝑚 = 𝑚𝑒 = 1 y 𝑚3 = 𝑚𝑝, a 



29 
 

 

saber, este tiene la estructura 𝑒−, 𝑒−, 𝑝+ del ion hidruro 𝐻−. A la derecha, los puntos en el 

plano corresponden a estructuras bimodales.  

Se ha destacado en la figura 7 dos puntos en los que la transición ocurre. El primero, 

rotulado por el valor 𝜎 = 0.00717, corresponde a la transición donde una densidad 

unimodal en la que 𝑚3 = 𝑚𝑝 = 1836.15266 se convierte en bimodal. La estructura en el 

punto de inflexión es 𝑒− (𝑚 = 13.1648), 𝑒− (𝑚 = 13.1648), 𝑝+. El segundo punto se 

muestra en el inserto de la figura 7 donde la escala de 𝑚3 ha sido magnificada. En este punto, 

denotado por 𝜎 = 2.1657, de nuevo una estructura unimodal se transforma en una bimodal, 

en la estructura 𝑒−, 𝑒−, 𝑝+( 𝑚3 = 0.4617). Para entender de una mejor manera como la 

transición emerge se considera el punto 𝑚3 = 𝑚 = 1 en el inserto. Este punto describe la 

densidad unimodal del ion positronio 𝑃𝑠− con la estructura 𝑒−, 𝑒−, 𝑒+ (o equivalentemente, 

𝑒−, 𝑒−, 𝑝+( 𝑚3 = 1)). La transición a la densidad bimodal ocurre cuando la masa del 

positrón es menor que 1. La presencia de una masa positrónica más liviana tiene el efecto de 

mover el centro de masa más cerca al centro geométrico entre los dos electrones. Recordando 

que tal como se muestra en la figura 6, la densidad de un electrón del ion positronio  𝑃𝑠− es 

bimodal cuando el punto de referencia se encuentra en el centro geométrico de las dos 

partículas idénticas. Para sistemas Coulombicos, en contraste con el presente modelo Hooke-

Coulomb, la transición ocurre para un valor de 𝑚3 mayor a 1. 

En la figura 8 se examina el proceso en el que una densidad unimodal 

correspondiente a la estructura 𝑒−, 𝑒−, 𝑒+ del ion positronio 𝑃𝑠− se convierte 

progresivamente a una forma bimodal como resultado de incrementar la masa 𝑚 de los 

electrones manteniendo la masa 𝑚3 del positró fija al valor  𝑚3 = 1. Se puede ver en esta 

figura que el estado de transición ocurre aproximadamente a 𝜎 = 1.5. Este valor concuerda 

con el estimado del inserto de la figura 7, el cual muestra que la línea 𝑚3 = 1 corta la curva 
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a 𝑚 = 1.4770. A pesar de los estados de transición muestran un comportamiento similar a 

los sistemas Coulombicos de tres partículas estudiados por Mátyus et al. (2011), los puntos 

de transición respectivos son diferentes. 

Para poder dar una imagen más concisa de la transición topológica de la densidad 

𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎]) , vista desde el centro de masas de todo el sistema, se presentan en la figura 9 

gráficos de estas densidades en diferentes etapas del proceso de transición. Para mayor 

claridad, solo tres valores de 𝜎 = 𝑚/𝑚3 son considerados: el valor inicial de, 𝜎 = 𝑚𝑒/𝑚𝑝 

corresponde al sistema [𝐻− ≡ 𝑒−𝑒−𝑝+] ; un valor intermedio, 𝜎 = 1.2 y un final, 𝜎 = 1, 

correspondiente al sistema 𝑝−𝑝−𝑝+. La densidad de un electrón para el ion hidruro es 

unimodal, Sin embargo, tanto para 𝜎 = 1.2 y 𝜎 = 1 las densidades son bimodales. Por lo 

tanto, se ve claramente que existe una transición topológica de las densidades de unimodal 

a bimodal cuando el punto de referencia que se toma es el centro de masas. 

Por otro lado, cuando se considera la densidad 𝜌12(𝑧, [𝒈𝒄𝟏𝟐]), vista desde el centro 

geométrico entre las partículas idénticas, se puede observar que mantiene una forma bimodal 

para todos los valores de 𝜎. En la figura 10 se presenta gráficos de estas densidades, 

respectivamente, donde se consideraron los mismos valores de 𝜎 usados en el caso anterior.  

El hecho de que la ocurrencia de la transición topológica dependa en la elección del 

punto de referencia claramente ilustra el hecho que la estructura geométrica no puede ser 

asignada unívocamente a este sistema de tres partículas solo en base a la topología de la 

densidad de un electrón.  
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CONCLUSIONES 

En el presente trabajo, se extendió el análisis llevado a cabo previamente por Ludeña et al. 

(2012) para el modelo Hooke-Calogero de un sistema de tres partículas a un modelo más 

realista Hooke-Coulomb en el cual se incluye la repulsión electrostática adecuada que existe 

entre las dos partículas idénticas del sistema. En contraste con el primer modelo, para el que 

se obtienen soluciones analíticas para todos los valores de masa de constantes de 

acoplamiento, en el presente caso se complementaron las soluciones analíticas con funciones 

de onda variacionales. Sin embargo, con el objetivo de facilitar el tratamiento del sistema, 

se construyeron funciones de onda variacionales de tal manera que reflejen lo mejor posible 

las soluciones analíticas. Esto conllevó a la posibilidad de obtener expresiones para las 

densidades asociadas a cada tipo de partícula del sistema. Usando estas expresiones se 

examinó, tanto para los casos analíticos y variacional, el efecto que tiene la selección de un 

punto de referencia dado sobre las densidades electrónica y nuclear. Se ha confirmado, al 

igual que en el modelo Hooke-Calogero, que para el modelo Hooke-Coulomb, la topología 

de las densidades depende de la elección de puntos de referencia para su cálculo. Así, por 

ejemplo, la densidad de un electrón 𝜌12(𝑧, [𝒄]) descrita en la figura 2 para el sistema 𝐻− es 

unimodal cuando los puntos de referencia son [cm], [cm13], y [p3], pero es bimodal para 

[gc12]. De igual manera, como se puede ver en la figura 4, la densidad de un núcleo es 

bimodal para los puntos de referencia [gc12] y [cm], unimodal para el punto de referencia 

[p3] y trimodal para el punto de referencia [cm13].  

 Se ha argumentado que la estructura molecular está implícita en el 

Hamiltoniano de un sistema de tres partículas en el sentido de que el mismo Hamiltoniano 

puede describir tanto el  𝐻− y el 𝐻2
+  si se intercambian simplemente las masas y las cargas. 
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En este sentido, Müller-Herold (2006) indica que la transición topológica (que va desde una 

densidad unimodal para 𝐻− a una bimodal para  𝐻2
+ ) puede tomarse como evidencia para 

la subyacente estructura molecular. Sin embargo, como se ha demostrado en la presente tesis, 

cuando la densidad de una partícula es vista desde el centro geométrico entre las partículas 

1 y 2 la densidad se mantiene bimodal a lo largo de todas las variaciones de masas. Así, se 

puede concluir que debido a que en el caso nBO no existe una definición única de la densidad 

de una partícula, no es posible derivar una estructura molecular única, en la forma que es 

hecho para la aproximación BO, a partir de la topología de la densidad de una partícula. 
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ANEXOS 

 

Tablas 

 

 

 

 

 

 
Tabla 1: Coeficientes 𝛼𝑖[𝒄] que definen los puntos de referencia. cm, gc12, p3, y cm13 son el centro de masas 

del sistema total, el centro geométrico de las partículas 1 y 2, la posición de la partícula distinta 3, y el centro 

de masa de las partículas 1 y 2, respectivamente.   

[𝒄] 𝜶𝟏[𝒄] 𝜶𝟐[𝒄] 𝜶𝟑[𝒄] 

cm 
𝑚

2𝑚 +𝑚3
 

𝑚

2𝑚 +𝑚3
 

𝑚3
2𝑚 +𝑚3

 

gc12 
1

2
 

1

2
 0 

p3 0 0 1 

cm13 
𝑚

𝑚 +𝑚3
 0 

𝑚3
𝑚 +𝑚3

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 
 

Tabla 2: Densidades 𝜌12 y 𝜌3 (partículas iguales y distinta, respectivamente) obtenidas para diferentes puntos de referencia. La densidad de una partícula 𝜌3 para el punto 

de referencia [p3] es simplemente la función delta de Dirac y se omite en la tabla. 

[𝐜𝐦] 
𝝆𝟏𝟐 = 𝜨𝒆

−𝒘𝟐𝝀
𝟐𝒛𝟐∑∑𝒃𝒊𝒃𝒋𝟐

𝒊+𝒋(𝟒𝒘𝟏 +𝒘𝟐𝝀
𝟐)−(

𝒊+𝒋+𝟑
𝟐

)𝚪 (
𝒊 + 𝒋 + 𝟑

𝟐
) 𝑭𝟏 [

𝒊 + 𝒋 + 𝟑

𝟐
,
𝟑

𝟐
,
𝒘𝟐

𝟐𝝀𝟒𝒛𝟐

𝟒𝒘𝟏 +𝒘𝟐𝝀
𝟐
]𝟏

𝒏

𝒋=𝟎

𝒏

𝒊=𝟎

 

𝝆𝟑 = 𝜨𝒆
−
𝒘𝟐𝝀

𝟒
𝒓𝟐

  donde  𝝀 =
𝟐𝒎+𝒎𝟑

𝒎𝟑
 

[gc12] 
𝜌12 = 𝛮𝑒

−4𝑤1𝑧
2
∑∑𝑏𝑖𝑏𝑗2

𝑖+𝑗𝑧𝑖+𝑗
𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝜌3 = 𝛮𝑒
−𝑤2𝑟

2
 

[cm13] 

𝜌12 = 𝛮𝑒
−𝑤2𝐴

2𝑟2∑∑𝑏𝑖𝑏𝑗Γ (
𝑖 + 𝑗 + 3

2
) {(𝑤1 + 𝑤2𝐵

2)−(
𝑖+𝑗+3
2

)
𝐹1 [
𝑖 + 𝑗 + 3

2
,
3

2
,
𝑤2

2𝐴2𝐵2𝑧2

𝑤1 + 𝑤2𝐵
2 ] + (𝑤1 +

𝑤2
4
)
−(
𝑖+𝑗+3
2

)

𝐹1 [
𝑖 + 𝑗 + 3

2
,
3

2
,
𝜅2𝑧2

4𝑤1 + 𝑤2
]11 }

𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

𝜌3 = 𝛮𝑒
−𝑤2𝜅

2𝑧2∑∑𝑏𝑖𝑏𝑗 (𝑤1 +
𝑤2
4
)
−(
𝑖+𝑗+3
2

)

𝐹1 [
𝑖 + 𝑗 + 3

2
,
3

2
,
𝜅2𝑧2

4𝑤1 + 𝑤2
]1

𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

donde 𝐴 =
𝑚+𝑚3

𝑚3
, 𝐵 =

2𝑚+𝑚3

2𝑚3
 y 𝜅 =

𝑚+𝑚3

𝑚3
 

[p3] 𝜌12 = 𝛮𝑒
−𝑤2𝑟

2
∑ ∑ 𝑏𝑖𝑏𝑗𝜂

−(
𝑖+𝑗+3

2
)Γ (

𝑖+𝑗+3

2
) 𝐹1 [

𝑖+𝑗+3

2
,
3

2
,
𝑤2

2𝑟2

4𝜂
]1

𝑛
𝑗=0

𝑛
𝑖=0   donde  𝜂 = 𝑤1 +

𝑤2

4
 



 

 

 

Figuras 

 

 

 

 

Figura 1: Energías analíticas (cruces) y energías variacionales interpoladas (línea) obtenidas para la ecuación 

(16) asociada al sistema hidruro Hooke-Coulomb. Tanto los valores analíticos de energía como los 

variacionales corresponden a funciones de onda con 𝑙1 = 0. La longitud mínima de la expansión de la función 

de onda variacional 𝜇𝑛1,0
𝑣𝑎𝑟  es 𝑛1

𝑣𝑎𝑟 = 25 para que la condición |𝐸1 − 𝐸1𝑣𝑎𝑟| ≤ 10
−10 se cumpla. 
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Figura 2: Representación gráfica de la densidad electrónica 𝜌12(𝑧, [𝒄]) para el sistema 𝐻− para los puntos de 

referencia [cm], [gc12], [p3], y [cm13]. El gráfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades 

tridimensionales. 
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Figura 3: Representación gráfica de la densidad nuclear  𝜌3(𝑧, [𝒄]) para el sistema 𝐻− para los puntos de referencia 

[cm], [gc12], y [cm13]. El gráfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades tridimensionales. 
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Figura 4: Representación gráfica de la densidad nuclear 𝜌12(𝑧, [𝒄]) para el sistema 𝐻2
+ para los puntos de 

referencia [cm], [gc12], [p3] y [cm13]. El gráfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades 

tridimensionales. 
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Figura 5: Representación gráfica de la densidad electrónica 𝜌3(𝑧, [𝒄]) para el sistema 𝐻2
+ para los puntos de 

referencia [cm], [gc12], y [cm13]. El gráfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades 

tridimensionales. 
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Figura 6: Representación gráfica de la densidad electrónica 𝜌12(𝑧, [𝒄]) para el sistema 𝑃𝑠− para los puntos de 

referencia [cm], [gc12], [p3] y [cm13]. El gráfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades 

tridimensionales. 
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Figura 7: Los puntos negros hacen referencia a los pares ordenados (𝑚,𝑚3) para los cuales se obtienen puntos 

de inflexión de las expresiones analíticas. La línea que une a los puntos es una interpolación parabólica que 

separa la región izquierda donde 𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎]) es unimodal y la derecha donde es bimodal. La línea de puntos 

denota el limite asintótico cuando 𝑚3 → ∞ correspondiente a 𝑚 = 13.54586. El inserto enfatiza la región 

definida por 0 ≤ 𝑚 ≤ 1.7 y 0 ≤ 𝑚3 ≤ 1.5.  
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Figura 8: Representación gráfica de la transición unimodal a bimodal para 𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎]) como función de 𝜎 =
𝑚

𝑚3
 cuando la masa de la partícula diferente 𝑚3 se mantiene fija (𝑚3 = 1) y aquella de las partículas iguales 𝑚 

varía desde 𝑚 = 1 a 𝑚 = 2. El punto de inflexión se presenta alrededor de 𝜎 = 1.5. 
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Figura 9: Visualización gráfica de la dependencia 𝜌12(𝑧, [𝒄𝒎]) (calculada usando el centro de masa como punto de 

referencia) con respecto a las masas de las partículas. La masa de la partícula diferente se mantiene fija siendo 

igual al valor de la masa del protón (𝑚3 = 𝑚𝑝) mientras que la masa de las partículas iguales varía desde el 

valor de la masa del electrón  (𝑚 = 𝑚𝑒) hasta el de la masa del protón  (𝑚 = 𝑚𝑝). El gráfico corresponde a 

un corte en el plano XZ de las densidades tridimensionales. 
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Figura 10: Visualización gráfica de la dependencia 𝜌12(𝑧, [𝒈𝒄𝟏𝟐]) (calculada usando el centro geométrico entre la 

partículas iguales como punto de referencia) con respecto a las masas de las partículas. La masa de la partícula 

diferente se mantiene fija siendo igual al valor de la masa del protón (𝑚3 = 𝑚𝑝) mientras que la masa de las 

partículas iguales varía desde el valor de la masa del electrón  (𝑚 = 𝑚𝑒) hasta el de la masa del protón  (𝑚 =
𝑚𝑝). El gráfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades tridimensionales. 

 

 

 

 

 


