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RESUMEN

Las densidades electronicas y nucleares para un sistema de tres particulas que interaccionan
a través de un potencial Hooke-Coulomb son presentadas. Estas densidades se obtienen
usando expresiones analiticas exactas al igual que soluciones variacionales. Ademas, las
densidades son calculadas para diferentes puntos de referencia, como el centro de masa
global [cm], el centro geométrico entre las particulas idénticas [gcl12], el centro geométrico
entre las particulas distintas, y la posicion de la particula distinta [p3]. Se ha evidenciado
que la topologia de las densidades nBO depende de la eleccion de los puntos de referencia.
Este resultado es a su vez es usado para argumentar que en el régimen nBO las propiedades
topoldgicas de la densidad no pueden ser univocamente correlacionadas con la estructura
molecular en la manera que se lo hace en la aproximacion BO.



ABSTRACT

Non-Born-Oppenheimer, nBO, one-particle nuclear and electron densities for a Hooke-
Coulomb model of a three-body system are presented. These densities are obtained using
exact closed-form analytic solutions to this problem as well as variational solutions.
Moreover, the densities are calculated using different reference points, such as the global
center of mass [cm], the geometric centers between both identical [gc12] and non-identical
particles [cm13], and the location of the non-identical particle [p3]. It is shown that the
topology of these nBO densities depends upon the choice of the reference points. This result
is in turn used to argue that in a nBO regime the topological properties of the one-particle
density cannot be univocally correlated with molecular structure, in the way it is done for
the Born-Oppenheimer approximation.
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INTRODUCCION

La mayoria de métodos disponibles para describir propiedades fisicas y quimicas que
ocurren a nivel atdbmico se basan en la aproximacién Born-Oppenheimer (BO) en la cual se
asume que los nucleos de una molécula se mantienen fijos con respecto al movimiento
electrénico en vista de que su masa es mucho mayor que la de los electrones. Sin embargo,
existen fendmenos de gran importancia en el campo de la quimica (i.e. dindmica de
reacciones, dindmica molecular, etc.) en los cuales los efectos cuanticos de los nucleos, asi
como su dinamica, deben ser considerados. Para lograr esto, se deben desarrollar métodos
no-Born-Oppenheimer (nBO), es decir, métodos en los que se levante dicha aproximacion,
de tal manera que se puedan obtener funciones de onda que describen de forma
contemporanea el comportamiento dindmico de los nucleos y los electrones.

Dentro de la aproximacién BO, la estructura molecular se puede predecir a partir del
analisis topolégico de la densidad electronica (calculada a partir de una funcién de onda)
como se ha propuesto en la Teoria Cuantica de Atomos en Moléculas (QTAIM, por sus
siglas en inglés) desarrollada por Richard Bader. (Bader, 2010) EIl andlisis topoldgico de
Bader representa entonces una invaluable herramienta en la dilucidacién de las propiedades
estructurales de sistemas moleculares. Sin embargo, para el tratamiento nBO, existe
actualmente la interrogante de si es posible o no determinar la estructura molecular a partir
de la densidad electronica calculada en el régimen nBO.

La inclusion del movimiento de los nucleos en la ecuacion de Schrodinger hace que
la resolucion de la misma sea mucho mas dificil, por lo que proponer y desarrollar métodos
nBO no es una tarea sencilla y por lo tanto no se ha podido evaluar de forma detallada la

validez de la teoria de Bader en el régimen nBO. En trabajos recientes, se han desarrollado
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métodos para el calculo de densidades electronicas y nucleares nBO de manera analitica y
variacional para sistemas de pocas particulas como Hy*, (Matyus et al., 2012; Matyus et al.,
2011; Bishop et al., 1979; Aria de Saavedra et al., 1998) HD*, (Bubin et al., 2005) y LiH".
(Bubin et al., 2006)

En la presente tesis, se propone un método nBO que no requiere de grandes recursos
computacionales y es aplicado para el calculo de densidades electronicas y nucleares de un
sistema modelo compuesto por tres particulas (i.e., dos idénticas y una diferente) que
interactian a través de un potencial Hooke-Coulomb. (Rodriguez et al.,, 2013)
Adicionalmente se prueba que el andlisis topoldgico de Bader tradicional no es aplicable en
el régimen nBO en vista de que tanto las densidades electronicas como las nucleares
dependen del punto de referencia desde el cual se calculan y por lo tanto no pueden ser

univocamente definidas. (Rodriguez et al., 2013)
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MARCO TEORICO

La ecuacion de Schrodinger

En el campo de la quimica y fisica cuantica, el objetivo final de la mayoria de las
metodologias propuestas es resolver la ecuacion de Schrodinger no relativista independiente
del tiempo:

AY(ry, ..., ty) = EP(ry, ..,ry) (1)

Para un sistema de N particulas, la dinamica del estado cuantico viene descrito
completamente por la funcién de onda ¥ (r4,...,ry ) donde r; se refiere a la posicion
(coordenadas espaciales y de ser necesario de espin) de la particula i.

La solucién de la ecuacién de Schrodinger implica encontrar una funcién de onda y
que sea autofuncion del operador Hamiltoniano H con autovalor correspondiente a la energia
E del sistema.

Para un sistema de M protones y N electrones, el operador Hamiltoniano

expresado en unidades atémicas (e = h = m, = 4me, = 1) €s:

N

1 2475

- VZ" ZZ +ZZ +Z Z @
2 |7 — RA| |1' — ;] |Ra — Rp]

Aqui, los indices A y B denotan los M protones, mientras que los indices i y j los N
electrones del sistema. Los dos primero términos describen la energia cinética de los
electrones y de los protones mientras que los otros tres términos representan el potencial del
sistema, es decir, la atraccion electrostatica entre nucleos y electrones y las repulsiones

correspondientes a las interacciones electron-electron y nicleo-nucleo.
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Aproximacion de Born-Oppenheimer

El Hamiltoniano de la expresion (2) se puede simplificar dada la diferencia entre la masa de
los protones y los electrones (i.e., m,~1800 m,). En vista de que los protones son mucho
mas pesados que los electrones, se puede considerar que los electrones se mueven en un
campo de nucleos fijos, por lo que la energia cinética nuclear es cero y la correspondiente
energia potencial asociada a la repulsion de los nucleos es simplemente una constante. En
consecuencia, el operador de la ecuacién (2) se simplifica a un Hamiltoniano electrénico el
cual expresado en unidades atomicas es:
N N M N N
_ Yo IO, 1
e =14 Dot e == 0 =0 Yot D e )
i=1 ic14=1 ¢ sl L Jj
La solucion de la ecuacion de Schrodinger incluyendo H,,,. es la funcion de onda

electronica Y, asociada a E,;.. que es la correspondiente energia electrénica.

La Teoria Cuantica de Atomos en Moléculas (QTAIM)

La Teoria Cuantica de Atomos en Moléculas (QTAIM), desarrollada por Bader, se
fundamenta en la idea de que las propiedades estructurales de una molécula se pueden
deducir a partir de la densidad electrénica, p,;..(r), la cual se obtiene a partir de ;.. de

acuerdo a:

pelec(r) = j l’b*elec (7'1: - Ty )ﬁelec (r)lpelec(rln Ty ) drl drN (4)

En contraste con la funcion de onda que depende de 4N variables (i.e., posicion y
espin de los N electrones), la densidad electronica es una funcidn que depende Unicamente
del vector 7, por lo cual su analisis topoldgico resulta sencillo de realizar. Considerando que

p(r) exhibe por un lado maximos locales en regiones en las cuales se encuentran ubicados



14

los nucleos y por otro lado puntos de ensilladura entre los pares de nucleos que estan
enlazados, el andlisis topoldgico de p(r) permite obtener la estructura de una molécula de
forma directa.

Cabe indicar que la conexion entre la topologia de la densidad electronica y la
estabilidad estructural de moléculas aisladas han sido bien establecidas. Incluso, se ha
observado que la estabilidad de una molécula se correlaciona con los valores de la densidad

electronica en el punto critico de enlace. (Bader, 2010)

Régimen No-Born-Oppenheimer

Como ya se comentd previamente, en varios procesos fisicos y quimicos de interés, los
efectos nucleares cuénticos son significativos y deben ser considerados para lograr una
descripcion adecuada lo cual implica el levantamiento de la aproximacion BO. En el régimen
nBO o régimen no adiabatico, los movimientos electrénicos y nucleares estan acoplados, 1o
que quiere decir que el movimiento nuclear genera un cambio en el estado electrénico y
viceversa.

Varios estudios han demostrado que los efectos cuanticos nucleares juegan un rol
importante en la determinacion del conjunto de caminos de reaccion energéticamente
permitidos para reacciones bimoleculares y unimoleculares complejas, (Butler, 1998), por
lo que resulta importante el desarrollo de métodos que permitan la determinacion de estados
de transicion no adiabaticos en reacciones quimicas.

Una primera aproximacion al régimen nBO se obtiene al considerar que los nucleos
y electrones de un atomo forman particulas unicas (i.e., esferas idnicas) cuya dinamica se
describe en base a los principios de la mecénica clasica. Esta metodologia se denomina

dindmica molecular y se emplea tipicamente en la descripcion de sistemas que sobrepasan
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las centenas de atomos. (Jasper et al., 2006) A pesar de que los métodos basados en la
dindmica molecular han sido sumamente importantes para dilucidar el comportamiento de
sistemas supramoleculares (Jasper et al., 2006), dichos métodos poseen grandes limitaciones
ya que no se pueden aplicar para describir los casos en los que los efectos cuanticos
nucleares, como el tunelamiento de atomos de hidrégeno, son significativos.

Una alternativa para describir sistemas moleculares en el régimen nBO ha sido
propuesta por Cafiero y Adamowicz (2005) quienes emplean un método variacional basado
en el uso de funciones Gaussianas explicitamente correlacionadas (i.e., funciones base) para
la construccion de funciones de onda no-adiabaticas, es decir funciones de onda
dependientes tanto del movimiento nuclear como del electrénico. A través de esta
metodologia, sistemas de pocas particulas como H;, (Cafiero et al., 2005) LiH™*, (Cafiero et
al., 2005) HT*, (Bednarz et al., 2005) HD*, (Bubin et al., 2005) y HD (Bubin et al., 2009)
se han podido estudiar de forma exhaustiva. ES importante mencionar que en vista de que en
este método se resuelve la ecuacion de Schrodinger para un Hamiltoniano con un potencial
completamente Coulémbico, la funcion de onda debe ser expandida con un nimero elevado
de funciones base. Por ejemplo, para el caso de la molécula HT*, el conjunto de funciones
base empleado por Adamowicz fue definido desde 1500 hasta 5000 funciones Gaussianas
explicitamente correlacionadas. (Bednarz et al., 2005) La necesidad de usar estos enormes
conjuntos de funciones base no solo implican un elevado gasto de recursos computacionales
si no que por otra parte practicamente imposibilita que este metodo pueda ser extendido a
moléculas de mayor dimension. Para solventar las limitaciones del método de Cafiero y
Adamowicz, Ludefia et al. (2012) han sugerido en un trabajo reciente el uso de operadores
Hamiltonianos modelo o simplificados que den paso a ecuaciones de Schrdodinger

solucionables de forma exacta. Esta metodologia fue aplicada para encontrar funciones de
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onda no-adiabaticas para un sistema de tres particulas (i.e., dos particulas idénticas y una
diferente) que interactian a través de un potencial de Hooke-Calogero (i.e., interaccion
armonica entre particulas diferentes e interaccion a traves de un potencial cuadratico inverso
para las particulas idénticas). A partir de las funciones de onda no-adiabaticas, Ludefia et al.
(2012) calcularon también las densidades electronicas y nucleares variando el punto de
referencia y como resultado de esto determinaron que tanto la densidad electronica como la
nuclear no se pueden definir de forma univoca ya que existen diferencias entre las densidades
calculadas para distintos puntos de referencia. Esta observacion sugiere que la teoria QTAIM
de Bader no es aplicable directamente en el regimen nBO ya que la densidad electrénica y
por lo tanto su topologia no esta completamente definida al depender del punto de referencia
que se elija para su calculo. En la presente tesis se extiende la metodologia de Ludefia et al.
al considerar un Hamiltoniano que contiene un potencial Hooke-Coulomb para describir la
interaccion de las particulas en un sistema formado por dos particulas idénticas y una

diferente.
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MODELO HOOK-COULOMB DE TRES PARTICULAS

El modelo analizado en la presente tesis consiste de un sistema de tres particulas que
interacttan entre ellas. Se define a las particulas 1 y 2 como particulas idénticas cargadas
con carga e y masa m; = m, = m, mientras que la particula 3 tiene una masa ms y carga
opuesta a la de las particulas 1 y 2. La posicion de cada particula se define por un conjunto
de vectores {q;};_, que son escogidos arbitrariamente en el marco de coordenadas de

laboratorio. EI Hamiltoniano asociado con el modelo es:

A 1 1 L 2
- _%Vql — %qu - 2—m3\7q3 +V(q1,92,93) (5)

donde la forma explicita de la energia potencial es:

V(q1,92,93) = k(g3 — q1)* + k(q: — q2)* + | (6)

qz — 4.l

En el término del potencial se puede notar que las particulas idénticas del sistema
interacttan a través de un potencial Coulombico, mientras que las particulas diferentes
interactGan a través de un potencial Hookeano (i.e., armonico).

Efectuando un cambio a coordenadas traslacionalmente invariantes de Jacobi, a
través de la siguiente relacion:

-1 1 0

ty 1 1\‘ q1
<t2> = 2 (‘h) (7

t3 ms qs

SN

My My Mg
la ecuacion de Schrodinger del sistema se reduce a tres ecuaciones separadas para: i)

el movimiento relativo de las particulas 1y 2 (i.e., H,(t;)), ii) el movimiento del centro de
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masa de las particulas 1 y 2 relativo a la particula 3 (i.e., H,(t,)), y iii) el movimiento del

centro de masa de todo el sistema (H;(t3)):

1k, 1
Hi(t,) = “m t1+§t1+a
1 2
Hy(ty) = o ., +2kt;  (8)
1,
Hi(t;) = Y, Ve,
T

7 2mm . .
Notese que u = ﬁ es la masa reducida el sistema.
3

Con la factorizacion llevada a cabo, la funcion de onda original #(q4, q,, q3) se
desacopla en W(t4,t,,t3) = W, (t;)¥,(t,)W5(t3). La solucion de H ¥, (t,) = E ¥,(t,)
requiere un tratamiento especial al cual se dedica la siguiente seccién. Las ecuaciones
restantes son problemas bien conocidos en la mecénica cuantica: H,W¥,(t,) = E,¥,(t,)
corresponde al oscilador armonico cuantico en tres dimensiones, y H;¥5(t3) = EsW5(t3)
representa una onda libre en tres dimensiones. Para la primera de estas dos Gltimas

ecuaciones, la solucion es ¥,(t,) = l/an,zz(tz)Yzz,mlz(GzKPz) (donde n,, I, y m,;, son

nimeros cuanticos usuales). Para 1, = 0, esta solucion se puede simplificar a Y, o(t;) =

2
exp (—w2 %2) donde w, = 2,/ku. Una forma explicita de ¥5(t3) no se necesita ya que esta

describe el movimiento del centro de masa de todo el sistema, el cual no aparece para el

calculo de las densidades de una particula.

Funciones de onda analiticas y variacionales para el movimiento relativo de
las particulas iguales 1y 2

La ecuacion de Schrodinger para el movimiento relativo de las particulas 1y 2 que se obtiene

de la ecuacion (8) es:
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1k, 1
(_EVH + §t1 + a) Vi (t) = E¥:(t) (9)

la misma que se reescribe en una forma mas conveniente:

1_, wi ,  m ,
-V +—t° +— | ¥, (t) = E" ¥, (¢,) (10)
2’a T 2t

donde w, = /kTm yE', = %El

Una separacion adicional de la ecuacion (10) en términos de las partes angular y

radial se logra escribiendo ¥, (t;) como:

1
Y () = alﬁ (t1)Y1,,m,, (61, 91) (11)

Tras insertar la Gltima expresion en la ecuacion (10), se obtiene una ecuacion

diferencial para pq (t;):

+—+

1 d? +l1(ll+1) m  wi
2dt? 2t2 2t; 2

tf) py (1) = E'yuy (t) (12)

Encontrar una solucion para esta ecuacion no es trivial, principalmente por la

.- . , . . 1 . .
complejidad que surge por la presencia del término repulsivo —en el operador Hamiltoniano.
1

De hecho, Santos (1968) y Taut (1993) mostraron que existen soluciones analiticas
solamente para algunos valores del parametro w;, los cuales dan paso al conjunto
{w;([m]; ny, 1)} Las condiciones de borde que debe satisfacer la ecuacion (12) se obtienen
tras examinar su comportamiento asintético. Asi, por ejemplo, para valores grandes de t,, la
ecuacion (12) describe a un oscilador arménico cuya solucién del estado basal tiene la forma

Uy (ty) = exp (—Mtf). Claramente, cuando t, tiende a infinito, u,(t;) tiende a

cero. De igual manera, cuando t; tiende a cero, la solucién de la ecuacion (12) adopta la

forma i (t;) = t**" y uy (¢,) = £, para [; = 0. La primera solucién mostrada satisface
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la condicion de borde u,(t;) = 0 cuando t; — 0. Lasegunda solucion, u,(t;) = tl"ll, sin
embargo, es descartada ya que no cumple con los requerimientos fisicos. Tomando en cuenta

el andlisis asintético, la solucién de la ecuacion (12) tiene la siguiente forma:

wy([m];ny, 1)

pa(t1) = pn, 1, (t1) = exp (‘ t12> Py, (8) (13)

donde P, ,; (t;) es un polinomio en t; definido como:

ny

, .
Py, (t) = tf“Z a;t; (14)

i=0

La inclusion de polinomios finitos P, ; (t;) para n; = 1,2, ... en la solucion de la
ecuacion (12) es una condicién suficiente para garantizar la normalizabilidad de la funcion
U1 (t1). (Ludefa et al., 2005)

Como se indicd anteriormente, los valores de w; para los que existen soluciones
analiticas de la ecuacién (11) forman el conjunto {w,([m];ny, 1)} que depende
paramétricamente de m. NoOtese que existe una dependencia explicita de la constante de
acoplamiento k; sin embargo, los valores de m y k estan acoplados para un valor definido
de w;. Entonces, la cuantizacion de las soluciones uy, ;. (t;) da, para un valor fijado de m,
diferentes valores de wy, los que a su vez determinan diferentes valores de la constante de

acoplamiento k. Asi, la situacién usual es que para un w; dado, determinado a partir de la

relacion w; = /%m no hay un valor que coincide dentro del conjunto {w,([m]; ny, 1)}

Ademas, dado m, para cada valor de n, se puede encontrar por lo menos un
valor de w;([m];nq, ;) (lo opuesto es en general no verdadero). De esta manera, para

valores w; ([m]; nq, l;) pertenecientes al conjunto, la energia viene dada por:

By = wi(Imlimg, 1) (my + b +3) (15)
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y la correspondiente funcion de onda es:

ny

w,(Iml;nq, 1 i
lpnl,ll(tl) =Nexp (_ 1([ ] 1 1) t2>zai tiﬁ (16)

2 1
i=0

El hecho de que solo algunos valores de w; ([m]; ny, [;) brindan soluciones analiticas
es una limitacion severa en el uso de este tipo de soluciones en el tratamiento del modelo de
tres particulas Hooke-Coulomb donde, con el fin de evaluar el efecto que tiene el variar la
masa sobre la estructura molecular, las densidades tienen que ser calculadas para valores de
m y k que dan paso a valores dew; que no estan contenidos dentro del conjunto
{wi([m]; ny, L)}

Por esta razdn, las soluciones analiticas se deben complementar con funciones de
onda calculadas de forma variacional designadas para representar ¥, ; (t;) en valores de
m y k fuera del conjunto {w, ([m]; n,, [;)} asociado a las soluciones analiticas. La funcion
de onda radial u,_ ;, (t;) es aproximada por la siguiente expansion:

nl{a‘r’

BT () = ) @y, (6) (17)

i=0

donde las funciones base son:

L L+it1 wi %" 5
X, (t1) = t; exp\ — > tr ) (18)

Los coeficientes variacionales de la ecuacién (17) son obtenidos a través de la
diagonalizacion de la matriz del Hamiltoniano cuyos elementos (tomando [; = 0) vienen
dados por:

1 d2 m1 W12 2
H; = <Xi,0(t1)| B Ed_tf_i_ 2_t1 +7tl |Xj’0(t1)) (19)

La funcién de onda variacional resultante es:
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nl{aT
!

w .
var (r) = N exp (—ﬁf) D et (20)
i=0
Existen varias diferencias entre las ecuaciones (16) y (20). En la primera, los valores
w; ([m]; ny, ;) son aquellos permitidos por el tratamiento analitico de la ecuacion (12). De

manera similar, los coeficientes {a;} en la ecuacion (16) son obtenidos a través de la

recursion que se genera en este analisis. (Taut, 1993) En la ecuacion (20), los valores w son

. . . g km
valores arbitrarios calculados a partir de la relacion w; = /7 tras emplear valores de m y

k que no esten acoplados. Es importante indicar que para el tratamiento variacional, se debe
escoger una longitud Unica ny*" para todas las funciones de onda generadas por la ecuacion
(20). El namero de términos del polinomio es determinado como la expansién de longitud
minima tras adecuar las energias variacionales con las exactas. Los calculos entonces son
Ilevados a cabo tomando para {w; } los valores analiticos conocidos w, ([m]; nq, 1;). Una vez
determinado nY*" de esta manera, para cualquier wy arbitrario, los coeficientes variacionales
{a;*"} son obtenidos tras diagonalizar la matriz Hamiltoniana de la ecuacion (19). Para
aquellos casos que son descritos por un valor w; que se encuentran fuera del conjunto
{w;([m]; nq, l;)} de valores analiticos, se usa la funcion de onda variacional de la ecuacion

(20) para los calculos de las densidades electronicas y nucleares.
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FUNCION DENSIDAD
La densidad de una particula para las particulas iguales 1 y 2 se calcula mediante la
expresion:
praleD) = [ &ty [ & Wi (61, pra i (€D Pine(tr,82) (21)

donde ¥, = ¥;(t1)¥W,(ty) y el operador de la densidad de una particula

correspondiente es:

pra@ri[eD = ) 8 @lel - 1) (22)

Los vectores a;[c]| denotan la posicion de la particula i (i.e., i = 1,2, 3) desde el
punto de vista de un punto de referencia dado c:
aj[c]=q;— ¢ (23)
donde la posicion ¢ del punto de referencia viene, en general, dado por la

combinacion lineal de los vectores q;:

3
=1

= alclq (24)

Para satisfacer la condicion de normalizacion se debe imponer:

3
Zai[c] 1 (25)

i=1

De igual manera, la densidad la particula 3 viene dada por:

poleD) = [ty [ @2 6000, B (D Wi, 82) (26)
donde el operador de densidad de la ecuacion (26) es:

p:(r;[c]) = 6(as[c] —7) (27)



24

En ambos casos, la funcién de onda del centro de masa no aparece en la integral. En
la tabla 1 se listan los coeficientes «;[c] pertenecientes a cada uno de los puntos de
referencia considerados en la presente tesis: el centro de masas del sistema total (i.e., [cm]),
el centro geométrico de las particulas 1 y 2 (i.e., gc12), la posicion de la particula distinta 3
(i.e., [p3]), y el centro de masa de las particulas 1 y 3 (i .e., [cm13]).

Paral; = 0y [, = 0, las funciones ¥, (t;) y ¥,(t;) se reemplazan en ¥, ,(t;) y
Wn,o(t2), respectivamente, o en el caso ¥;(t;) en ¥;% (t;) para la aproximacion
variacional. Asi, acorde a la ecuaciones (16) y (20), se puede escribir las siguientes
expresiones para el estado basal (I, = 0,1, = 0) tanto para las funciones de onda analiticas
y variacionales:

n n
P le) =N Y by [ @ty [ & gy efTem et p, (e (29)
=0

i=0

ps(rileD =N ) ) biby ] 4>ty J Aty £, eMitie M2t pa (s [c]) (29)

i=0 j=0

donde b; = a;, w; = wy([m];ny,0), y n = n, para el caso analitico y b; = aj*",

var

w; = w/Y, yn =n{* parael caso variacional.

Las condiciones de normalizacion para las densidades son:

J d3rpia(r;[c]) =2 (30)

J d&®rps(r;[ch =1 (31)
Mediante el uso de las ecuaciones (23) y (27) y empleando los coeficientes «;[c] de
la tabla 1, el correspondiente operador de densidad es definido para cada caso. Tras integrar
las expresiones dadas en las ecuaciones (28) y (29), se obtiene las densidades de una

particula p;, y ps. Las expresiones explicitas para las densidades se presentan en la tabla 2.
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Aplicacion al sistema H™
Cuando m =m, =1y mz =m, = 1836.15266 (a.u.) el sistema corresponde al ion
hidruro H™ y en este caso en particular p;, es la densidad electrénica, mientras que p; es la
densidad nuclear.

Para poder comparar los resultados obtenidos con los reportados por Ludefia et Al.,

se fijé el mismo valor para la constante de acoplamiento, es decir k = 2. Con esta seleccion,

k . - ., s . .
wy = /Tm = 1. Al no existir solucion analitica para w; = 1, es necesario recurrir a las

soluciones variacionales. La longitud minima de la expansion n7*" = 25 se obtuvo tras
reproducir las energias desde n; = 1 hasta n; = 13 con las funciones de onda variacionales
con un error |E; — Ejpar] < 10719 hartree. La figura 1 muestra un gréfico de la energias
variacionales como funcion de 1/w;, donde ademas se denota los valores de energias
obtenidas analiticamente (cruces) que recaen sobre la linea variacional.

La figura 2 muestra las representaciones a lo largo del eje z de la densidad de un
electron py,(z,[c]) correspondiente a los cuatro puntos de referencia descritos
anteriormente. Las densidades de un electron para [cm], [cm13], y [p3] tienen formas
unimodales, y bimodal para [gc12]. Sin embargo, esta forma bimodal no va hacia el cero en
z = 0, a diferencia de la encontrada en la referencia 51.

En la figura 3, se muestra la representacion grafica de la densidad nuclear para el
sistema H~. Solo tres puntos de referencia se muestran en esta figura, ya que la densidad
nuclear vista desde la posicion [p3] es simplemente la funcion delta de Dirac. Las densidades
nucleares para los puntos de referencia [cm] y [cm13] son funciones muy localizadas y con

cuspides muy pronunciadas y casi coinciden entre ellas porque los puntos de referencia
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quedan muy cerca el uno del otro. Por otro lado, la densidad nuclear vista desde el punto de

referencia [gc12] da lugar a una forma unimodal mucho maés extensa.

Aplicacion al sistema Hj

Se considerd también el caso donde m = m, = 1836.15266 y mz3 =m, =1 (a.u.)
correspondiente al ion molecular H3 . Para este sistema, la densidad de una particula para las
particulas idénticas es la densidad nuclear, mientras que la densidad de una particula para la
tercera particula es la del electron. Al igual que para el sistema H~, el valor de la longitud
de la expansion variacional fue optimizada, resultando ser n¥*" = 37. La longitud de esta
expansion permitio determinar las funciones de onda variacionales, las cuales fueron usadas
para obtener los coeficientes {a?*"} y las correspondientes densidades variacionales para
este sistema.

La figura 4 muestra una representacion grafica de las densidades nucleares de este
sistema medidas desde cuatro puntos de referencia distintos, como funcién de z. Las
densidades para los puntos de referencia [gc12] y [cm] tienen formas bimodales con picos
relativamente altos. Para el punto de referencia [p3], la densidad nuclear tiene una forma
unimodal mucho méas ancha. La densidad observada para el punto de referencia [cm13] tiene
una forma méas complicada, con un pico muy alto cerca del cero, para el proton 1, y una
forma bimodal con dos picos mas pequefios para el proton 2.

En la figura 5 se muestra la representacion grafica de la densidad electronica de este
sistema medida desde tres puntos de referencia distintos, tras excluir a la funcion delta de
Dirac resultante para el punto de referencia [p3]. Todas estas densidades tienen la misma
forma unimodal ancha, y para los puntos de referencia [cm] y [gcl2] las mismas se

sobreponen. Para [gcl2], la densidad electronica es un poco menos ancha.
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Aplicacion al sistema Ps~
Cuandom =m, =1y mz =m, =1 (a.u.) el sistema corresponde al ion positronio Ps~.
En este caso p,, es la densidad electronica y ps, la densidad positrénica.

En la figura 6 se muestra la representacion grafica de las densidades de un electron
p12(z,[c]) del sistema Ps~ correspondientes a los puntos de referencia [cm], [gcl2],
[cm13], y [p3]. Se observa que la densidad de un electron tiene un caracter unimodal para
[cm], [cm13], y [p3], y bimodal para [gcl12]. EI comportamiento unimodal de la densidad
de un electrén para el sistema considerado no coincide con el sistema Ps~ descrito por
Matyus et al. (2011) cuando se incluyen interacciones puramente Coulombicas, donde se
evidencia un caracter bimodal. Esta diferencia se discute en la siguiente seccion, donde se

va a considerar los cambios estructurales generados por la variacion de la masa.

Efecto de la proporcion de masa m/mg3 en las densidades asociadas a las
particulas idénticas

El Hamiltoniano para el sistema Hooke-Coulomb de tres particulas depende
paramétricamente de la proporciéon de masa, ¢ = m/ms. Esta dependencia se evidencia
considerando que para o = m,/m, la funcion de onda describe el sistema H;, y para o =
m,/m, el sistema H™.

Esta propiedad del Hamiltoniano y de la funcién de onda se ve evidenciada en la
densidad. Asi, en el limite superior p;,(z, [cm]) es la densidad nuclear, mientras que en el
limite inferior es la densidad electronica. Por lo tanto se puede aseverar que existe una
transicion topoldgica en la densidad que va desde una estructura bimodal en el limite

superior a una estructura unimodal en el inferior. Este fendmeno se relaciona al hecho que



28

p12(z, [ecm]) intercambia roles y pasa de describir la densidad de dos electrones alrededor
del nicleo (H™) a la de dos protones y un electrén (H;). Se puede notar que con la variacion
de o, la posicidn del centro de masas se transfiere desde un punto cercano a [c] = [gc12]
en el limite superior a otro cercano a [c] = [p3] en el inferior. Estos puntos no son iguales
alc] =[gc12]y [c] = [p3], respectivamente, dado el hecho que la coordenada del centro
de masas depende de la posicion de las particulas.

Debido a que las densidades para H~ y H; tienen diferentes topologias, se puede
proponer la existencia de un valor particular de o en el que ocurre una transicion entre las
dos diferentes topologias. Para el caso del Hamiltoniano Hooke-Calogero, Miller-Herold
(2006) calculd p;,(z, [em]) para valores de o que van desde o = m,/m,ao =m,/m, y
determinaron el punto de transicion examinando el comportamiento de la segunda derivada
de la densidad con respecto a z, esto es:

d?p12(z [em])/dz?|,-o =0 (32)

En la figura 7 se presenta la curva correspondiente a los pares ordenados (m,ms)
que satisfacen la ecuacion (32) en el presente modelo Hooke-Coulomb de tres particulas
para las densidades vistas desde un punto de referencia localizado en el centro de masas. La
curva fue generada por la interpolacion entre los puntos calculados para las expresiones
analiticas de la densidad. Se observa que el valor de m = 13.54586 es el limite asintdtico

cuando m5 — oo. Este valor difiere del obtenido para el sistema de tres particulas Hooke-

Calogero donde en el limite asintético m = 175 = 3.75. (Ludefia et al., 2012)

El punto de inflexion de la curva delimita dos regiones en el plano (m,m3). A la
izquierda de la curva se tiene una region donde p,,(z, [cm]) tiene un comportamiento

unimodal. Por ejemplo, un punto en esta region corresponde am = m, = 1y mg = my, a
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saber, este tiene la estructura e, e, p* del ion hidruro H~. A la derecha, los puntos en el
plano corresponden a estructuras bimodales.

Se ha destacado en la figura 7 dos puntos en los que la transicion ocurre. EIl primero,
rotulado por el valor o = 0.00717, corresponde a la transicion donde una densidad
unimodal en la que m; = m, = 1836.15266 se convierte en bimodal. La estructura en el
punto de inflexién es e~ (m = 13.1648), e~ (m = 13.1648), p™. El segundo punto se
muestra en el inserto de la figura 7 donde la escala de m5 ha sido magnificada. En este punto,
denotado por o = 2.1657, de nuevo una estructura unimodal se transforma en una bimodal,
en la estructura e”, e~, p*(m3; = 0.4617). Para entender de una mejor manera como la
transicion emerge se considera el punto m; = m =1 en el inserto. Este punto describe la
densidad unimodal del ion positronio Ps~ con la estructurae™, e, e* (0 equivalentemente,
e”, e”, pt(mz =1)). La transicién a la densidad bimodal ocurre cuando la masa del
positron es menor que 1. La presencia de una masa positronica mas liviana tiene el efecto de
mover el centro de masa mas cerca al centro geométrico entre los dos electrones. Recordando
que tal como se muestra en la figura 6, la densidad de un electrén del ion positronio Ps~ es
bimodal cuando el punto de referencia se encuentra en el centro geométrico de las dos
particulas idénticas. Para sistemas Coulombicos, en contraste con el presente modelo Hooke-
Coulomb, la transicion ocurre para un valor de m; mayor a 1.

En la figura 8 se examina el proceso en el que una densidad unimodal
correspondiente a la estructura e~, e, e’ del ion positronio Ps~ se convierte
progresivamente a una forma bimodal como resultado de incrementar la masa m de los
electrones manteniendo la masa m5 del positro fija al valor m; = 1. Se puede ver en esta

figura que el estado de transicion ocurre aproximadamente a ¢ = 1.5. Este valor concuerda

con el estimado del inserto de la figura 7, el cual muestra que la linea m; = 1 corta la curva
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am = 1.4770. A pesar de los estados de transicion muestran un comportamiento similar a
los sistemas Coulombicos de tres particulas estudiados por Matyus et al. (2011), los puntos
de transicion respectivos son diferentes.

Para poder dar una imagen mas concisa de la transicion topologica de la densidad
p12(z, [ecm]) , vista desde el centro de masas de todo el sistema, se presentan en la figura 9
graficos de estas densidades en diferentes etapas del proceso de transicion. Para mayor
claridad, solo tres valores de o = m/m3 son considerados: el valor inicial de, 0 = m,/m,

corresponde al sistema [H~ = e~e"p*] ; un valor intermedio, ¢ = 1.2 y un final, 0 = 1,
correspondiente al sistema p~p~p*. La densidad de un electron para el ion hidruro es
unimodal, Sin embargo, tanto para ¢ = 1.2 y o = 1 las densidades son bimodales. Por lo
tanto, se ve claramente que existe una transicion topolégica de las densidades de unimodal
a bimodal cuando el punto de referencia que se toma es el centro de masas.

Por otro lado, cuando se considera la densidad p,,(z, [gc12]), vista desde el centro
geomeétrico entre las particulas idénticas, se puede observar que mantiene una forma bimodal
para todos los valores de o. En la figura 10 se presenta graficos de estas densidades,
respectivamente, donde se consideraron los mismos valores de ¢ usados en el caso anterior.

El hecho de que la ocurrencia de la transicion topoldgica dependa en la eleccion del
punto de referencia claramente ilustra el hecho que la estructura geométrica no puede ser

asignada univocamente a este sistema de tres particulas solo en base a la topologia de la

densidad de un electrén.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo, se extendio el analisis llevado a cabo previamente por Ludefia et al.
(2012) para el modelo Hooke-Calogero de un sistema de tres particulas a un modelo mas
realista Hooke-Coulomb en el cual se incluye la repulsion electrostatica adecuada que existe
entre las dos particulas idénticas del sistema. En contraste con el primer modelo, para el que
se obtienen soluciones analiticas para todos los valores de masa de constantes de
acoplamiento, en el presente caso se complementaron las soluciones analiticas con funciones
de onda variacionales. Sin embargo, con el objetivo de facilitar el tratamiento del sistema,
se construyeron funciones de onda variacionales de tal manera que reflejen lo mejor posible
las soluciones analiticas. Esto conllevé a la posibilidad de obtener expresiones para las
densidades asociadas a cada tipo de particula del sistema. Usando estas expresiones se
examind, tanto para los casos analiticos y variacional, el efecto que tiene la seleccién de un
punto de referencia dado sobre las densidades electronica y nuclear. Se ha confirmado, al
igual que en el modelo Hooke-Calogero, que para el modelo Hooke-Coulomb, la topologia
de las densidades depende de la eleccion de puntos de referencia para su calculo. Asi, por
ejemplo, la densidad de un electrén p,,(z, [c]) descrita en la figura 2 para el sistema H™ es
unimodal cuando los puntos de referencia son [cm], [cm13], y [p3], pero es bimodal para
[gc12]. De igual manera, como se puede ver en la figura 4, la densidad de un nlcleo es
bimodal para los puntos de referencia [gc12] y [cm], unimodal para el punto de referencia
[p3] y trimodal para el punto de referencia [cm13].

Se ha argumentado que la estructura molecular esta implicita en el
Hamiltoniano de un sistema de tres particulas en el sentido de que el mismo Hamiltoniano

puede describir tanto el H~ y el HY si se intercambian simplemente las masas y las cargas.
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En este sentido, Muller-Herold (2006) indica que la transicién topoldgica (que va desde una
densidad unimodal para H~ a una bimodal para H; ) puede tomarse como evidencia para
la subyacente estructura molecular. Sin embargo, como se ha demostrado en la presente tesis,
cuando la densidad de una particula es vista desde el centro geométrico entre las particulas
1y 2 la densidad se mantiene bimodal a lo largo de todas las variaciones de masas. Asi, se
puede concluir que debido a que en el caso nBO no existe una definicidn Gnica de la densidad
de una particula, no es posible derivar una estructura molecular Unica, en la forma que es

hecho para la aproximacion BO, a partir de la topologia de la densidad de una particula.
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ANEXOS

Tablas

Tabla 1: Coeficientes a;[c] que definen los puntos de referencia. cm, gc12, p3, y cm13 son el centro de masas

del sistema total, el centro geométrico de las particulas 1 y 2, la posicion de la particula distinta 3, y el centro

de masa de las particulas 1y 2, respectivamente.

[c] aqc] a;[c] as(c]

m m ms

cm
2m+m3 2Zm+msz 2m+ms

gclz  — 1 0
p3 0 0 1

m ms
cml3

m+ mg 0 m+ mg




Tabla 2: Densidades p;, Y ps (particulas iguales y distinta, respectivamente) obtenidas para diferentes puntos de referencia. La densidad de una particula p; para el punto

de referencia [p3] es simplemente la funcién delta de Dirac y se omite en la tabla.

n
i+j+3\ i+j+3 i+j+3 3 wy22tz?
= Ne‘WZAZZZZZb b;2" (4wy + wyA? (=2 )I‘( ) ey
[cm] Pz —~ (dws 24 2 . 2 2" 4w, + w,A?
i=0 j=
wop i
ps=Ne +" donde A =2mms
n n
— Ne—4w1z? ZZ b b2+ 7it]

[gc12] P12 AV

i=0 j=0

ps = Ne~2”
n n i ) _(i+j+3 . 3 2.2
— Np-WaAlr? l+]+3) B2 (HL53) i+j+3 3 wy?A’B%2? wy =) i+j+33 k%2
pre= e ZZ)blb]F( (i waB5 ot 2 2wy +w,B? +(W1+ 4) 1 2 274wy +wy
1=0J=
+j+3 3 .
[em13] — —wzx z Zzb b w Wz) (l ]2 ) i+j+3 E K272
Pz y i T 2w, + wy
i=0 j=
dondeA — m+mg B = 2m+mg K = m+mg
3 2mg y ms
Hj+3 i+j+3 i+j+3 3 wylr w
[p3] p1y = Ne~W2r” Dizo Xi=o bibin~ (3 )I‘( > ) 1F1[ '3 in ] donde n =w; +Tz
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Figura 1: Energias analiticas (cruces) y energias variacionales interpoladas (linea) obtenidas para la ecuacién
(16) asociada al sistema hidruro Hooke-Coulomb. Tanto los valores analiticos de energia como los
variacionales corresponden a funciones de onda con [; = 0. La longitud minima de la expansién de la funcién
de onda variacional u, %, es n{*" = 25 para que la condicion |E; — Eqyer| < 10710 se cumpla.
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Figura 2: Representacion grafica de la densidad electrénica p,,(z, [c]) para el sistema H~ para los puntos de
referencia [cm], [gc12], [p3], y [cm13]. El gréafico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades

tridimensionales.
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Figura 3: Representacion grafica de la densidad nuclear p5(z, [c]) para el sistema H~ para los puntos de referencia
[cm], [gc12], y [cm13]. El gréfico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades tridimensionales.
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Figura 4: Representacion grafica de la densidad nuclear p,,(z, [c]) para el sistema H; para los puntos de
referencia [cm], [gcl12], [p3] y [cm13]. El grafico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades
tridimensionales.
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Figura 5: Representacion grafica de la densidad electronica p;(z, [c]) para el sistema H; para los puntos de
referencia [cm], [gc12], y [cm13]. El grafico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades

tridimensionales.
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Figura 6: Representacion grafica de la densidad electrénica p;,(z, [c]) para el sistema Ps~ para los puntos de
referencia [cm], [gc12], [p3] y [cm13]. El grafico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades

tridimensionales.
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Figura 7: Los puntos negros hacen referencia a los pares ordenados (m, m3) para los cuales se obtienen puntos
de inflexion de las expresiones analiticas. La linea que une a los puntos es una interpolacion parabélica que
separa la regién izquierda donde p,,(z, [cm]) es unimodal y la derecha donde es bimodal. La linea de puntos
denota el limite asintético cuando m4; — oo correspondiente a m = 13.54586. El inserto enfatiza la region
definidapor0 <m <1.7y0 <m3 < 1.5.
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Figura 8: Representacion grafica de la transicion unimodal a bimodal para p;,(z, [cm]) como funcién de o =
mﬂ cuando la masa de la particula diferente m; se mantiene fija (m; = 1) y aquella de las particulas iguales m
3

varia desde m = 1 am = 2. El punto de inflexion se presenta alrededor de o = 1.5.
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Figura 9: Visualizacion grafica de la dependencia p;, (z, [cm]) (calculada usando el centro de masa como punto de
referencia) con respecto a las masas de las particulas. La masa de la particula diferente se mantiene fija siendo
igual al valor de la masa del proton (m3; = m,) mientras que la masa de las particulas iguales varia desde el
valor de la masa del electron (m = m,) hasta el de la masa del proton (m = m,). El grafico corresponde a

un corte en el plano XZ de las densidades tridimensionales.



P2z gel2])

m = m,

HIF

m=—-—
2

m = m,
I

1.5

1.0

52

Figura 10: Visualizacion gréfica de la dependencia p;, (2, [gc12]) (calculada usando el centro geométrico entre la
particulas iguales como punto de referencia) con respecto a las masas de las particulas. La masa de la particula
diferente se mantiene fija siendo igual al valor de la masa del proton (m; = m,) mientras que la masa de las
particulas iguales varia desde el valor de la masa del electrén (m = m,) hasta el de la masa del protén (m =

m,,). El grafico corresponde a un corte en el plano XZ de las densidades tridimensionales.



