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Resumen

En este trabajo se analizaron diversas soluciones para las ecuaciones de Fried-
mann. Se calcul6 la edad del universo en funcién del corrimiento hacia el rojo
asumiendo una densidad cosmolégica de radiacion no despreciable, ademés del
parametro de corrimiento hacia el rojo en la época de transiciéon de un universo
dominado por radiacién hacia un universo dominado por materia. Adicional-
mente, se calculé analiticamente la edad de un universo abierto y cerrado en el
caso en el que se desprecia el valor de la constante cosmoldgica de Einstein.

Se consideraron ademés las restricciones sobre el rango de variacion de la
densidad cosmolégica de la materia en relacién a la densidad cosmoldgica del
vacio. Finalmente, se analizo el efecto sobre el factor de escala del universo para
una perturbacién temporal en la constante cosmologica.



Abstract

In this work several solutions of the Friedmann equations are analized. The
age of the universe was calculated as a function of the redshift, assuming a
non vanishing cosmological radiation density. Also, the redshift parameter was
found in the time of the transition from a radiation dominated universe to a
matter dominated universe. Aditionally, the analytical age of the universe was
calculated for an open and a closed universe in the case where the Einstein
cosmological constant is neglected.

The restrictions on the range of variation of the cosmological matter density
and the vacuum cosmological density were considered. Finally, the effect on the
scale factor of the universe for a time perturbation on the cosmological constant
was analyzed.



Indice
Resumen 7
Abstract 8
1. Introduccién 10
1.1. Cosmologia . . . . . . . . .. e 10
1.1.1. Eliniciodel universo . . . . . . . . .. ... . ... .... 10
1.1.2. Epocas del universo primitivo . . . . . . ... ... .... 11

1.2. Introduccién: Principio Cosmologico y Ecuaciones de Friedmann 13
1.2.1. Modelos de universo que no consideran la constante cos-

molégica . . . . . ... 16
1.2.2. Modelo de Sitter . . . .. .. .. ... .. .. ... ... 17
1.3. Densidad de Energia critica del universo . . . . . ... ... ... 17
1.4. Paradmetro de aceleracion . . . . . . .. ... ... ... .. 19
1.5. Constante cosmolégica y densidad de energia del vacio . . . . . . 19
1.6. Modelo de Lemaitre . . . . .. . .. .. .. ... .. ....... 21
1.7. Modelo Inflacionario . . . . . . . . . .. .. ... .. ....... 26
2. Ecuaciones de Friedmann, otra notacion 29
2.1. Parametro de corrimiento haciael rojo . . . . . . ... ... ... 32
2.2. Edad del universo en funciéonde z . . . ... ... .. ... ... 34
2.2.1. Edad del universo sin contribucién de la densidad de ener-
giadelaradiacion . . . . . ... ... ... oo 34
2.2.2. Edad del universo considerando la contribucién de la den-
sidad de energia de la radiacién . . . . . . .. ... ... 35
2.3. Calculo del parametro de corrimiento hacia el rojo en la época
de transicién . . . . . . . L. L e e e e e 38
3. Edad del universo para un universo no plano con A =0 40
3.1. Universo Cerrado . . . . . . . . . . . . . e 40
3.2. Universo abierto . . . ... ... ... . ... ... ... ... 43

4. Dependencia de la densidad de materia-energia con respecto a

la del vacio 46
5. Variaciéon temporal de A\ en las ecuaciones de Friedmann 59
6. Conclusiones 68
Apéndice 1 72
Apéndice 2 80

Referencias 82



1. Introduccién

1.1. Cosmologia
1.1.1. El inicio del universo

Una de las principales preguntas que se han formulado los cientificos a lo
largo de la historia es en qué manera inici6 el universo. Los cientificos que
intentan resolver esta pregunta son los cosmélogos, y la rama de la cosmologia
se remonta a los primeros griegos que observaban las estrellas. Con Copérnico y
su reafirmaciéon del modelo del sistema solar que proponia que la tierra giraba
alrededor del sol, las bases para que la cosmologia despegue definitivamente
fueron asentadas [1]. Con Newton, Brahe, Kepler y Galileo se perpetiia el modelo
del sistema solar aceptado actualmente, y con la contribuciéon de muchos otros
grandes se comienza a entender la vasta extension del universo [1]. Sin embargo,
se puede considerar que el salto determinante de esta rama de la fisica se dio
debido a la Teoria General de la Relatividad, desarrollada por Einstein entre
1908 y 1915[2].

Si la Teoria Especial de la Relatividad tiene como eje central la invarianza
de la velocidad de la luz en todos los marcos de referencia inerciales, la Teoria
General puede ser vista como una teoria sobre la gravedad[l, 2]. El resultado
principal de dicha teoria, la curvatura del espacio- tiempo debido a campos gra-
vitacionales, permitié el desarrollo de nuevas consideraciones para analizar la
geometria y la dindmica del universo. Particularmente, en su trabajo “Cosmo-
logical Considerations on the General Theory of Relativity”, Einstein llegd a un
resultado impresionante: no es posible construir un modelo de universo estatico
que sea consistente con la teoria general de la relatividad [1]. A pesar de esto,
Einstein decidi6 que tenia que existir un marco de referencia en donde el univer-
so fuese estético, por lo que agregd un término repulsivo a sus ecuaciones que
prevenia el colapso del universo debido a la gravedad. El coeficiente que acompa-
nia a dicho término se llamo constante cosmoldgica, y eventualmente se encontro
que pese a que se creé por consideraciones erréneas, describe perfectamente la
repulsion relacionada con la energia oscura[l, 2, 3, 4].

El modelo propuesto por Einstein, que considera una densidad homogénea
de materia se conoce como universo cerrado. La solucién de Einstein es ho-
mogenea e isotrdpica, pero ya no es aceptada. Esto se debe a que tiene dos
problemas fundamentales: no es estable y ademas se ha probado que el univer-
so efectivamente se expande. Una solucion parecida fue propuesta por Willem
de Sitter; éste consider6 a la densidad de materia despreciable en el universo,
aunque también considerd un universo estatico [1, 2].

El primero en asumir soluciones no estaticas para el universo fue Alexander
Friedmann, el cual desarrollé ecuaciones diferenciales a partir de las ecuaciones
de campo de Einstein. Aunque el método para encontrarlas fue mejorado por
Robertson y Walker (se muestra esta derivacion en el Apéndice 1), la idea prin-
cipal de Friedmann se considera todavia valida. Las soluciones consideradas por
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Friedmann no incluian el término correspondiente a la constante cosmoldgica,
pues no necesitaba obligar a las soluciones a ser estaticas [2, 5].

La formulacién de Friedmann no causé impacto hasta que en 1929 Edwin
Hubble anuncié que el universo efectivamente se estaba expandiendo. Hubble
llegd a esta conclusion al analizar la rapidez a la cual las galaxias se movian y
la distancia a la cual estaban. Basado en sus observaciones llegé a la conclusiéon
que la rapidez a la que se mueven las galaxias es directamente proporcional a la
distancia a la que se encuentran. A este principio ahora se le lama ley de Hubble,
y prueba definitivamente que el universo efectivamente se esté expandiendo [1].
Otra implicacién importante de la ley de Hubble es que si el universo estd
inmerso en una expansion, en un tiempo pasado las galaxias estaban mas juntas.
Al principio entonces el universo se componia de una singularidad de materia-
energia muy concentrada en un espacio pequeno, con densidad, temperatura y
curvatura de universo infinitas [2]. Cuando el universo comenzé a expandirse y
enfriarse, las densidades bajaron. A este comienzo explosivo se le conoce como
“Big Bang’[2].

Stephen Hawking consider6 en sus trabajos que La Gran Explosion en la que
se creb el universo podria haber sido similar a la manera en que una estrella
colapsa en un agujero negro, sélo que revertida en el tiempo [2, 6, 7]. Reciente-
mente sin embargo, se han encontrado soluciones a las ecuaciones de Friedmann
que consideran contribuciones cuénticas en las cuales el universo parece no tener
inicio [8]. Se menciona dicho trabajo en el Apéndice 2.

1.1.2. Epocas del universo primitivo

» Era de Planck : Epoca en donde los efecos cuanticos gravitatorios fueron
muy importantes. En esta era las cuatro interacciones fundamentales esta-
ban unificadas en una sola gran interaccién, y dur6 hasta 10~*3[s] después
de la Gran Explosion. A final de la era de Planck la densidad del universo
era de aproximadamente 10%7[kg/m?] y la temperatura era de 1032[K] [2].

= Era de las Grandes Teorias Unificadas: Era en donde las interaccio-
nes electrodébiles y fuertes estan unificadas. La estructura del universo
en esta época fue en forma de espuma espacio-temporal. Al final de la
era GTU, 10736 |s| después del Big Bang, la densidad del universo era
de 108°[kg/m?] y la temperatura de 10?®[K] [2]. Habia cantidades iguales
de materia y antimateria en el inicio del universo, pero antes de que se
cumplan 10735[s] después de la Gran Explosién, colisiones entre particu-
las causaron una asimetria entre materia y antimateria, logrando que el
universo en el momento actual esté formado por materia [2].

» Era Hadrénica y Lepténica : La era Hadrénica duré desde 1073%[s|
hasta 10~°[s] del Big Bang y en ésta los quarks se condensaron para formar
hadrones. En la era Leptonica, los antiquarks se aniquilan y los quarks
pesados decaen dejando un remanente de quarks ligeros. La era Leptoénica
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dur6 hasta 1 [s] después del inicio del universo, la densidad del universo
era de 108[kg/m?] y la temperatura de 10*°[K][2].

Era dominada por la radiacion : En esta era se sintetizan nucleos lige-
ros, y el universo es una sopa de particulas ionizadas. La edad del universo
era de 10%[s| después del inicio. En esta época la materia y la radiacion se
desacoplaron, es decir que los fotones se desligaron de la materia y comen-
zaron a viajar libremente por el universo. Al final de esta era, la densidad
de energia de la radiacién se igual6 a la energia de materia, de tal manera
que el universo comenzo a ser dominado por ella[2].

Era dominada por la Materia : Era en donde se comienzan a formar
galaxias y ctmulos de galaxias. Después de que los 4tomos se formaron, la
presion disminuye nueve 6rdenes de magnitud de tal manera que se facilita
la formacién de camulos de materia. [2].
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1.2. Introduccién: Principio Cosmolégico y Ecuaciones de
Friedmann

Indudablemente la base de la cosmologia actual es el principio cosmolégico,
el cual enuncia que en cualquier instante el universo aparecerd el mismo para
cualquier observador sin importar en doénde se encuentre [5]. El principio se basa
justamente en la isotropia y la homogeneidad del universo: el universo parece
el mismo en cualquier direccién en la que se le mire, y el universo es el mismo
para un observador en cualquier otra galaxia [5].

Considérense dos galaxias cualquiera y su distancia entre ellas variante en
el tiempo r(t). Si la distancia entre dichas galaxias en el momento actual es
sabida, es posible escribir r(¢) en funcién de esta distancia constante y un factor
que determinard la evolucién temporal de dicha distancia. Este factor estaré
por tanto intimamente relacionado con la geometria de nuestro universo, y se le
dice factor de escala del universo[2, 5, 9]. Dicha variable temporal es crucial: nos
indica como cambia la separacion entre galaxias (o puntos) de nuestro universo
[2, 5, 9]. La distancia entre dos galaxias finalmente esta expresada como:

r(t) = r(to) R(t)

Siendo R(t) el factor de escala del universo. Ya que en el momento actual
r(t) = r(to), obviamente: R(tp) = 1[9]. Si la curvatura y las velocidades locales
son pequenas es valido usar las ecuaciones de la dindmica Newtoniana:

dr_ dR
dat — Vadt
1 dr 1 dR
o= —m(E2 = 2282 1
c 2m(dt) 2mro(dt) (1)
GMm
Epg=——— (2)

Considerando la energia cinética y potencial sentida por una particula de
masa m causada por una regién masiva del espacio dentro de la distancia 7,
como se muestra en la figura (1).

Ahora considérese la densidad de masa-energia del universo: p = % Se
reemplaza esta densidad en la energia potencial de la ecuacion (2), y se divide
por la masa de la particula:

Epc 4 G
m 3

2 2
T—proR
m 2”0

Asumiendo una fuerza de repulsiéon cosmica por fluctuaciones del vacio:

F.= Armec? ’
3
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Figura 1: Masa que contribuye a la atraccién gravitacional sobre m. Cualquier
contribuciéon de la masa fuera de la regién sombreada se cancelard con ella
misma, segun lo estipulado por la ley de gravitacion de Newton [5].

que corresponde a una energia:

Ar2mc?
p=-2C 3
: @
puesto que F,. = —%rm [9]. La energia total por unidad de masa es entonces:
Er 1,dR, 4 Gp, 5 AMrgR%?
ST 2 2hy2  F o PP apy2 0T &
m 20 T 3Tl 6

Pero por conservaciéon de masa esta energia total debe permanecer constante,
y la escribimos como: E—"f = —%r%K, donde K es un pardmetro independiente
del tiempo denominado pardmetro de curvatura del universo . Reemplazando y

despejando % se obtiene:

. 8 Gp AR%c?

2 _ 2P p2 s
R = or g R+ = - K

R, 8 Gp X K

B =5 T3 T m 4)

A la ecuacion (4) se le llama primera ecuacion de Friedmann [2, 9].

Considerando el universo como fluido de densidad p y presién P:

dE =TdS — PdV
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Pero dS = 0, entonces:

0= dE + PdV (5)
Si E = Mc* = 37rip y derivando (5) con respecto del tiempo:
Cfl—[f = 4777"2%;) + %ﬁﬁ%
= 4777"2%;) + %777"3% + 4P7T7‘2% =0 (6)

Y dividiendo la ecuacién (6) para r® y 47, y multiplicando por 3:
.3
p+ 7(0 +P)=0

Pero 7 = roR yr=roR:

. 3R
P+§(P+P):O (7)
Y justamente, si consideramos p = p,,c%, donde p,, es la densidad de masa:
3R P
pm+ 5 (pm + 3)

Volviendo a la primera ecuacion de Friedmann (4) y derivandola a su vez
con respecto del tiempo:

- . .2
2RR = gwg(pQRR + R%) + 2RR ; (8)
Dividiendo (8) para 2R, reemplazando el valor de p de (7) se tiene:
8 G 4 GR*, R Ac?
oz PO Sl P 2
37r02pR+37T62R( 3R(p+ ))+R3
De manera que:
R 4 p+3P. A\
R 30 )y ®)

Las ecuaciones (4),(7) y (9) determinan totalmente la evolucion del universo
a través del tiempo [2, 5]. A las mismas ecuaciones se puede llegar usando las
ecuaciones de campo de la Teoria General de la Relatividad y la métrica de
Robertson-Walker (ver Apéndice 1).
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1.2.1. Modelos de universo que no consideran la constante cosmolo-
gica

Si se analiza la primera ecuacion de Friedmann, se puede ver que si no se
considera el término que lleva la constante cosmologica, existen tres soluciones
posibles: con curvatura positiva, negativa o nula [2, 5, 10]. Se analizaran entonces
brevemente las soluciones posibles con estos valores de K.

Si K = 0 (universo plano), entonces resolviendo la ecuacion (4) se encuentra

que:
(3 5 87Gpo %g
= (2)" () "

Evidentemente, este modelo implica un factor de escala que crece conforme
el tiempo aumenta [1, 2]. Para universos cerrados (K > 0) y abiertos (K <
0), se necesita utilizar una parametrizacion para obtener soluciones facilmente
analizables. Notese que se dice que con curvatura positiva el universo es cerrado
pues el analogo tridimensional es una esfera, y con curvatura negativa abierto
como una silla de montar. En el caso en que K > 0, las soluciones son:

t= e (Y —sinY) (11)
R= ﬁ(l—cosY) (12)

Donde a = % [2]. En este modelo, el universo comienza a colapsar en un

tiempo t.. = %, lo cual quiere decir que en el doble de ese tiempo el universo
2K2

experimentard una implosion a la que se denomina Big Crunch[2]. Para un
universo abierto por otro lado, no existiria colapso como se puede ver de la
ecuacion (14). Las soluciones son:

a
t=——(sinhY - Y 13
TAIL ) (13)

a
= — hy —1 14
R 2|K|(cos ) (14)

Cuando Y es muy pequeno, las soluciones de este modelo coinciden con las
soluciones para un universo plano [1, 2].

En la figura (2), se muestra como evoluciona el factor de escala en funcion del
tiempo para los diversos valores de la curvatura del universo. Notese que en el
caso del universo abierto, la rapidez de expansiéon del mismo se estabiizard even-
tualmente en un valor casi constante, mientras que en el universo plano dicha
rapidez disminuird paulatinamente pese a la expansién perpetua del universo

[1]-
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Figura 2: Factor de escala dependiente del tiempo para universos abiertos, ce-
rrados y planos. La figura ha sido tomada de la referencia [1].

1.2.2. Modelo de Sitter

Como se mencion6 previamente, Willem de Sitter sigui6 los pasos de Einstein
al considerar un universo estatico y plano. Sin embargo a diferencia de Einstein,
en este modelo no se toma en cuenta a la densidad de materia: el espacio es
vacio. Si se reemplazan estos valores en la ecuacion (4), se tiene que:

(15)

Integrando se encuentra una solucién para el factor de escala del universo:

R(t) = RpeV3ct

(16)

En este modelo entonces el factor de escala crece de manera exponencial

cuando el tiempo aumenta [1, 2, 5].

1.3.

Densidad de Energia critica del universo

Considérese la energia cinética y potencial escritas en la seccién anterior en

equilibrio:

1 5 GmM

—mv

2

0
r

(17)
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Si el valor de la energia cinética en la ecuacion (17) es mayor que el de la
energia potencial, el universo se expande. Si por el contrario, éste es menor,
el universo se contrae. Despejando M de (17) considerando que 7(t) = roR(t),
7(t) = roR(t):

v GM
2 r
. 2GM
() = "5
3D D)2
_ roR(R)
M= TR (18)

. . , 2 2
Pero la desidad de materia-energia es p = Me  — Mc
3T grrgR

valor de M dado por (18) en esta densidad:

Reemplazando el

_ 1RR*? 3 R
Pe = 9GIm3RS ~ 87 R2G
y yaque H = %, se tiene:

_ 3H?¢?
Pe = "8nG
A la ec. (19) se le llama densidad de materia-energia critica del universo [2].

Entonces, si p < p. el universo se expande para siempre. Si p > p.el universo se
contrae: hay un colapso [2].

(19)

Si en la primera ecuacion de Friedmann (4) se modela al universo como plano
-es decir, K = 0-, y se desprecia la energia de repulsion del vacio (A = 0) [2, 5]:

R 8 wGp
H?>=(=)?== 20
(7= 350 (20)
despejando p, se encuentra que p = 35:52. Ya que en el modelo donde el

universo tiene curvatura plana la densidad es igual a la critica, se puede concluir
que el universo plano es el limite [2].

. . . 1 L, er . .

En un universo dominado por materia p,, -z, ésta se puede escribir como:

Pm
Pm = RS((;) (21)

donde p,,o representaria la densidad de materia en el momento actual [5].
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1.4. Parametro de aceleracion

El parametro de aceleracién ¢ es una tasa que indica como el universo se
expande: acelerada o desaceleradamente. Si se desarrolla el factor de escala del
universo en serie de Taylor [5]:

R(t) = R(to) + R(to)[t — to] + %ﬁ(to)[t —to]* + ... (22)

Dividiendo (22) para R(tg) y considerando que ;igg;es el parametro de Hub-

ble en el momento actual:

1 R(to)

SR )[t—t0]2+...

=1+ Hy[t — to]

Pero se quiere tener algin término cuadratico acompanando a la derivada
segunda [5]. Se puede escribir entonces:

1
=1+ Holt —to] — qug[t —to)* + ...

R(to) 1 R(ty)R(to)

Rito) Hf — (R(to))?

Extendiendo el resultado para cualquier tiempo [2, 5]:

B ()
9= ~"dr\a
(G

(23)

Si g > 0 el universo estd desacelerando. Por otro lado, si ¢ < 0 el universo
se estd acelerando [2, 5].

1.5. Constante cosmolégica y densidad de energia del va-
cio

Desde este punto se van a usar las siguientes notaciones para las diversas
densidades: p,, para la densidad de energia de la materia, p, para la densidad
de energia de la radiacién y p, para la densidad de energia del vacio (densidad
asociada con A). Hay que mencionar que la densidad de materia esta dada por
la contribucién de toda la materia existente en el universo, incluyendo la oscura.
Si la densidad de energia del vacio se considera constante en el tiempo, g, = 0.
Incluyendo este resultado en la ecuacion (7) encontramos que:
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3R
—(po +P,) =0
7 (Po+P)

= P, =—p, (24)

Siendo P, la presion asociada con la energia de repulsion descrita en (3).
Esto nos esta dando la descripcion del llamado modelo inflacionario: el universo
comienza con un “falso vacio”. En fisica de particulas existe un “vacio verdadero”
y un “falso vacio”. El vacio verdadero se define como el estado con densidad de
energia mas baja posible, mientras que el falso vacio es una regiéon en donde
uno o méas campos tienen valores que causan que la densidad de energia no se
minimice, encontrandose en un valle local de la grafica de ésta [2]. Estando el
universo en este estado de falso vacio, actuaria sobre él una fuerza de repul-
sién cosmica de gran potencia que produciria una violenta expansion. Se puede
modelar a la repulsién césmica como justamente un fluido de presién negativa,
en el cual su energia interna aumentaria en vez de disminuir|[1, 2, 9]. La fase
inflacionaria en el universo habria comenzado alrededor de 10736 [s] luego de
la gran explosion, cuando la constante cosmologica Addominé sobre los efectos
gravitatorios ordinarios[1, 2]. Ya que el estado de falso vacio es altamente inesta-
ble, la inflacién se detiene al desintegrarse el mismo, dando paso a que la fuerza
gravitacional sea la dominante [1, 2]. La energia almacenada se liber6 en forma
de radiacion al finalizar este periodo inflacionario, calentando el universo hasta
una temperatura adecuada para generar todos los procesos observados de la era
GTU (de las grandes teorias unificadas) [2].

Para finalizar la idea del modelo inflacionario de Guth, se puede mencionar
que en éste era necesaria una transicién de fase similar a la que experimenta el
agua cuando pasa de su estado liquido al solido. Esta transiciéon de fase causaria
una ruptura rapida de la simetria entre las fuerzas fuerte, débil y electromag-
nética [1, 2]. En modelos inflacionarios subsiguientes la ruptura de simetria no
es violenta (modelo de Linde, Albrecht y Steinhardt) o no existe en absoluto
(modelo de Linde desarrollado en 1983) [2]. Sin embargo, en todos los modelos
del tipo inflacionario el universo contintia expandiéndose gracias al impulso da-
do por la inflacion inicial, de acuerdo las teorias convencionales del “Big-Bang”
1, 2].

Considerando ahora la segunda ecuaciéon de Friedmann con la densidad total
expresada en funcion de las diversas densidades: p; = pp,+pr+py , ¥ una presion
total que toma en cuenta también la contribucién de la densidad de energia del
vacio:

d’R 47G

a2~ 3¢
En (25) no se agrega el término que incluye a la constante cosmologica, pues
va se estd considerando su aporte a la energia en p; y P;. Si el fluido es isotrépico

(pt +3P)R (25)
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y homogéneo la contribucién de todas las presiones distintas a la de la energia
el vacio son cero:

d’>R 477G

A2 = gcT(pmM“ + po +3P,)R,

y usando el resultado de la ecuacion (24):

d*R 47G
a2 = _g 2 (pm+r + pv — 3p71)R
d*R 4G
gz _gcig(pm-‘rr —2py)R (26)

Y si se considera ahora la segunda ecuacién de Friedmann original tomando
en cuenta el término que contiene a la constante cosmolégica, pero eliminando
su contribucion en la densidad y la presion (por lo tanto, con una presion igual
a cero):

FR_ 4G R
a2~ 372’ 3

Siendo p = ppy4r. Comparando las ecuaciones (26) y (27) se encuentra que:

(27)

)\702 _ 8nGp,
3 3¢
81G
A= 074/)11 (28)
Act
Pv = G (29)

Entonces, las ecuaciones (28) y (29) ilustran la relacion de la constante cos-
molégica con la densidad de energia del vacio.

1.6. Modelo de Lemaitre

Para el siguiente modelo es necesario definir una cantidad conocida como
densidad cosmologica, la cual se refiere a la relacion entre una densidad (la
de materia, la de radiacién, la de materia mas radiacion, o la del vacio) y la
densidad critica del universo [2, 11]:

Por ejemplo:
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En el momento actual entonces:

87TGpm()
3HZc?

Considerando ahora la densidad de energia del vacio:

Qo = (31)

Q=2
Pe

Usando a su vez dicha densidad en funcion de la constante cosmologica (29):

_ 8nG At
Y 3H2e? 817G

_ Ac?
" 3H?

En el momento actual, la densidad cosmolodgica relacionada con la energia
del vacio si se considera a A invariante en el tiempo serd entonces:

Q, (32)

Ac?
— Q7172
3H;
Y recordando la primera ecuacién de Friedmann, se puede escribir en fun-

cion de la densidad en el momento actual (si se desprecia la contribuciéon de la
densidad de energia de la radiacién):

Q’UO (33)

8 Pmo K )\02

= - =+ — 34

37 2R T RT3 (34)
Reemplazando los valores de las densidades cosmologicas en (34) y multipli-

cando por R?:

H = () =

. H2Q,,

Considerando ahora el caso en el que el universo es plano (K = 0) en 35:

o QuoHZ
(R)? = =70 + QuoHF R (36)
. Qi 1
R = Hy( RO +QuoR?)?
. Qm +Q'L)OR3 1
Fo = Hy(=—pme)

Para poder integrar con respecto del tiempo, se pueden separar las variables:
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R
3 (Qumo 3
QUO(QO+R)

v

dR = Hydt

Nl=

Y usando el cambio de variable: R(t) = (%—:g)é sinh? (9), junto con su dife-
rencial: dR = %(%—Zﬁ’)% sinh ™3 (0) cosh(0)do:

Se integra con limites de 0 a 6, y de 0 hasta un tiempo cualquiera para
obtener:
3

1
== 5930H0t

0

Y reemplazando este valor de 6 en el cambio de variable original se encuentra
que el factor de escala del universo evoluciona como [2]:

QmO §
Q0 2

Analizando la solucién (37) para tiempos pequefios, se considera la expansion
en serie de Taylor de la funcién sinh [16]:

R(t) = (2293 sinh® (503, Hot) (37)

o .
x2n+1 3

. T

Con lo cual, para z < 1, sinh(x) &~ x. Aplicando esta aproximacién en (37)
en el caso en que t — 0:

Wl
@l

(Hot)$

N W

R(t) = (Qmo)3(3)

1
2 3 2
y como H? = %”GC’;*"O, entonces R(t) = (%) 3 (8”?%) t5 que es la solu-

cion con A =0 y K = 0 de las ecuaciones de Friedmann.

Considerando en (36) que Ry =1 = Ry = Hy, entonces 1 = Qo + Qo vy
por lo tanto también se puede escribir:

3
3)

El otro limite, para el cual ¢ — oo puede ser encontrado al recordar que

2
3

R(t) = (1= Quo)3 (5)5 (Hot)? (38)

, o7 o L
sinh(z) = “=—= % (para * — 00). Reemplazando esta aproximacién en

(37): ’

) % ct (39)

QmO le[(QUO)%HOt] QmO % 2 A
R(t) = (Fmo)3 :( > 202

Q?)O 2%
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Modelo de Lemaitre: Factor de Escala del Universo
'4 T T T T

Figura 3: Factor de escala del universo en funcién del tiempo y del parametro
de Hubble en el momento actual para 2,0 = 0,685 [3, 4]. Notese que la curva
tiene un punto de inflexiéon para un cierto tiempo t,, .

Notese que esta es la forma del modelo de Sitter para tiempos pequeiios |2,
5, 9]. Para un tiempo muy grande, el universo tiende a expandirse violentamente
como en la época inflacionaria.

Se puede encontrar el valor de la edad del universo en el momento actual
(para este modelo) al considerar en (37) al factor de escala en el momento actual
(RO = R(to) = 1):

Y de nuevo expresando al seno hiperbdlico en funcién de exponenciales,
llegamos a una ecuacién de segundo grado:
Q’UO
QmO

€2 —2e%(—22)2 1 =0

q 1
Siendo en ésta x = 202 Hoty. Se toma solamente la solucién positiva de la
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ecuacion, ya que la funcion exponencial no tiene valores negativos y se encuentra
que:

1402 s
z=1In <(+v0> = BQEOHotO

1_9’00)% _5
2 (Quo) 2 1+ Q2
to = - In = 40
‘T3 H ((1—Qvo>z> 1)

Este valor numérico se calcula tomando los valores experimentales obtenidos
por la dltima misién Planck de 2013: Q,o = 0,685 £0,017 y Hy = 67,3 £ 1,2
[Km/('s Mpc)] [3, 4]:

| Ho[Km/ (s Mpc)] | Quo [ tols Mpc/Km] [ to[Gyr] |

68.5 0.702 0.01410 13.7990
67.3 0.685 0.01413 13.8281
66.1 0.668 0.01417 13.8713

Cuadro 1: Edad del universo en el momento actual segin el modelo de Lemaitre
para diversos valores de Q,9 y Hyp medidos por la mision Planck (2013).

Pero el valor medido de la edad del universo en el momento actual por
la mision Planck es de 13,817 + 0,048 [Gyr] [4]. Se puede ver que el modelo
de Lemaitre coincide muy bien con los valores experimentales de la edad del
universo.

El parametro de aceleracion en este modelo es, usando la definiciéon (23) para
cualquier tiempo:

1
q= —%(tanh%(g(Qvo)%Hot) cosh_%(;(ﬂvo)%Hot) -3 sinh—%(%(gvo)%ﬂot))
(41)
Y en el momento actual [2]:
1
go = 5 (1 = 3u) (42)

Para valores de Q, mostrados en la tabla (1) se ve claramente que ¢o es
negativo, por lo que en este modelo el universo se esta acelerando [2, 5, 9].

Se puede observar en la figura (3) que existe un punto de inflexién. El tiempo
en el que se origina el punto de inflexién puede ser calculado al igualar la segunda
derivada del factor de escala a cero:

.3 Qo
R="2
2o

1
)5 Qo HZ smh%(g(gw)%f[ot)(l -3 cothz(g(nvo)%hrot)) =0
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3 3
tanh(5 (u0)* Hot) = i%
El signo negativo da una solucién Hyt,, < 0, lo cual es absurdo y no sera
tomado en cuenta.
Si decimos que (%(Qvo)%Hot) = a, se encuentra facilmente usando la defini-
cion de la tangente hiperboélica que:

1. 3+3
a=-1

ST \/g)
Reemplazando el valor de « [2, 5]:
1 3+V3
Hot,,, = In 43
0 3 /79”0 (3 N \/g) ( )

Si se evalua el valor encontrado en (43) dentro del factor de escala del uni-
verso para este modelo, encontramos que su valor es:

R(tn) = (1 QEEUO)ésinhg (;m (gtg)) = (12_99()0)3 (44)

Valores numéricos del tiempo de inflexion y del factor de escala del universo
pueden ser encontrados en la tabla (2), con valores experimentales de Q.0 y Hy
obtenidos en la mision Planck 2013 [3, 4].

[ HolKm/ G MO [ Qo | s Mpe/Kon] [ ]G] | Bl |

68.5 0.702 | 0.0076487684 7.4851 | 0.5965
67.3 0.685 | 0.0078811626 7.7125 | 0.6126
66.1 0.668 0.008125703 7.9518 | 0.6287

Cuadro 2: Valores numeéricos del tiempo de inflexion y del factor de escala del
universo en dicho tiempo, con valores experimentales obtenidos por la expediciéon
Planck 2013 [3, 4].

1.7. Modelo Inflacionario

Hasta ahora se ha hablado de cémo el modelo estandar del Big Bang funciona
correctamente y coincide con las mediciones experimentales. Sin embargo, el
modelo estidndar no puede resolver dos problemas: el problema de por qué el
universo es plano (the flatness problem) y el del horizonte (the horizon problem).
A estos dos problemas se le puede anadir el del por qué el universo se esta
expandiendo [12].
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El problema del horizonte parte de la homogeneidad de la radiacién césmica
de fondo: la radiacién térmica observada en el universo, reliquia del Big Bang.
La temperatura de esta radiacién es isotropica a pesar de que en el momento
es que se emitié, regiones opuestas en el cielo que emitieron dicha radiacién
estaban fuera de los horizontes de sucesos de cada uno. Esto quiere decir que no
hay proceso fisico que se haya propagado a la velocidad o a una velocidad menor
a la de la luz, que haya llevado a estas regiones a estar en equilibrio térmico
[12, 13].

El problema de por qué el universo es plano se origina de la restriccién sobre
la densidad cosmolégica total, la cual deberia haber sido igual o muy cercana
a 1 (como se explicard en la siguiente seccion) un segundo después de la Gran
Explosion. El modelo estandar no tiene una explicacién para que este punto de
equilibrio inestable haya sido cumplido para originar el universo que conocemos.

El problema del horizonte se podria decir que depende muchismo de como
el universo se expandi6 en sus primeros segundos de vida. Si éste se expandio
desaceleradamente, el problema del horizonte persiste. Si por el contrario se
expandi6é aceleradamente por un cierto periodo para luego desacelerarse, en
épocas tempranas es mas facil que las caracteristicas fisicas se hayan equilibrado
en dichas épocas [13]. A este periodo de expansion acelerada se le llama inflacion,
y su definicion béasica es:

R>0 (45)

Considerando esta condicién en la ecuacion (25), se puede observar que para
que ocurra la inflacién, la presion debe cumplir que:

1
p < —3° (46)

Lo cual quiere decir que se tiene una ecuacién de estado con presién negativa
[13]. Se puede ver que esto también resuelve el problema de por qué el universo
es plano considerando la ecuacion (4). En un periodo de aceleracion, el factor
de escala debe aumentar mas rapidamente que R(t) « t. Usando la ecuacion de
estado resultante de la condicién especificada arriba, la cantidad pR2 crecerd en
el periodo inflacionario de tal manera que el término relacionado con la curvatura
se volvera despreciable, si no se toma en cuenta la constante cosmologica (dado
que esa época estuvo dominada por la radiacion)[13].

La prueba contundente de que el universo se esti expandiendo acelerada-
mente fue dada por el Supernova Cosmology Project en 1998, donde se midi6
el brillo de supernovas del tipo Ia [2, 14]. Estas aparecieron mas tenues de lo
esperado, por lo que la predicciéon del modelo standard del universo en el que la
expansion era desacelerada no se cumplia[2, 14]. Las observaciones del proyecto
indicaron que el universo en realidad se esta acelerando, como se muestra en la
figura (4).
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Figura 4: Predicciones para la expansion del universo en funciéon del pardmetro
de corrimiento hacia el rojo. Dependiendo de los valores de las densidades cos-
molégicas, las soluciones comienzan a diverger. La curva que se ajusta mejor a
las mediciones sugiere un universo que se expande aceleradamente [14].
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2. Ecuaciones de Friedmann, otra notacién

Se pueden escribir las ecuaciones de Friedmann de una manera mas elegante,
partiendo de:

R 8 G K A2
H2 —_ (= 2 — =
. 8 G A2
(R)?* = 37 (om + pr)R? — K + 732 (47)

Usando la expresion de la densidad de energia de materia mas la de radiacion:
Prm = pm + pr. Habiendo definido también antes el pardmetro de densidad
cosmologica, se pueden escribir ahora las contribuciones de materia, radiacion,
y energia del vacio como:

Q,, — Pm 87TGpm. Q, = pr _ 81Gpr, Q, = Pv _ 87TG/7U (48)

pe  3H2c2’ pe — BHZc pe  3H2c2

Donde py,,pr ¥ po son respectivamente la densidad de energia por materia,

por radiacién y del vacio [2, 11, 13, 15]. Sin embargo, sabemos que A = 8”67%:”“
_ A2
b) b) v v
[5, 11, 17] por lo que Q, = % al reemplazar el valor de p,. Usando este

resultado en la ecuacion (47) junto con los valores definidos en (48), se tiene
que:

(R)?> = H*Q,,R* + H*Q,R? — K + Q,H?R? (49)

K =H?*R*(Qpn + Q. +Q, — 1) (50)

Donde se us6 que (R)? = H2R?. La ecuacion (50) nos da el parametro de
curvatura del universo en funcion de las contribuciones al parametro de densidad
cosmologica, encontrada en 21.14 de[15]. Observaciones del proyecto WMAP-9
y de Planck (2013) sin embargo indican que el valor de la edad del universo es
de 13.800+£0.038 Gyr, con un intervalo de confianza del 68 % y considerando el
efecto BAO (Baryon Acoustic Oscillations)[4]. El modelo que es consistente con
esta edad es el que propone K = 0, es decir, el universo plano. Reemplazando
en (50), se ve claramente que:

1=Q,+Q,+Q, =Qr (51)

Siendo Q7 la densidad cosmolégica total. Es evidente que (51) es vélida tam-

bién en el momento actual. Igualmente (50) en el momento actual se convierte
en K = Hg(QTo — ].)

Recordando que la ecuacion de fluido valida para cualquiera de las densidades
de materia-energia. es:
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p+3%i(p+P):O (52)

Utilizamos en ella la ecuacion de estado P = wp [9] con w una constante:

R
ﬁ+3E(P+WP):O

dR
dp + SFp(l +w)=0

[ 2= [5a+e)

Inp=—-3In(R)(1+ w) + cte.
Inp = In(R)~30+%) 1 cte

p = cte.R301+) (53)

Entonces para cada uno de los tipos de densidades:

pm = meR_3(1+wm) (54)
pr = proR 30T (55)
po = pu R (56)

Se habia considerado ya a la densidad de materia en (21) como proporcional
a %, de manera que (54) implica que w,, = 0. Para encontrar la dependencia
de la densidad de radiacién de R, se considera la energia libre de Helmholtz
de un sistema ultrarelativista en donde el aporte de fermiones y bosones esta
regulado por sus respectivas funciones de particion. La relacion entre la energia
media del sistema y la energia libre se demuestra que es U = —3F [18], y dado
que la densidad de energia de radiacién estd definida como p, = % entonces:

pr = %aT‘*(Nb + ng) (57)

En la etapa temprana del universo, la expansion claramente fue adiatérmica
dado que la simetria prohibe un flujo de calor neto sobre cualquier superficie [10].
Si ademés se considera dicha expansiéon como reversible, el proceso que ocurre
es adiabatico, y se puede utilizar la relacion: T oc R—3(=1) con el coeficiente
adiabético. [10, 19]. Para radiacién, ¥ = 4 con lo cual T' « %. Uniendo este
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resultado al obtenido en (57) se encuentra que p % = £ por lo tanto,
Wy = % En el caso de la densidad del vacio w se encuentra experimentalmente
y tiene un valor de w = —1,0040,06.

Si se reemplaza la ecuacién de estado en la 2da ecuacion de Friedmann, se
encuentra que:

R 4G
— = —5 (Pm + pr + po + 3P + 3P,)
R~ 3¢
Notese que de nuevo se considera que la contribucién de la constante cosmo-
logica esta totalmente incluida en la densidad y presion del vacio. Reemplazando
la presiones por sus relaciones con las diversas densidades:

R 4rG

ey m T v 3 3 v

R=T3% —(p +p+p+(3)+ wpw)

R 4G 4G

- = m 21”_771 v

7= 3@ Pmt2) = g5 (143w (58)

Comparando las ecuaciones (58) y (26) se obtiene que:

47 Gpy, (1 + 3w)

A=— -

(59)
Finalmente, si en ecuacion (58) se reemplaza las densidades de energia por
sus respectivos €2, se obtiene que:

R Q,H? 2 Qoo

Consideremos la ecuacion (60) en referencia al parametro de aceleracion. Si
se toma en cuenta ademés que (R)? = H2R? es posible encontrar ¢ en cualquier
momento en funcién de las densidades cosmolégicas:

H2R? (% + Q. + L (1 + 3w))
H2R2

q:

Qn Q,
qu'*‘Q + = (1+3w) (61)

Siendo la expresion para el momento actual simplemente:

Qi Qo
qo = T + Qo+ — 5 (1 + 3w) (62)

Se quiere saber si es posible encontrar una soluciéon para R partiendo de la
ecuacion (49) con K = 0 (universo plano). Se puede considerar la relaciéon entre
las densidades cosmolégicas y las densidades de energia al realizar los cocientes:
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Qo _ Pm Hg
QWLO B Pmo H?
Q. pr HE
QT‘O Pro H?
Q,
Qv() B H2

Con lo cual (49) se puede reescribir como:

(R)? = HZR?(Qmo ("m) + Q0 (”) + Q0)

Y recordando que p,, = 2% y p, = 2

(= 3 (S 5t )

Sabiendo que la densidad cosmolégica de la radiacién es muchisimo menor
a la densidad cosmolégica de la materia (lo cual conocemos de las pruebas
experimentales provistas por diferentes misiones como WMAP-9 y Planck [3, 4]),
se puede despreciarla, resultando:

. Q
2 2 2 0
(R)” = HyR (11;5 + QvO) (63)
Si se compara este resultado con la ecuacion usada para llegar a la solucion
en el modelo de Lemaitre, se ve claramente que ambas expresiones son idénticas

[5, 10, 15].

2.1. Parametro de corrimiento hacia el rojo

De manera analoga al sonido, existe un corrimiento Doppler para la luz. Este
toma en cuenta las previsiones de la relatividad especial, las cuales ilustran que
no se puede distinguir entre el movimiento de la fuente y el movimiento del obser-
vador, ademas de la dilatacion del tiempo relativista [20]. Sin embargo, aunque
el concepto a grandes distancias se mantiene, es imposible usar inocentemente
la féormula relativistica antes mencionada. Considérese entonces la definicién del
parametro de corrimiento hacia el rojo:

N = A
A

Con X la longitud de onda emitida por la fuente distante, y \’ la longitud de
onda observada [2, 10]. Sin embargo, es cierto que: A < R(t) y A « R(tg) con
lo cual:

(64)

z =
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R(to) 1
14+2= = — 65
R() ~ RO %)
Esto es equivalente a considerar que los eventos en galaxias cercanas se
dilatan temporalmente acorde a cuanto el universo se ha expandido desde que
el foton que se observa fue emitido [10]. Esto es una consecuencia directa de la
isotropia de la radiacién.

Para poder trabajar con el parametro del corrimiento hacia el rojo, se calcula
primero:

8 8
gﬂ'Gp = gﬂ'G(pm + pr + pv)

3 _ 3 Pmo Pro Pv0
g?TGp = gTFG (ﬁ + R4 + R3(1+w))

En funcion de las diversas densidades cosmoldgicas se tiene que:

8 8 3H§ 02 Qmo Q,«o QvO
370r = (37TG> ( sr¢ J\® TRt T pare
Si ahora se recuerda (4) con K diferente de cero (primera ecuacion de Fried-
mann) se obtiene:

2 2 m0 70 v0
H" = H; <R:»,+R4+Ra(1 +u1))R2

Utilizando la ecuaciéon (50) en el momento actual se obtiene que:

Q Q Q H?
2 2 m0 r0 00 0
a7 =Hy ( RS R R3(1+w)> R

(QmO + QrO + QUO - 1)

Se va a llamar a Q,,0 + Q.0 + Q0 como Q¢ (densidad cosmoldgica total en
el momento actual). Ahora es el momento de reemplazar el valor (65), pues es
una cantidad que se puede medir experimentalmente. Hay que tener en cuenta

que derivando (65) con respecto del tiempo se obtiene: R = —ﬁ, por lo que
H=2%= —ﬁ(l +2)= —1iz. Usando estos valores:
dz . 1
= = —Ho(1+2) {Qmo(l +2)% + Quo(1+ 2)* + Quo(1 + 230+ — (Qpo — 1)(1 + 2)2} ’
o:
dt =

—dz

Ho(l + Z) {Qm0<1 + 2)3 + Qro(l + 2)4 + QvO(l + 2)3(1+w) — (QTO — 1)(1 + 2)2}%
(66)
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Con lo que se puede calcular la edad del universo en cualquier instante en
funcion del pardmetro de corrimiento hacia el rojo. Notese que cuando R(t)
tiende a cero, z tiende al infinito, por lo que:

t =

z

—dz

OZ Ho(1+4 2) {Qmo(1 + 2)% 4+ Qo (1 4 2)* + Quo(1 + 2)3049) — (Qpe — 1)(1 + 2)?}

Utilizando w = —1 y K = 0 (condiciones para universo plano), se tiene
finalmente que:

z

—dz
t= T
Z Ho(1+ 2) {Qmo(1 + 2)3 + Qro(1 + 2)* + Quo — (R0 — 1)(1 + 2)?}2
(67)

2.2. Edad del universo en funcién de z

Usualmente, el calculo clasico de la edad del universo en funcién del parame-
tro de corrimiento hacia el rojo se realiza considerando que €2, es despreciable,
por ser mucho menor a ,,0 y Q,0. Se procederd en este trabajo a calcular,
tanto despreciando como tomando en cuenta la densidad cosmolégica de radia-
cion, la edad del universo en términos de z para asi encontrar la magnitud de
la correccién a primer orden debido a la influencia radiacional.

2.2.1. Edad del universo sin contribucién de la densidad de energia
de la radiacién

Ya que 2,9 = 0, entonces (51) se escribe: Q0 + Qy0 = 1 = Qpg. Reempla-
zando estos valores en (67) se obtiene:

z

L d
Ho J (14 2) {Qumo(1 + 2)% + Qu0} 2

(68)
Tomando por ahora el limite inferior de la integral como un cierto zg, se

1
propone el cambio de variable: (1 + z) = (3—”%) ® sinh3 . Esto implica que

1
dz = % (8—%) ® sinh™3 0 cosh 0df, y que el tiempo se convierte en:

1
! /‘) 2 (&2)" sinh™5 0 cosh oas
0o

I I
(3;%) ® sinh? 6 {Qmo (3”0 ) sinh? 0 + Qvo} ’

m0

[N
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Despejando y usando la identidad trigonométrica hiperbélica 1 + sinh? 0 =
cosh? 6 [16]:

0 2 . _1
1 gsmh 3 @ cosh 6d6O

t=——
Ho F Qfo sinh? 6 cosh 6
0
2 1 6
t= _571 /Sinh_l 0do
Ho% )
Siendo el valor de esta integral [21]:
2 (Q )O)_% 9 0
t= —ngio ln(tanh 5)‘00

1

173
Del cambio de variable anterior, § = arcsinh [(1 +2) (%mé’) 3} . Si se quiere

calcular la edad del universo en el momento actual ¢y, z va desde oo como se
mostré antes hasta cero (puesto que en ese caso la longitud de onda emitida
y la observada seran las mismas). El limite del arcsinh(z) cuando z tiende al
infinito es igual al infinito positivo. La edad del universo en el momento actual
entonces seria:

) Qo) 3
2 (Q’UO)_% g arc smh(( o ) )
to = —————In(tanh = )|
0= "3 g, ntanhg)l
. rc sinh T
Sin embargo tanh(#<HR@)) — =7 (16, 21], por lo que:
2 (Do)~ 2 Qo 2 1
0 v0 (1_’_%7::>2 1
20,7 [ 1402
_|_
th = = v0 In v0 69
0 3 HO <(1 _ Qvo)é> ( )

que es nuevamente la ecuacion (40).

2.2.2. Edad del universo considerando la contribucién de la densidad
de energia de la radiacién

En la ecuacion (67), se vuelve a considerar que Q¢ = 1, con lo cual:

z

1 dz

t= _7/
Ho J (14 2) {Quo(1 + 2) + Quo(1 + 2)* + D0} 2
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Se puede tomar el término §2,,0(1+ 2)3 + Q,0 como factor comtn con lo cual
t se convierte en:

z

1 / dz
t - _F 1
0 1 Qi 2)4 2
S (U 2) (Qo(1+2)2 4 900)F {1+ - Bl

Sin embargo, como 2, sigue siendo mucho menor que las otras dos densi-
dades cosmolégicas, se puede utilizar la aproximacién a primer orden en serie
de Taylor (1 +¢)* =~ 1+ ae [21]:

z 1 Q. (1-1—2)4
{1 T 012 } dz

1 /
t~ ———
Ho L (14 2) (Qmo(1 + 2)? + Qo)

ol

Esta expresion puede ser separada en dos integrales, una de las cuales nétese
que es idéntica a (68), obtenida para el universo en donde sélo la energia de la
materia y el vacio contribuyen. A esta integral se le llamara t,,, dado que no es
necesario volver a calcularla y se calcularé el término de correccién:

z QT0(1+Z)4

tt, + L / Qmo(142)3+Q00
2Ho J' (14 2) (Qumo(1 + 2)® + Qo)

=

t=~t

o

|

L1 / Qo(1 + 2)3dz
2HO 50 (QmO(l + Z)S + QUO)

que se puede escribir:

Q0 [ 1+ 2)3d
— og / (14 2)%dz
2HoS20 2, (%T:S(l+z)3+l>

(N

i
Ahora se puede realizar el cambio de variable v = (%’—"(?) ’ (1 + z), con su

1

respectivo diferencial dv = %—g) dz. Se ve claramente que cuando z — o0
entonces v — oo. Si se quiere la edad del universo en el momento actual, al

considerar al pardmetro de corrimiento hacia el rojo igual a cero se tiene que
1

Q 3,
vo = (QT(? ) :
1
( 2mo ) 3
4 Q40

QTO Q’UO 3 ’UgdU
to~tmy + —— | g PN
2HQZ, \fmo Lo @)
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Esta tdltima integral se puede dividir en otras dos integrales resolubles sélo
de manera numérica:

1 1
<nm,0) 3 (”mo) 3
40 240

Q0 Quo 5 dv dv
to Aty + g — - —
2Hy0E, \2mo S @ (03 + 1)

Reemplazando el valor de t,,,, se encuentra el valor analitico de la edad
del universo en el momento actual considerando la contribucién de todas las
densidades cosmoldgicas:

1 1
L ((9 + Q) + Q) n

2
to ~ § I 1
Ho$ Q70

o o (8m0)? ) (2ma)* )

- v 3 v v

+ O§ (Q > ) / N / DN (70)
2H,02, \Stmo S @i+ S @i+

Considerando que ,,0+,0 &~ 1y tomando el valor principal de 2,5 = 0,685
[3, 4] el valor de las integrales es, calculado con la ayuda de Wolfram Alpha:

1 1 4

2 1 Qo + Uno)? + Q2 Q, Quo \ ®

to~ = —In <( o+ l0) + uo>+ 03 < 0 > [~2,06993 + 0,264089)]
3 Hy02, EM 20,02, \$tmo

1 1 4

2 1 Qo + Qo) ? + Q2 Q0 Qo \ ?

to~ = —— ln<( o0 o) ¥ "0)— s ( ”0) [1,805841]
3 102, Q2. 20,02, \$Imo

En la tabla (3) se muestran valores numéricos de algunas edades del universo
variando el pardmetro Hy, y consecuentemente también £2,.q, con ,9 = 0,685 y
Qmo = 0,315 [22]. Nétese que la correccion es relevante ya en el tercer decimal...
iLa correccion es del orden de los millones de afios!

’ Qo | Ho[Km/ (s Mpc)] [ to[Gyr] [ Corr.[Gyr] | tm,[Gyr] |
5.792x107° 65.3 14.24778 | 0.00389 | 14.25167
5.619x10~° 66.3 14.03299 0.00372 14.03671
5.453x107° 67.3 13.82459 0.00355 13.82814
5.294x10~° 68.3 13.62228 | 0.00340 | 13.62568
5.143x107° 69.3 13.42580 0.00325 13.42906

Cuadro 3: Valores de la edad del universo tanto para universo en donde existe
contribucion de la densidad cosmologica de radiacion (tg) como en el que no
(tm, ) para diversos valores de la constante de Hubble. Los valores experimentales
han sido tomados de [4].
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2.3. Calculo del pardmetro de corrimiento hacia el rojo en
la época de transicién

Como se menciond, en un punto de la vida del universo ocurrié una transicién
en donde la dominacién de la materia siguié al dominio de la radiacién. Durante
la transicion, sin embargo, existié6 un momento en el cual la densidad de energia
de materia fue igual a la densidad de energia de radiaciéon, mientras que en
comparacioén la densidad de energia del vacio era completamente despreciable.
Al parametro de corrimiento hacia el rojo evaluado en ese momento se le llamaré
Zeq, ¥y ocurrié 380000 anos después de la Gran Explosion [1, 2]. Se usa de nuevo
la ecuacion (67) con el limite de la integral igual a 2.4, y definiendo el parametro
b= g—ro:

™m0

Zeq

—dz
| 1
YL Ho(1 4 2) {Quo(1+ 2)? 4 Qeo(1+ 2)1)?

Zeq

y _/ 1 dz
YL H0E (142t {1 b1+ 2))

Se usa el cambio de variable v =14 z, con lo cual ueqg = 1 + 2¢4:

Ueqg—1

" _7i/ 1 du
U Ho ) oQF (u)h {1+ bu)t

o0

Esta integral tiene solucién analitica, la cual es, en términos de z:

.o 1 2 (1—|—z)b—|—1(2b(1—|—z)—1)|zeq
eq = o0

7HOQ§nO 3(1+2)%

Separando las fracciones y evaluando en los limites:

1 20/ (T4 2e)b + 1(2b(1 + 2eg)) 463 2y/(T+2e9)b+1
HOQréno 3(1+ zeq)% 3 3(1+ zeq)%

teq =

Lo que se quiere sin embargo es encontrar z., en funcién del tiempo de
equilibrio. La tultima relacién se puede escribir:

3.1 s |1 4b?
§HOQmO(1 + Zeq) 2 T 3 teq| = [20(1 + 2¢¢) — 1] (1+ 2eg)b+1
HyQ?
o
3. 1 1 4b? (14 ze)b+1
CHoQZ ) | — Tty | = [2b(1 F 2eg) — 1] |4 a2 T2
2 0% %m0 OQLO 3 Q] [ ( +Z q) ] (1+Zeq)3
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| Qmo [ teglyr] | Ho[Km/ (s Mpo)] [ zeq

0.315 | 380000 65.3 908.77534
0.315 | 380000 66.3 899.60412
0.315 | 380000 67.3 890.66059
0.315 | 380000 68.3 881.93584
0.315 | 380000 69.3 873.42142

Cuadro 4: Valores numéricos de z., para diversos Hy y 0,0 experimentales|3, 4].

Sin embargo, se debe analizar ahora el parametro b. Ya que b = QT?’ = %,
’VTL m
Y pr =B, pm = G entonces b = Rﬁ Ahora, recuérdese de (65) que

R= 1= + , con lo cual b = = +z . La premlsa es que se busca el corrimiento al
rojo del momento en el que la den31dad de materia y la de radiacién son iguales,

por lo que bey = . Reemplazando esto en el calculo anterior:

1+zeq
3 pocrt 1 4 . 2
2 mo HOQréno 3(1 + Zeq)% e (1 + Zeq)3
3.1 2 2
_7HOQEnOt€q = f 3 — 3
2 (1+2eq)7 (14 2¢9)2
3 (HQE o) = (14 20g)
2(f72) 0%&moleq eq
-1
[2 56066 (HOQ2 Oteqﬂ —1 (71)

Y asi se llega a una expresion analitica para z.q. En la tabla (4) se encuentran
valores del pardmetro de corrimiento al rojo en el momento en que la densidad
de la materia era igual al de la radiacién para diversos Hy.
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3. Edad del universo para un universo no plano
con A\ =10

Se habl6 ya de diversas soluciones a las ecuaciones de Friedmann, conside-
rando a K mayor que cero, menor que cero o igual a cero. Sin embargo, para los
modelos en donde la curvatura no es nula, se llegaba a una solucién paramétrica
para el tiempo y para el factor de escala del universo. Se procederd ahora a
encontrar con distintos métodos una solucién analitica para el tiempo de vida
del universo en funcién del factor de escala, para el caso en el que se desprecia
la constante cosmoloégica.

3.1. Universo Cerrado

Cuando la curvatura del espacio tiempo es mayor que cero, se estd hablando
de un universo cerrado, curvado de forma parecida a la superficie de una esfera
[2]. Se vuelve a la ecuacion de Friedmann en donde no existe contribucion del
vacio:

o2 _ 8 _Gpo

Noétese que de nuevo se considera a py como la contribucién de la densidad

de materia en el momento actual [1, 2, 10]. Se llamara a = %WGZ—S, y se utilizara

el cambio de variable R = P, con lo cual dR = Pdt:

PQZ%—K
a
R_P2+K

Diferenciando:
dR = —a(P? + K)?2PdP
Pero reemplazado el valor de dR en funcion de P:

Pdt = —a(P? + K)~?2PdP

2adP
dt = ————= 73
(P2 + K)? (73)
Se utilizara el cambio de variable P = /K sinh 6, con su respectivo diferen-
cial dP = v/ K cosh 0df. Esto implica que 6 = arc sinh (\/—%) y que el diferencial
de tiempo se convierte en:

20K cosh 6d0
(K sinh? 0 + K)2

dt = —
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dt = —2aK "% cosh™> 0dh

Ahora, para los limites de la integral se toma en cuenta que si R — 0 entonces
P — oo. La integral entonces tiene solucion analitica y es [21]:

. 9 1 resinh (2=
t=—2aK" % [arc tan (tanh <2>> + 3 tanh fsechf |2CC (\/?)

Para el limite inferior, considérese que tanh(co) — 1, sech(oco) — 0 y que
arctan(1) = 7 [16]. Para el limite superior, considérese que el término tanh fsechd

s sinh6 __ sinh 6 arcsinh 6\ __ 0
se puede reescribir como 2155 = PR,y ya que tanh (72 ) = e [21],
se tiene:
p_ p_
VK VK

t=—2aK~3 |arctan +

1
T o P2
JEr1+1) 21+ %
Pero recordando que P? = % — K, se puede regresar al factor de escala con

P=,/%-K:
, Y — o—T
t=—2aK 3 larctan ( ) + L ViR — W] (74)

I

REK 1
Vg t1) 2 e
Para obtener valores numéricos, se debe recordar que como se estan despre-
ciando las contribuciones de la desidad y del vacio entonces K = HZ(Qmo — 1)
. En el momento actual ademas, R(ty) = Ro = 1, y se puede escribir a a como
a= %WG”;’—;O = QuuoHZ, con lo cual:

Qmo_ _ 1

20, 0H? Qono— 1 Qo Qo — 1
to=——o % 00 5 |arctan Y SmoZl + = 0 _q2mo .
HO (QmO — 1) 2 Qﬂglgl +1 2 QmO -1 QmO 4

Entonces, para un rango de Hj entre 65.3 y 69.3, y tomando por ejemplo
Qmo = 2 (pues consideramos universo dominado por materia y a K > 1), se
tiene que la edad del universo estard en un rango de: 8,06034 < tg < 8,554077
[Gyr].

Es posible sin embargo encontrar la expresion analitica de la edad del uni-
verso de una forma més elegante, volviendo a la ecuacion (72) y multiplicandola
toda por R:

> 8 Gme
(R)’R = 37 KR (75)
Se va a llamar de nuevo a %W% = a, y se usara el cambio de variable

W= %, con lo cual la ecuaciéon previa se transforma en:



m
_ [
t—a/,/l_KMdu (76)
0

Usando el cambio de variable Ky = sin? # la integral indefinida es

I:/ 23 tan@sinﬁcosﬂd@z/ 23 sin” 0de
K= K2

2 0 sin(20)
Ii[(%bf 4 ]

Devolviendo la variable entonces:

t =

;% (arcsin(\/Ku) — vV EKupy/1— Ku)
Y recordando que pu =

embargo, se sabe que p, =
que Q,, — 1 =

R__ 3c ., .
@ ERCpTE al reemplazar p,,o en funcién de p,,. Sin
3H2c? _ 1 ; s
< bor lo que = ORI Finalmente, se utiliza
—HfRQ para concluir que p = %”;{1 Reemplazando este valor en
m
el tiempo para encontrar la edad del universo:

to — §7TGme arcsin \/QmO -1 . \/Qmo -1 1 QmO -1
0~ 3 CQK% ' QmO QWLO

Q1710

Se utiliza la definicion de p,,gen funciéon de 2, para obtener:

Qm Qo — 1 Qo — 1
to= ——m0 _ larcsin 0 - 0 (77)
H() [QmO — 1]§ QmO QmO
Utilizando el mismo rango de Hy que para el método anterior, se obtiene
que la edad del universo va como 8,06034 < ¢y < 8,554077 [Gyr], idénticamente
a la otra solucion.

42
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3.2. Universo abierto

Cuando la curvatura del universo es menor que cero, se dice que el universo
es abierto y tiene forma de silla de montar [2, 9, 10]. Ahora, nétese que tanto
en (75) como en (76) no se hizo ninguna asuncioén con respecto al signo de K.
Por lo tanto, se puede partir de(76) utilizando el médulo de K:

u B
0 [0
t=a |,/ du=a | ,|———a
/ 1—Ku / ERT
0 0

Se utilizara el cambio de variable |K|p = sinh? 6, con su diferencial du =
% sinh 6 cosh 6df. Analizando solamente la integral indefinida (a la cual se lla-

I ﬁSinhQQ 2 h 0 cosh 6d6
= [ \| 7———= 7= sinhfcos
2 / 1+ sinh? 0 | K|

2
Iy=—— / sinh? 0dg
K2

mara I):

Siendo esta integral facilmente realizable usando identidades trigonométricas
hiperbolicas. La solucion entonces es|21]:

[

I = — R
ETRE

4 2

Volviendo a la integral definida entonces y devolviendo la variable:
t= ﬁ [\/ |K|p/|K|p+ 1 — arcsinh <\/ |K\,u)]
2

Utiizando de nuevo que = % = é;%}"‘, cuyo valor sigue siendo positivo

yva que ahora €, debe ser menor que uno para cumplir la condicién en la que
K < 0. Sustituyendo los valores de p y de a en funciéon de 2,,, la edad del
universo con curvatura negativa es:

1-0Q 1-0Q
™0 _ arcsinh ( 7nO> (78)

0
to o

 Ho(1— Quno)?
Tomando por ejemplo 2,0 = 0,2, con Hy entre 65.3 y 69.3 [Km/(s MPc)],
la edad de universo abierto entra en el rango de 11.95349 [Gyr] <t(<12.68571
[Gyr].
Si se quiere partir de la ecuacion de Friedmann original con el cambio de va-

riable R = P como en la ecuacion (73), basta considerar de nuevo a la curvatura
en funcién de su modulo:

QmO QmO
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2adP
dt = ————+
7 [KI? ™
Y se realiza el cambio de variable P = /|K|sec@ con su diferencial dP =

V| K| tan 6 sec 0d0:

2a+/| K| tan 6 sec 0d0
(|K|sec? 6 —|K])?

dt = —

2a sec0do

dt = ——— ———
|K|% tan® 0

Considérese ahora que cuando R tiende a cero, P tiende a infinito y por ende
ftiende a 7. La integral entonces sera:

P
K]

_ 2a / sec 0df
|K|2 tan® 0

arc sec

2

La integral analitica es[21]:

t= —ia\m%"’ [secZ (Z) — csc? (Z) —4In (sin (g)) +4In <cos <§>)} |( fm)

Se utilizan identidades trigonométricas para que la expresion sea amigable[21]:

9_P 9_P -£__1 -—£__1
a VK] VIK] VIK| VIK|
t:_4\K|§ P +1_ lid 1—41n P i . P
2R NaR 22— —2—=
VIK| VK] VK] VKl

Pero se debe recordar que P? = % + |K|. Usando esto y la propiedad del
logaritmo natural lnz® = alnz:

a VR 1 "R T VrR 11
a 2 a a
2K ]2 R|K|+1+1 1 R 11

(80)
Para saber el valor de la edad del universo en el momento actual, se devuelve
el valor de p,,0 en funcién de Q,,0 y se considera que |K| = HZ (1 — Q,0):

to = —

Qo { 1 1 L <1+\/1Qm0)]

— n\{ ————

2Ho(1 = Qo) 14+ VI=Qmo 1 —vI— Qo 1—v1—=Qm0
(81)
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De nuevo, tomando €,,0 como 0.2 y a Hy entre 65.3 y 69.3, la edad del
universo abierto estara entre 11.95349[Gyr] y 12.68571 [Gyr]. Las ecuaciones
(74) y (81) coinciden con las expresiones obtenidas por Kolb y Turner en la
referencia [23].
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4. Dependencia de la densidad de materia-energia
con respecto a la del vacio

Se ha visto ya cémo ha habido épocas en donde diferentes tipos de energia
han dominado en el universo, causando diversos efectos. Sin embargo, siempre
se ha considerado a la densidad de energia del vacio (la contribucion de la cons-
tante cosmologica) como constante temporalmente. Aunque pruebas cercanas
apuntan a que realmente la constante cosmolégica es... constante, es interesante
especular sobre como una variacién temporal en el futuro afectaria a la densidad
de materia-energia y a la densidad de energia de la radiacién.

Se comenzara por escribir a todas las densidades cosmologicas de la forma
Q; = Q;(t), donde i puede ser m, r o v:

) 87Gpilt)
() = pe  3H2(t)c?

Se puede analizar el cambio temporal al derivar con respecto del mismo esta

cantidad:
, H
Pi — 2/% <H>‘| (83)

Y recordando la ecuacion (52), y la condicién P = wp, se tiene que:

(82)

o G
' 3¢2H?

3R
pit i (L+wi)=0

Pero se sabe que % =H [2, 5, 9], por lo que:

pi+3Hp; (14+w;) =0

pi = —3Hp; (1 + w;) (84)

Y asi se puede utilizar este valor de g; en la ecuacion (83):

—3Hpi(1+w;) —2p; (Z)]

Por (82), la ecuacion diferencial se transforma en:

3(14w;) +2 (;)] (85)

Se quiere obtener una expresiéon més familiar para H. Si se deriva con res-

: : N

pecto al tiempo al parametro de Hubble, se tiene que H = %(%) = RRR%R).
En esta expresion se podria utilizar de nuevo la expresién de H en funcion de

&G
= 30w

Q= —O,H
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Ry R para que H = % — H?. Finalmente, si a esta expresién se le divide toda

para el pardmetro de Hubble al cuadrado se obtiene:

H R RR
= _1="

Pero notese que justamente el pardmetro de aceleracién se define como ¢ =

- (11{%1)%2 [2, 5, 9, 10, 11]. Reemplazando este valor en (86):

) 87)

Combinando las ecuaciones (87) y (85) se llega al resultado:

Se habia obtenido en secciones anteriores una relacién entre el parametro
de aceleracion y las densidades cosmolégicas. Especificamente, dicha relaciéon
se encuentra en la ecuacién (61) con un w para el vacio dentro de un rango
encontrado experimentalmente. En este momento interesa el valor principal, el

cual es w = —1. Con este w, ¢ = 92’" +Q, —Qy y Qi es:

O =-QH {3+3wi22<92’”+9,ﬂ9,,>}

Q= WGH[-1+Q,, + 29, — 2Q, — 3w;] (88)

Con lo cual, la tnica diferencia para cada uno de los tipos de densidades
cosmologicas seria w;. Para materia, w,, = 0 como se demostr6é en la seccién
previa 2. En esta misma seccién se mostr6é también que w, = % y se menciond
el valor experimental de w, = w = —1 4+ 0,06. Las ecuaciones diferenciales para
cada densidad cosmolégica seran:

Q.m = QmI_—T [(Qm - 1) + 2(Qr - Qv)] (89)
Qr =O.H [Qm + Z(Qr - 1) - QQU] (90)
Qy = QuH [Q, +2Q, —2(Q, — 1)] (91)

Estas son las ecuaciones que dictan la evoluciéon de parametros de densidad
con respecto del tiempo. Sin embargo, lo que se busca es la dependencia de un
parametro de densidad con respecto al otro, asi que se puede dividir a €, para
Q, para obtener:

dQ, Q[ Q4+ 29, —2(Q, — 1)]

(92)
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Notese que ademés se eliminé la constante de Hubble de la ecuacion dife-
rencial que muestra la variaciéon del parametro de densidad de materia-energia
versus el de la densidad de energia del vacio. Ya que 2, es mucho menor que
las otras densidades, puede ser en este caso despreciado y se termina con:

dsd, Qy [ —2(Q, — 1)]

La ecuacion (93) no tiene solucion analitica, por lo que se utilizaron métodos

numéricos para analizarla graficamente asi como a su inversa:

Ay Qy [Qn —2(Q, — 1)]
A QU [(Q — 1) — 200,]

En este punto hay que recordar el método de Euler para resolver una cierta
ecuacion diferencial 4’ = f(y,x): una linealizacién de una solucion incoégnita
y(x) alrededor de una vecindad x = x([24]. La grafica de esta linealizacion sera
una recta tangente a la solucién y = y(x), en un cierto punto (yo, zo). Se utiliza
entonces la linealizacién en un nuevo punto consecutivo z; = zg + h, y asi
sucesivamente. La precision de esta aproximacion dependerd mucho del tamano
del paso h, pues este método consiste en utilizar tantas pequenas tangentes como
se pueda para aproximar una curva soluciéon [24]. Se utiliz6 pues este método
para encontrar soluciones para €2,,variando manualmente 2,, y utilizando la
ecuacion (93). Asi también, utilizando la ecuacion (94), y variando €, para
encontrar valores de €, se realizaron curvas utilizando el método de Euler.

(94)

Las soluciones dependen muchisimo de las condiciones iniciales dadas a la
ecuacion diferencial, por lo que en el caso de (93) para cada condicién inicial de
Q,, se dan 9 condiciones iniciales para €2,,. Se pueden analizar las diversas curvas
encontradas en las figuras (5),(6),(7),(8),(9),(10) donde se utiliza un color para
cada solucion con diferente condicion inicial €,. Hay varias semejanzas entre
las diversas familias de soluciones: en primer lugar es interesante observar que
aumentar €, (en los gréficos 2,) implica necesariamente que el valor de €,
disminuye. Ademas, notese que en la figura (5) todas las soluciones mostradas
convergen a 2, = 0y 2, = 1, mientras que con una condicién inicial de la den-
sidad cosmologica de materia mayor a 0.1 (figura (6) hasta (10)) las soluciones
superiores alcanzan 2, = 1 antes de que €, llegue a cero. De hecho, si se le
obliga a 2,a tomar un valor superior a uno, las soluciones comienzan a oscilar
violentamente. Esto se puede explicar analizando el denominador de la ecuacién
(93). Se debe notar que la derivada de la densidad cosmologica de materia con
respecto a la del vacio diverge cuando Q,, — 2(Q2, — 1) = 0, lo cual implica que
siempre que €2, — QT = 1, la ecuacién (93) tendera al infinito. Si el valor de §2,
es menor que uno, dicha condicién no se podra cumplir pues €2, tendré que ser
negativo, lo cual no tendria sentido fisicamente: no existira singularidad. Si por
el contrario €2, supera a uno, si va a ser posible que (2,, tome valores tales que
exista una singularidad en la derivada. Esto prohibird un desarrollo estable de
la dependencia de €2,,con respecto de €, impidiendo fisicamente el equilibrio.
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Finalmente, la curvatura de las soluciones cambia cuando la condicién inicial
de Q,, u Q, aumenta. Si la curva es convexa, ésta implica una especie de “acele-
racién”; cuando una de las variables cambia més alla de un cierto valor, la otra
variable tendra un cambio cuantitaviamente mayor. Si por el contrario la curva
es concava, el cambio serd cada vez menos brusco mientras las variables evolu-
cionen la una con respecto a la otra. A partir de la figura (5) la curvatura de las
soluciones con un mismo {2, inicial cambia de convexa hacia céncava cuando
), aumenta. Mientras aumenta el valor de la condiciéon inicial de la densidad
cosmologica de materia, cada vez hay més soluciones con curvatura céncava en
vez de convexa, hasta que en la figura (10) la curvatura de todas las soluciones es
concava. Se puede entonces concluir que mientras mayor sea la diferencia entre
el valor de la condicién inicial de 2, y de €, al valor de la condicién limite de
Q,, las variables van a intentar llegar a dicha condicién limite cuantitaviamente
de una manera més abrupta. Si por el contrario, existe una diferencia pequena
entre estos valores, el cambio hacia dicha condicién ocurrird mas suavemente.

QV s Qm
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[IR=R 3

07t
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0.02 a 0.0z 0.04 0.06 0.05 0.1
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Figura 5: Familia de soluciones para {2, controlando a €2,,. La condicién inicial
para €1, es 0.1, mientras que las condiciones iniciales para {2, van desde 0.1
(solucion inferior en celeste) hasta 0.9 (solucion superior en morado).
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Figura 6: Familia de soluciones para {2, controlando a €2,,. La condicién inicial
para €, es 0.2, mientras que las condiciones iniciales para (2, van desde 0.1
(solucion inferior en celeste) hasta 0.9 (solucién superior en rosado).
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Figura 7: Familia de soluciones para €2, controlando a §2,. La condicion inicial
para €2, es 0.3, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.1
(solucién inferior en amarillo) hasta 0.9 (solucién superior en azul).
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Figura 8: Familia de soluciones para {2, controlando a €2,,. La condicién inicial
para €, es 0.5, mientras que las condiciones iniciales para (), van desde 0.1
(solucion inferior en azul) hasta 0.9 (solucion superior marrén).
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Figura 9: Familia de soluciones para €2, controlando a £2,. La condicion inicial
para €2, es 0.7, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.1
(solucion inferior en verde) hasta 0.9 (solucién superior en negro).
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Figura 10: Familia de soluciones para €2, controlando a 2. La condicién inicial
para €, es 0.9, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.1
(solucion inferior en lila) hasta 0.9 (solucién superior en morado).

Considérense ahora las soluciones para la ecuacion diferencial (94) en donde
se encontraran valores de 2, al dar valores numeéricos de (2, (ver figuras (11),
(12), (13), (14)). Se puede ver que una vez mas se comprometera la estabilidad de
las soluciones una vez que 2,,, tome valores superiores a uno. Esto se debe a que
(94) diverge si 2, —1—2Q,, = 0, pues implica que siempre que Q, = sz - %,(94)
tenderd al infinito. Sin embargo, si €2, es menor que uno 2, tendria que ser
negativo, algo que su definicién prohibe. Si €2, es mayor que uno, €2, si podria
tomar un valor que causaria que el denominador de (94) fuese cero, por lo que
de nuevo la soluciéon oscilaria violentamente.

Una diferencia fundamental entre las soluciones de la primera ecuacion dife-
rencial (93) y las de la segunda ec. diferencial (94), es como la variable depen-
diente cambia cuando la independiente tiende a uno. El cambio de las soluciones
inferiores de 2, vs. {),,, es mucho mas suave que el cambio en las soluciones analo-
gas en €, vs 2, . Ya que estas soluciones no son temporales, hay que notar que
no importa cémo la variable independiente varie en el tiempo, de lo que se esté
hablando es de cambios en valores distintos para un tiempo fijo.
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Figura 11: Familia de soluciones para €2, controlando a 2,,. La condicién inicial
para €0, es 0.2, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.1
(solucion inferior en verde) hasta 0.9 (solucién superior en negro).
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Figura 12: Familia de soluciones para §2,, controlando a €2,,,. La condicién inicial
para €, es 0.4, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.1
(solucion inferior en morado) hasta 0.9 (solucién superior en verde oscuro).
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Figura 13: Familia de soluciones para €2, controlando a 2,,. La condicién inicial
para €0, es 0.7, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.1
(solucion inferior en rosado) hasta 0.9 (solucion superior en tomate).
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Figura 14: Familia de soluciones para §2,, controlando a €2,,,. La condicién inicial
para 2, es 0.9, mientras que las condiciones iniciales para €2,, van desde 0.1
(solucion inferior en azul) hasta 0.9 (solucion superior en morado).
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En todas las soluciones, tanto si se encuentra €, con la ecuacion diferencial
(93) como si se halla €2, con (94), se tiene que sus valores no podrén superar a
uno. Esto es crucial si se recuerda la definicién de la densidad de energia critica
del universo, dada en la seccién 1.3. Ya que se dijo que Q; = %, si su valor
es menor que uno se tiene que siempre p; < p.. Esto quiere decir que aunque
las densidades cosmoldgicas variaran la una con respecto a la otra, el universo
siempre se expanderia y no existiria colapso.

Lo que en realidad interesa son las restricciones dentro de un rango de condi-
ciones iniciales probables, es decir tomando a {2, entre 0.3 y 0.5 y a €2, entre 0.6
y 0.8. Las soluciones con estas condiciones iniciales para la ecuaciéon diferencial
(93) se encuentran en las figuras (15), (16), (17), mientras que las soluciones
para la ecuacion diferencial inversa estan ilustradas en las figuras (18), (19),
(20).

Para (), entonces, la variaciéon méxima va a ser entre 1 y 0 al tomar las
condiciones iniciales menores posibles (€, = 0,6 y Q,, = 0,3). La variacién
minima, encontrada con Q, = 0,8 y Q,, = 0,5, estard entre 0.3674 y 1, tomado
de los valores numéricos de la solucién con dichas condiciones iniciales en la
figura (20).
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Figura 15: Familia de soluciones para €2, controlando a 2,. La condicién inicial
para €, es 0.3, mientras que las condiciones iniciales para 2, van desde 0.6
(solucion inferior en anaranjado) hasta 0.8 (solucion superior en amarillo) con
separacion de 0.05.
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Figura 16: Familia de soluciones para €2, controlando a §2,,. La condicién inicial
para €, es 0.4, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.6
(solucion inferior en azul) hasta 0.8 (solucion superior en verde) con separacion
de 0.05.
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Figura 17: Familia de soluciones para €2, controlando a 2,. La condicién inicial
para €, es 0.5, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.6
(solucion inferior en amarillo) hasta 0.8 (solucién superior en anaranjado).
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Figura 18: Familia de soluciones para €2, controlando a 2,,. La condicién inicial
para (), es 0.6, mientras que las condiciones iniciales para {2, van desde 0.3
(solucion inferior en azul) hasta 0.5 (solucién superior en negro) con separacion

de 0.05.
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Figura 19: Familia de soluciones para €2, controlando a €2,,,. La condicién inicial
para €, es 0.7, mientras que las condiciones iniciales para €2, van desde 0.3 (so-
lucion inferior en morado) hasta 0.5 (solucién superior en negro) con separacion

de 0.05.
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Figura 20: Familia de soluciones para €2, controlando a 2,,. La condicién inicial
para (), es 0.8, mientras que las condiciones iniciales para {2, van desde 0.3
(solucion inferior en verde) hasta 0.5 (solucion superior en azul).
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5. Variaciéon temporal de )\ en las ecuaciones de
Friedmann

En el momento actual existe amplia evidencia experimental de que A es cons-
tante [2, 3, 4, 9, 10, 15]. Sin embargo, ya que se han postulado las condiciones de
variacion para (2, se podria especular sobre como se modificarian las soluciones
de las ecuaciones de Friedmann en el caso de que en un futuro A sufriese una
perturbacién temporal. Notese que para tiempos grandes y usando el modelo de
Lemaitre, el término que acompana a la densidad cosmolégica de materia tiende
a cero, pues R tiende a ser exponencial como en el modelo de Sitter [2, 5, 9]. En
ese caso, la primera ecuaciéon de Friedmann se convertiria en:

Habiendo despreciado al término de la densidad cosmolégica de radiaciéon por
ser despreciable en comparacién con A. Ahora, se escribira a la perturbaciéon de
la constante cosmologica como Af(t), con f(t) una funcién temporal pequeia
en comparacion a . Notese que f(t) debe ser adimensional para mantener la
dimensionalidad. La primera ecuaciéon de Friedmann seria:

‘2_/\02 2 /\f(t)CQ
(R) —?R +T

Sacando la raiz a ambos lados y separando variables se encuentra que:

% - \/gc\/l (e

Se quiere encontrar la solucién para un tiempo en el futuro lejano, pero se
quiere que dicho tiempo sea para un momento especifico y con un valor conocido.
Se utilizara entonces el triple del valor del tiempo en el que sucede el punto de
inflexion de la figura (3). Se debe entonces integrar con los limites:

R(3t77l) 3t7”

R? (95)

3tm

Asi aplicando la funcién exponencial a ambos lados de la igualdad:

R = R(3t,,)eV 3¢, V10t 96)
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Siendo ¢, el valor temporal calculado en (43), con 3t,, = lem ln(gfg)

y R(3t,,) = (%)5 sinh (g In (%)) Si f(t) << 1, se puede aproximar
la raiz dentro de la integral como:

R = R(3t,)eV 3¢, (31 (0)dt o)
Se consideraran ahora diferentes funciones temporales que cumplen la con-

dicién arriba especificada. Se comenzaré con fi(t) o< + y fot) oc —1.

= Solucién perturbada con fi(t) = ﬁHot:

R = R(3t,)eY 3ot =3tn+ o In(57))

1 A
t W\/;C
Ry = R(3ty,)eV 3e-3tm) (3]5) ’ (98)
= Solucién perturbada con f5(t) = — {55
1 A
3t W\/gc
Py = R(at)ev/Bet 2o (e ) 70 o

Utilizando Q,0 = 0,685 y Hy = 67,3[Km/(sMpc)], se tiene que 3t,, =
23,1375[Gyr] y R(3ty) = 1,7913 . A en el momento actual puede ser encon-
trado mediante (29), y su valor es: A = 1,0859 x 107°? [m~2]. Sin embargo,
para poder comparar comodamente con la soluciéon del modelo de Lemaitre, se
va a intentar escribir todo en funciéon de Hyt. Para conseguir esto, basta en las
exponenciales multiplicar y dividir el argumento por Hy, y asi no se modifica la
solucion. Se puede ver el resultado de la perturbacion f; sobre el factor de esca-
la del universo (ec. (98)) en la figura(21), en donde se muestra cémo difiere Ry
con respecto al factor de escala en el modelo de Lemaitre original. En la figura
(22) se muestra el cambio que resulta de perturbar con fo al factor de escala
del universo. Nétese que en ninguna de las dos soluciones perturbadas ocurriria
un “Big Crunch”, aunque Ry causaria una expansion ligeramente menos violenta
para tiempos grandes que la que se obtiene con R;. Asi mismo, ambas soluciones
perturbadas se expanden més lentamente que el modelo de Lemaitre para un
tiempo en el futuro lejano.
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Rty vs. Hyt

Modelo de Lemaitre
35F — Modelo perturbado

RIt)

Figura 21: Efecto sobre el factor de escala del universo al aplicar una perturba-
cion de la forma f; = 1 en la constante cosmolégica. En azul se muestra R(t)

obtenido al utilizar el modelo de Lemaitre, mientras que en rojo se muestra la
solucién perturbada.
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Rty vs. Hyt
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Figura 22: Efecto sobre el factor de escala del universo al aplicar una perturba-
cion de la forma f, = —1 en la constante cosmoldgica. En azul se muestra R(t)
obtenido al utilizar el modelo de Lemaitre, mientras que en rojo se muestra la
solucién perturbada.

= Solucién perturbada con f3(t) = 155e~ 0%

Reemplazando el valor de f3, en la ecuacién (97), se obtiene que:
Rs = R(Stm)e\/%cfgﬁm(Hﬁe*Hot)dt
Integrando se obtiene que:
R3 = R(3tm)e\/§c[t_3tm—ﬁ(e*Hot_efSHotm>]

Se le puede escribir de manera en que se pueda ver de una manera maés
intuitiva:

Ry = R(3t)eV/ Selt=stul e~ mims V/3e(em 10 —em0m) (100)

» Solucién perturbada con f4(t) = —ﬁe_HOt:
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De manera andloga al caso anterior, se encuentra que:
R = R(3ty,)eV Feli=3tn] amim V/ge(e 70t —em?0tm) (101)

Las graficas de las soluciones perturbadas R3 y R4 se encuentran en las figu-
ras (23) y (24). Notese que siguen siendo muy similares a las encontradas con Ry
vy Rs: mientras las perturbaciones sean pequenas, parece no importar su forma.
En la figura (25) se encuentran las soluciones perturbadas desde R; hasta Ry
para evidenciar las diferencias entre ellas. Para las diversas perturbaciones pro-
badas, no cambia la forma de la solucién mas si cambia la rapidez de expansion
en un futuro lejano.

Rit) vs. Hyt

Modelo de Lemaitre

35F Maodelo perturbado

Figura 23: Efecto sobre el factor de escala del universo al aplicar una perturba-
ciéon de la forma f3 = r&)e*HUt en la constante cosmolégica. En azul se muestra
R(t) obtenido al utilizar el modelo de Lemaitre, mientras que en rojo se muestra

la solucién perturbada.
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Rit) vs. Hyt

Maodelo de Lemaitre
asl Modelo perturbado

Figura 24: Efecto sobre el factor de escala del universo al aplicar una pertur-
bacion de la forma f; = —gige 0! en la constante cosmolégica. En azul se
muestra R(t) obtenido al utilizar el modelo de Lemaitre, mientras que en rojo
se muestra la solucién perturbada.
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Figura 25: Factor de escala del universo para las pequenas perturbaciones f;
a fy. Los colores que relacionan a cada solucién con su curva respectiva se
encuentran especificados en el grafico.
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Se han probado algunas funciones que se sabe serdn siempre pequenas, para
poder usar asi la aproximacién en la raiz de la integral en (96). Sin embargo,
para funciones simples se puede resolver dicha integral, por lo que ahora se
intentara encontrar soluciones con perturbaciones que no necesariamente seran
pequenas en comparacion a .

= Solucién perturbada con f5(t) = Hot:

Considerese esta funcion en la ecuacion 96:
Rs = R(gtm)e@cjgtm VI+Hotdt (102)

La solucién analitica es facilmente encontrable, pues f;t V14 Hotdt =
3
3

%% [(1 + Hot)% — (14 Ho3tm) } La solucion es, entonces:
Xe2 L 3_ 3

Rs = R(3t,)eV 33 Mo [(1+Hot) 2 —(14-Ho3tm) 2 (103)

Con su respectiva solucion grafica ilustrada en la figura (26). Notese que

ahora el cambio de rapidez en la expansiéon es mucho méas notable que con

las anteriores perturbaciones, aunque siempre se tiende a que se ralentice la
expansion del universo en vez de acelerarse.

Rt} vs. Hyt

Wodelo de Lemaitre
3A5F todelo perturbado

Figura 26: Efecto sobre el factor de escala del universo al aplicar una perturba-
cion de la forma f5 = Hot en la constante cosmologica. En azul se muestra R(t)
obtenido al utilizar el modelo de Lemaitre, mientras que en rojo se muestra la
solucién perturbada.
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= Solucién perturbada con fg(t) = eflot:

Partiendo de nuevo del factor de escala del universo dependiente de un f(t) en
la ecuacion (96), se tiene que reemplazando el valor de la funcién temporal:

Re = R(Stm)e\/gcf;tm ViteHotdr (104)

)

Con el valor analitico de la integral siendo:

t
1 Hot 4
/ V1+etotdt = — [Q(eHot +1)% +1n <(e )
Hy
3tm

1
(eflot +1)2 +1
-1
+1

1

1 Hot 1%
Tk |2(ef0t 1) 2 +1n( L 0ftn2 -1
0 (eHot 41)2 41

[SIEY ST

(6H03tm + 1)
(eHodtm 4 1)

L1
H(]

(SIS

—2(€H03tm + 1)% —1In <

[21]. Con esto, el valor de escala seria:

RG = R(?)tm) (&

1
1 H3t, 3
\/gcy%) [—2(6H03tm+1)§_1n<(e 0 m+1)?—1>}

. (eHo3tm 411y2 11 (105)

Como se puede ver en la figura (27), esta solucién causa que el universo
se expanda més rapidamente en comparaciéon a la solucién encontrada con el
modelo de Lemaitre: ocurrirfa un Big Rip en un tiempo lejano.
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Rt} vs. Hyt

hlodelo de Lemaitre
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Figura 27: Efecto sobre el factor de escala del universo de aplicar una perturba-
ci6n de la forma fg = e0! en la constante cosmoldgica. En azul se muestra R(t)
obtenido al utilizar el modelo de Lemaitre, mientras que en rojo se muestra la
solucién perturbada.
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6. Conclusiones

En este trabajo, se reconsideraron algunas de las aproximaciones y premisas
utlizadas en la cosmologia moderna. En la subsecciéon 2.2, se calcul6 la edad
del universo en funcién del corrimiento hacia el rojo asumiendo una densidad
cosmologica de radiacién no despreciable, ademas del pardmetro de corrimiento
hacia el rojo en la época de transiciéon de un universo dominado por radiacién
hacia un universo dominado por materia. Adicionalmente, se calcul6 analitica-
mente la edad de un universo abierto y cerrado en contraste con las soluciones
parameétricas presentadas en la introducciéon. Estas dltimas concuerdan con las
expresiones dadas en la referencia [23].

Entrando més a fondo en el tema de la variacion de la constante cosmologica,
se consider6 primero el efecto de un cambio en la densidad cosmoldgica del vacio
sobre el resto de densidades cosmolodgicas; especificamente, cémo la variaciéon
del término relacionado con A afectaria a la densidad de materia del universo.
Finalmente en la tltima seccién, se analiz6 como una perturbaciéon temporal
sobre la constante cosmologica podria afectar al factor de escala del universo en
un tiempo lejano en el futuro.

La densidad cosmoldgica de radiacién es cuatro érdenes de magnitud menor
a la de la materia y a la del vacio. No es sorprendente entonces que el término
que considera la densidad de energia de radiacién, sea despreciado generalmente
en favor de las otras dos densidades de energia, cuantitavamente més pesadas en
magnitud. Sin embargo, en aras de analizar el modelo de forma més completa, se
calcul6 la correccién a primer orden dada al considerar la densidad cosmolégica
de radiaciéon como un término muy pequeno. El valor analitico de la edad del
universo en el momento actual, utilizando el modelo de Lemaitre y tomando en
cuenta la contribuciéon de todas las densidades de energia es:

1 1
2 1 Q Qo) + 02
to ~ — T In ( vo * mlO) * v0 +
3 HoQ Q%
2mo % 2mo %
o | (F) ()
Q’I‘O Q’UO 3 dv dv

+7§ Q PN . .8
2HyQ2, \*'mo S (P +1)? S (P +1)?

Donde Q4,0, Q1m0 y Q0 son las densidades cosmologicas del vacio, la materia
y la radiacién respectivamente. El primer término de la suma es la contribucién
directa a la edad del universo del modelo donde se desprecia a la radiacién,
mientras que el segundo término es justamente la correccién. Noétese que el
segundo término es directamente proporcional a €2,., el cual es del orden de 1075,
Por lo tanto, la magnitud de la correccién es efectivamente pequeiia en relaciéon
al término principal. En la tabla (3) se muestran los valores que consideran y
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no consideran la densidad de energia para la edad del universo en un rango de
Hj. La correccion esta entre los 0.00325 [Gyr| para el valor superior de Hy, y los
0.00389[Gyr| para el valor inferior de la constante de Hubble. La contrbucion
de la radiaciéon disminuye en tres millones de anos la edad de nuestro universo
en el momento actual.

Para encontrar el pardmetro de corrimiento hacia el rojo cuando la densidad
de materia-energia era igual a la densidad de energia de radiacion (z.4), se utilizo
la ecuacion (67) despreciando la densidad cosmolégica del vacio. Ya que se sabe
cudl era la edad del universo cuando existi6é este breve equilibrio entre materia
y radiacién, se puede despejar el parametro de corrimiento hacia el rojo en ese
momento al integrar desde el inicio del universo hasta el ¢.,. Haciendo un poco
de &lgebra, y considerando que justamente la hipo6tesis en este caso es que la
relacion entre las densidades es uno, se encontrd que:

_2
3

1
2eg = 256066 (HoQhoteg)| 1

Con valores numéricos de dicho pardmetro para un rango de Hy ilustrados
en la tabla (4). El valor utilizado para t., fue de 380000 afios.

Se encontraron las edades del universo analiticas para los universos con
K # 0 mediante dos maneras diferentes. La primera, partiendo de la ecuacién
(R)? = %ﬂ'% — K y realizando el cambio de variable R = P. La segunda fue
partiendo de nuevo de la primera ecuaciéon de Friedmann antes mencionada y
multiplicAndola toda por R. Las soluciones con ambos métodos dan rangos idén-
ticos, y son para el primer caso y el segundo respectivamente, para el universo

cerrado (K > 0):

Qm(] _ 1
2Q Qmo—1 1 Q Qo — 1
tg = =m0 larctan | Ym0 ] 4= m0 1mo _T

_1)2 O 2V Q-1 — Q, 4
Ho(Qo —1)2 Vot + 1 0 0

_ QmO . QWLO -1 Q'mO -1
tp = —  |arcsin — ,
HO [QmO — 1] QmO Q7n0
las cuales son equivalentes. Para el universo abierto (K < 0), las soluciones
analiticas usando ambos métodos fueron:

[N

; Qo { 1 1 . <1+s/1—Qm0)]
=— - n(————"
O 2Hy (1 — Do)t L1 VI =0 1T —VI— Qo 1—VI— O
Qm, 1-Q., . 1-Q,
to = " 9 _ arcsinh -
Ho(l — QmO)E Qo Qo

que también son equivalentes.
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La edad de un universo cerrado esta entre 8,06034 < to < 8,554077 [Gyr],
mientra que la del universo abierto tiene un rango de 11.95349[Gyr]<t;<12.68571
[Gyr]. En ambos casos, el valor de la edad del universo es mucho menor a la
edad medida experimentalmente.

Para analizar la dependencia de las densidades cosmoldgicas entre ellas, se
llego a las siguientes ecuaciones diferenciales dependientes del tiempo:

Oy = QO H [+ 2(Q2 — 1) — 20,]

Oy = QuH [Q + 29, — 2(Q, — 1))

Para eliminar la dependencia del tiempo, y despreciando el valor de la densi-
dad cosmolégica de la radiacién, se llega a la ecuacién diferencial que relaciona
la densidad cosmolégica de materia con la del vacio:

A Q[ —2(2, — 1)

Asi como su inversa:

A Dy [ — 2(Q — 1))

A U [(Q — 1) — 200,

Se encontraron las soluciones usando el método numérico de Euler. Las res-
tricciones encontradas variaban segin la condicién inicial, aunque se pueden
sacar algunas conclusiones fundamentales. En primer lugar, el aumento en el
valor de la variable independiente obliga siempre a la dependiente a disminuir.
En las soluciones donde €2, era la variable independiente, el cambio era més
brusco para €2, que cuando al contrario €2, era la variable independiente y €2,
la dependiente. Finalmente, en ambos casos la condicién de estabilidad de la so-
lucién de la ecuacion diferencial ordinaria obligé a que la densidad cosmologica
independiente no tomara valores superiores a uno.

Entonces, las restricciones para la variacién de €, encontradas fueron entre
1y 0 al tomar las condiciones iniciales menores posibles (2, = 0,6 y Q,, = 0,3),
y entre 0.3674 y 1 con 2, = 0,8 y ©,, = 0,5, que son las condiciones iniciales
maximas probables.

Finalmente, se busc6 cémo afectaba al factor de escala del universo pe-

A i . _ 1 - __1 _ 1 ,—Hgt
quenias perturbaciones como: fi = {55, fo = —1gm f3 = 1o6¢ ;
fa= fl—éoe*HUt. Para todas esas funciones el factor de escala en tiempos gran-

des disminuy6 con respecto del factor de escala del modelo de Lemaitre, aunque
no hubo un cambio muy grande ni en las rapideces ni en la forma de los factores
de escala perturbados con estas funciones. Esto implica una expansién menos
rapida del universo, aunque no lo suficiente como para generar un big crunch.
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Se probé luego con perturbaciones no tan pequefias como f5 = Hot y fg = eflot,
En la primera, existié un cambio dramético en la rapidez con la que se expande
el universo, siendo ésta mucho menor a las rapideces en los modelos perturbados
con las anteriores funciones. Para la tultima funcion, el factor de escala creci6 pa-
ra tiempos grandes. La perturbacién entonces causé una expansion del universo
mas rapida que la observada en la soluciéon del modelo de Lemaitre, causando
un Big Rip en el futuro lejano. La comparacién de estas soluciones perturbadas
con el modelo de Lemaitre, se encuentra en las figuras (21), (22), (23), (24), (26)
y (27). Para ver la diferencia entre los factores de escala perturbados por las
funciones 1,2,3 y 4, se las ploteo6 juntas con diferentes colores en la figura (25).

En conclusion, perturbaciones pequenas (mucho menores que uno en modu-
lo) tienen como resultado que el universo se expanda mas lentamente, aunque
no logran ocasionar un colapso. Perturbaciones lineales positivas también ralen-
tizan la expansiéon del universo, y las exponenciales causan una expansion veloz
que a la larga llevara a un Big Rip.
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Apéndice 1: Desarrollo de las Ecuaciones de Fried-
mann a partir de las Ecuaciones de Campo de
Einstein

Se puede llegar a las ecuaciones de Friedmann utilizadas en este trabajo
directamente a partir de las ecuaciones de campo de Einstein. Para lograrlo, se
debe primero introducir una métrica que describa al universo.

Meétrica de Robertson-Walker

En esta métrica se asume que el universo es isotrépico, homogéneo, y con
su materia uniformemente distribuida tal que se cumpla la densidad media del
universo. Se consideraré en este modelo al universo como un gran fluido, con las
galaxias particulas dentro del mismo que siguen el movimiento de dicho fluido
ideal [6, 9, 23]. El cambio en este universo seré el mismo en cualquier punto; es
decir, el universo se supondrd como una hipersuperficie llevada por el espacio-
tiempo en un tiempo césmico t. Este tiempo coésmico estard dado por relojes en
reposo con el fluido césmico, sincronizados con el momento en el que densidad
y temperatura del fluido llegan a un cierto valor esperado [9].

Considérese ahora la definicion de curvatura de una esfera: K = RQL’(t). Una

hiperesfera en el espacio cuadrimensional euclideano se puede expresar como
r? +w? = R2(t), con r? = 2% + y? + 22. Diferenciando, se puede encontrar que
2 2
redr 2

dw? = 7 - Sien vez de x2,y%,2% se considera las variables r. 6 y ¢, la

separacion de puntos sobre la hipersupericie sera:
di* = dr? 4+ r2dQ? + dw?

Con dQ? = r2dH? + r?sin® Adp?. Reemplazando el valor de dw?y utilizando
el cambio de variable 0 = & se encuentra que:

do?
1—o02

ds* = *dt* — R*(t) ( + UQdQQ) (106)

Habiendo incorporado el tiempo para convertir al dl en una métrica. Note-
se que las coordenadas son independientes, lo cual apunta que el supuesto de
isotropicidad es cierto. Ademaés, estos cambios son los mismos para cualquier
punto de la hiperesfera, por lo que se mantiene el supuesto de homogeneidad
[9, 10, 17, 25].

El tensor asociado con la métrica de Robertson-Walker seria entonces:

1 0 0 0
2
0 —& 0 0
JoB = 0 1602 ,RQ(t)O—Q 0 (107)
0 0 0 —R?(t)o?sin? 0
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Y el equivalente contravariante se escribe como:

10 0 0
2
0 %o 0 0
af _ R2(t)
g’ = (108)
0 0 0 b EGrerET

Ahora considérense los simbolos de Christoffel, los cuales pueden ser obteni-
dos de igualar la derivada covariante del tensor métrico en su forma covariante
como [9, 25]:

1 dg dg dg

F,u, — yi¥e? po o _ po 109

pe = 99 ( O0x° * Oxzf  Oz© (109)

Usando la convencién de suma de Einstein. Si la métrica es diagonal, como

en este caso, se pueden usar ciertas normas para simplificar los célculos de dichos
simbolos:

LR, =0p#v#p (110)
U= 5 (52e2) wtio (111)
I, = 291;“1 <%QJ§L:> w # viijos (112)
re = 291W (%i”:) 1 # v fijos (113)

Consideremos entonces los simbolos de Christoffel asociados con el elemento
de la métrica goo. Usando (113):

; 1 (9g00
M= ——
00 29 ( Ox;

Pero este elemento de la métrica es constante, por lo tanto:

)

I‘f)O:O

Para cualquier i posible. Las ecuaciones (110), (111), (112), (113) seran im-
portantes méas adelante, asi que vale la pena tenerlas en mente.

Se habia tomado a k = 1 para simplificar calculos, pero se puede generalizar
para cualquier valor de k la ecuacion (106):
do?
1 — ko?

dS? = c2dt* — R*(t) < + 02d£22> : (114)

con kigual a 1, 0, -1.
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Con esta métrica, la distancia entre alguna galaxia y la nuestra posicionada
en el origen seria:

d= R(t)/(d” (115)

1—ko?)z
0

Para & = 1, el universo esta curvado como la superficie de una esfera y es
cerrado, para k = —1 el universo es abierto como la superficie de una silla de
montar y sin fronteras, y para k = 0 el universo es plano. En este caso, d = R(t)o
y se regresa al valor clasico en el que H = % por la definicion del parametro de
Hubble en relacién con el corrimiento hacia el rojo [9].

Dinamica Coésmica

El tensor energia-momento de un fluido perfecto es [10]:

P
Ty = (C—2 + pm)uptty — P (116)

Considerando el tensor métrico, los elementos del tensor energia-momento

2 . .
son: Tog = pmc?, Thi1 = 225, Toy = PR?0?, T33 = PR?0? sin® . Sin embargo,
esta es una densidad de materia, y lo que buscamos es densidad de materia ener-
gia. Entonces, de ahora en adelante se trabajara con p, = %. Las ecuaciones

de campo de Einstein son:

881G

GHV - Aguu = CTTHV (117)

Pero el tensor de Einstein es G, = Ry, — %gu,,R, con R = ga*BRag. Sin

o 9 re  Ta
embargo, se sabe que R, = Rj},, y que R, = [ Ié’g“ IQ?[ ] + [ I‘ga Fg" }
ap - pw ap v

[9, 10, 17]. Ya que la métrica es diagonal y el espacio es de maxima simetria,
Ry, =0sip#uv:

RS, =k(n—1)gu = 3kgu, =0 (118)

pnov

Por lo tanto, los tnicos tensores de Ricci sobrevivientes serian el Rog, Ri1,
R y Rss. En el caso de Rog = Ry + R + Réao + Riso:

[ =]
FOO F00

Por lo que este tensor sera cero siempre. Para el siguiente término:

Q)
22
S~ 9

RO — |: 520
000 0
FUO
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Puesto que ya vimos que l“go es siempre cero. En este punto se querrin
calcular los simbolos de Christoffel asociados con esta métrica usando (110),
(111), (112), (113). Se comenzara con todos los indices iguales:

1 dgi1\ (1 —ko?) R2%2ko ok
Wog \ 9zt ) 2R (1—ko2)?2  1—ko?
F§2 =0
ng =0

Siendo estos dos tltimos simbolos de Christoffel cero pues el elemento de la
métrica asociado con ellos es constante con respecto a la variable respecto a la
que se deriva. Lo mismo pasa con los simbolos de Christoffel: T'§;, 'y, 05, T'15, 'Y,

Il 135, 1%, 1%,,T3,, los cuales son todos de valor nulo. Los simbolos de
Christoffel restantes son:

1 <8gn>11k02 2R R _ R

i, = o
107291 \ 020

2 R? 1—ko2c¢ ¢R

o (3922) LRl - I

- 2g22 \ 02V 202R? c Re
1 0933 1 . R R
I, = = 2Ro?sin?0—) = —
307 2955 <3$0 2R252 sin? 9( o s c) Re
1 8922 1 2 1
F2 - = R 2 = —
2 2g22 ( 8x1 2R20'2 ( U) g
1 (0gss 1 . 1
3 - 2 2.y _ L
o= g (6x1 = REoremig R 2osm0) =2
1 (0gs3 1 .
3 _ 2 29 . _
rs, = S0 (8&02 = SRazan 0(R 0“2sinf cosf) = cot §

Habiendo utilizado para calcularlos la ecuacion (112). Usando la ecuacién
(113) ahora:

FO _ 1 85]11 o _1 —2R% - RR
B 2900 \ 029 ) 2\ 1—ko? | ¢(1—ko?)
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0933 1 R, . .5 R
I3 = —% (8:50 = —5(—2Rz02 sin? @) = Ro? sin’ 9;

52 (—R?sin?020) = —o(1 — ko?)sin? 0

1 9933 1 ' sin(20)
Iz, = — _ 2429 -
. 2922 ( 0x? ) 2R252 (—R*0*2sinf cos ) >

Se puede entonces encontrar ahora a R, por su definicion:

10 (R
1 _ = 7l 1
ROlO - c 8t (CR) F10F01

Pero los simbolos de Christoffel son simétricos en po [17]. Usando los sim-
bolos de Christoffel previamente calculados y derivando:

R0 = _ﬁ (119)

I3 To % Too
0 R
Ry = *@Fgo F%orgo ~aR (120)

Y para el dltimo tensor:

) p) 3 3 =
R= |8 8 |+ 18 0| --an
I3 To T30 Too R
Pues tiene los mismos elementos que el tensor anterior. Por lo tanto, Rog =
3R
N CZR ’ . . . .
El siguiente tensor de Ricci es: Ry; = RYy; + Rl + R35; + R33,. Sus com-
ponentes son:

(121)




7

Ok AT

LS A R
ma= [ B e[ e o
Sk AR R =

. 5\ 2
2k+(RR)C%+2(§)
1—ko?

Ras = RYyy + R315 + Riso + R355. Se puede ver de cajon que R3,, va a ser cero,
y asi se calculan los otros tensores:

El simbolo de Ricci entonces es: Ri; = . Para el siguiente:

0 Jé) 10 o RRJ2
RO — |: 020 o2 :| + |: B0 B2 :| — 126
202 IR FgQ F§2 c (126)
Lol [T Tl e (R .
R — 9T Oz2 :| + |: :| =ko“+ | — o 127
212 { Ty, Ty F?z FgQ ¢ (121)

. 2
o0 _0_ . 13 R
R3 — |: or3  Ozx2 :| + |: B3 B2 :| _ k02+ v 0_2 128
232 I3 T3, F?z ng ¢ (128)

Con lo cual el tensor de Ricci es Ry = ‘Z—j <2k62 +2(R)% + RR) Para el
ultimo tensor :

8 o ro, 1o RR
R { 970 93 ]+[ a0 ’83}02811120 — 129
303 Loy Tgs Fgg F§3 c? (129)

DT T T T ey (RY s

Ry, = | 92+ Oz + =oc°ksin“0+ [ — | o“sin“6 (130
BLT T Ta || ng F§3 J ¢ 130
2 [ 36 % 1.7 I%2 FQB?, ] R ’ 2.2 2 . 2

R3on = 2 0z® | 4 == o0°sinf+ ko“sin“0 (131
323 L T35 T3 ] L F§3 Fg?, ¢ (130

Con Rj3 igual a la suma de todos ellos: R33 = o2 sin® 0 ( 2k + IE—? + % ;
Notese que la suma sobre los indices 8 de los simbolos de Christoffel depende
tnicamente de cuéiles resultan ser no nulos.



Calculando el escalar de Ricci mediante los diversos tensores.

fioo =~

2%+ (RR)L +2(R)?
(1-ko?)

De manera que:

. . 2
6 RR R
= R=g" Ry =—75 |kt 5+ (c)

En el tensor de Einstein, las primeras componentes son:
3 (B 3k
G = — — _—
0=z (R) TR

o — 2RE _ (%5)2

c2

G p—
H 1—ko?
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Y asi finalmente empatando con las ecuaciones de campo de Einstein, con

la componente 00:

3(R)?>  3kc?
R
Y con la componente 11:

— AN\ = 87TG£2
c

. L\ 2
k2 2 (R , P

Por lo tanto:

L\ 2
R 8 p ki AP
HQZ - = — G—fi -
<R> 37 TR T3

(132)

(133)

(134)
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donde H es el parameto de Hubble. Esta ecuacion usando (132) se transforma
en la segunda ecuacion de Friedmann:

R 4xG(p+3P) +)\702

R 3 2 3
Notese que la ecuaciéon (134) es la primera ecuaciéon de Friedmann. Ahora,
) ub o

recuérdese que T , =0 = 85;‘:6” + It T 4T TH*. Considérese entonces los

términos con p = 0 para encontrar:

(135)

o1 RR 11 3R 00 Ro’R 22 2 .2 R 33
520 +c(1—k02)T +£T +TT + Ro“ sin GET =0

Habiendo usado el valor de los simbolos de Christoffel. Usando las compo-
nentes del tensor de energia momento, se encuentra que:

3R
p+§(p+P):o (136)

Se han derivado entonces las ecuaciones de Friedmann partiendo de las ecua-
ciones de Campo de Einstein [9, 10, 25].
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Apéndice 2: Correcciones cuanticas a las Ec. de
Friedmann

Se mencionard aqui brevemente c6mo los autores del articulo [8] derivaron
las ecuaciones de Friedmann con correcciones cuénticas, y el efecto que esto tuvo
sobre la edad del universo. Los autores parten de la ecuacién de Raychaudhuri
[26] corregida cuanticamente al reemplazar las geodésicas normalmente usadas
(que salian de las ecuaciones de campo de Einstein), con trayectorias cuénticas
Bohmianas [27]. Dicha ecuacion es:

do 1 ) h?
[ _562 _ Rcducud + 72h‘ab (
m

d\ wb

= + Wh“bR;a;b (137)

La cual, para efectos practicos de este trabajo, no nos vamos a detener a
analizar. Basta saber que se estd asumiendo una descripciéon cuéntica del fluido
que llena nuestro universo, con una funcién de onda ¥ = Re* normalizable y de
valor tinico. R(z%), S(z®) son funciones reales, mientras que la funciéon de onda
antes mencionada tiene que ver con el cuadrivector velocidad u, = (A/m)d,S y
su expansion 0 = Tr(ug;p) = h®ugp, con h® = g, — uaup. La ecuacion (137)
es una consecuencia directa de las ecuaciones de Klein-Gordon o de la de Dirac
18]

Se quiere entonces encontrar la variaciéon del factor de escala del universo
partiendo de esta ecuacién. Los autores del articulo logran esto al reemplazar
0 = 3a/a y Requiu? = %(p + 3p) — Ac?/3. En este caso, el factor de escala
se denotard con a para no ser confundido con las otras variables que ya se han
llamado R. Utilizando lo antes mencionado en la ecuacion (137):

a 4 Ac? K2 K2
g TG C hab (f) + %thR;a;b (138)
asb m

' &y

Y asi se obtiene la segunda ecuacién de Friedmann con correcciones cuan-
ticas. El primer término de la correccién se encontré por los autores que estéa
asociado con la constante cosmologica, tanto asi que si se asume una forma

. .. . _ K% ;ab (OR _ 10—52
gaussiana en la funcion de onda, se obtiene que Ag = H—h (5 );a;b =10

(m~2), el cual es el valor numérico observado en el momento actual de la cons-
tante cosmologica [8].

El segundo término de la correcciéon se analizd en el articulo como funcién
de H = a/a, y para los fluidos del tipo p/p = w como se menciond antes en este
mismo trabajo. Usando la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,
se encuentra que:

. 3 h2 81
H=-5(1+w)H? - DL 6HY(1+w) [6(1+w)? — o (1+w)+18  (139)
m
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Notese que esta correccion depende de h; si el valor de éste tiende a cero, se
tendra una singularidad del tipo Big Bang [8]. La edad del universo puede ser
encontrada al expresar (139) como H = F(H) e integrar:

T H,
dH
T:O/dtzH/F(H) (140)

Con Hy el momento actual. Si las correcciones cuanticas cambian el valor de
F(H) tal que ni H ni H diverge, entonces H,, es el punto fijo méas cercano en el
pasado tal que F(H,) = 0. Se puede aproximar la funcién cerca del punto fijo
como F(H) = F™(H,)(H — H,)" para obtener:

Hp
1 dH
T = 141
FOO (H,) / (H_Hyn ~© (141)
Hy

Con lo cual el universo no tendria un principio. Este resultado seria conse-
cuente con la premisa de que las trayectorias Bohmianas no convergen hacia un
mismo punto a diferencia de las geodésicas Einstenianas[8].

El articulo mostré en resumen que considerar efectos cuanticos da lugar a
dos correcciones en la segunda Ecuacién de Friedmann. La segunda correccién
parece librarse de la singularidad del Big Bang, asegurando asi un universo sin
inicio [8]. El articulo es muy reciente, asi que todavia falta por ver la opinién de
la comunidad cientifica, asi como su incidencia en teorias probadas y aceptadas
en la cosmologia como el modelo inflacionario del universo.
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