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RESUMEN

Dos operadores diferenciales F y G estan asociados si F mapea soluciones de
la ecuacion diferencial Gu = 0 en soluciones de la misma ecuacion, es decir, F
estd asociado a G si G(Fu) = 0. Un espacio funcional es un espacio vectorial
cuyos objetos son funciones. El espacio funcional que contiene las soluciones
de Gu = 0 se llama espacio asociado al operador F.

En el presente trabajo se hallan las condiciones necesarias y suficientes para
que dos operadores diferenciales estén asociados sobre el algebra de los com-
plejos, cuaterniones y también en dimensiones superiores utilizando algebras
de Clifford clasicas cuyas bases estan construidas de forma matricial. Para
esto se utiliza un coédigo implementado en el lenguaje de programacion de
Python.

Plabras clave: algebras de Clifford, espacios asociados, operadores diferencia-
les, operadores asociados, representaciones matriciales, algoritmos, Python.



ABSTRACT

Two differential operators F and G are associated if F maps solutions of the
differential equation Gu = 0 into solutions of the same equation, that is, F
is associated to G if G(Fu) = 0. A function space is a vector space whose
objects are functions. The function space containing the solutions of Gu = 0
is called the space associated with the operator F.

In the present work we find the necessary and sufficient conditions for two
differential operators to be associated over the complex and quaternionic al-
gebras and in higher dimensions using classic Clifford algebras whose bases
are built in a matrix form. For this purpose, a code implemented in the Pyt-
hon programming language is used.

Keywords: Clifford algebras, associated spaces, differential operators, asso-
ciated operators, matrix representations, algorithms, Python.
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1. Introduccion

El analisis de Clifford tiene sus origenes en el andlisis cuaterniénico. Es-
te dltimo a su vez nacié cuando en 1843, William Rowan Hamilton intento
introducir algo parecido a un sistema tridimensional pero para los nimeros
complejos, es decir, tuplas de la forma (z1, 22, 23) donde z; para ¢ = 1,2, 3 son
nimeros complejos. De esta forma, Hamilton creé los los cuaterniones reales
(ver [17]). Luego de comprender que los niimeros complejos eran un par orde-
nado de ntimeros reales, de haber notado de que las operaciones con niimeros
complejos son en esencia operaciones con nimeros reales y después de que los
matematicos, en 1930, se dieron cuenta de que el dlgebra de los niimeros com-
plejos se simplificaba trabajando con vectores en el plano, Hamilton deseaba
probar si un andlogo espacial del dlgebra de nimeros complejos podria ser
elaborado de forma que las operaciones con este fueran simplificadas por
vectores. Asi, establecié que sus nuevos nimeros (es decir, los cuaterniones)
debian poseer cuatro componentes reales y la conmutatividad de la multipli-
cacién debia ser sacrificada (ver [12]).

Un cuaternio se define como
w=a+bi+cj+dk,
donde 4, 7, k son las “unidades imaginarias” de los cuaterniones (denotados

como H) que satisfacen > = j? = k* = -1y ij = k, jk = i, ki = j. Hamilton
introdujo un operador diferencial de primer orden V definido por:

Vi=i—+j—+k=— (1)
x z
Notemos que

ox?  0y? 022

donde Aj representa el Laplaciano del espacio euclideano R?. El matematico
suizo Rudolf Fueter introdujo en [15] un operador que es una generalizacién

en R* del operador cldsico de Cauchy-Riemann 0 := 9, + id, en el plano
complejo. Este operador esta definido de la siguiente manera:
0
D:=_—-+V,
ot

donde V estd dado por (1). Definiendo D := £ — V, se tiene que DD =
DD = g—; + 88—;2 + % + 88—; = A4, donde A4 denota el Laplaciano en R*. Es



decir, Fueter fue capaz de “factorizar” el Laplaciano de R* con el operador D
y a las soluciones del operador D de subconjuntos abiertos € R*, es decir,
a las funciones que satisfacen Du = 0 en (2, las llamoé funciones regulares a la
izquierda de una variable cuaterniénica, dado que el operator D era aplicado
por la izquierda de u (ver [12]).

Con la idea de descomponer el Laplaciano A, del espacio euclideano R™ !,
los matemadticos rumanos Grigore Moisil y Nicolae Teodorescu en [21] con-
sideraron (sin nombrarlo explicitamente) el dlgebra real de Clifford R%"
construida sobre el espacio vectorial cuadratico Ry, con base ortonormal
(e1,€2,...,e,) cuyos elementos satisfacen:

€i€j + €€ = 0, Sit 7é j,
ei=—1, i=1,...,n.
También introdujeron una generalizacién del operador de Cauchy-Riemann
dado por:
D=20,,+€10; + -+ en0y,.
Con la propiedad de que si D = 0,, — €105, — - -+ — €0s,,, entonces
DD =DD = Apiq

En resumen, las algebras de Clifford son una extensién de los cuaterniones y
el enfoque de Fueter, Moisil y Teodorescu fue retomado en los anos 60 y de
forma independiente por otros matematicos que marcaron el inicio de esta
nueva disciplina del analisis matematico llamada analisis de Clifford.

Hoy en dia, muchos de los resultados del analisis de Clifford tienen apli-
caciones importantes en campos como la geometria, la fisica tedrica, el pro-
cesamiento de imégenes, el andlisis harménico, entre otros (ver [18]). Muy
recientemente, existe una linea de investigacion que incluye este tipo de anéli-
sis y lo vincula directamente con la resolucién de problemas de valores en la
frontera o de Dirichlet para funciones monogénicas fraccionarias (ver [11]).
Esto implica resolver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopla-
do, lo cual no es siempre una tarea facil.

En el presente trabajo se estudian las condiciones necesarias para que ope-
radores diferenciales estén asociados en cualquier algebra de Clifford. Uno
de estos operadores es justamente el operador de Cauchy-Riemann introdu-
cido por Moisil y Teodorescu. Para esto, partimos de los resultados dados
en [31]. Esto se logré con la ayuda de varios c6digos implementados en el
lenguaje de programacién Python que utilizan la representacion matricial de
los elementos de la base para un algebra de Clifford.



2. Preliminares

2.1. Algebras de Clifford
2.1.1. Los nimeros complejos y sus diferentes representaciones

Si se definen a los niimeros complejos como pares ordenados de la forma
(a,b) donde a,b € R entonces se puede definir la suma y la multiplicacién de
la siguiente manera (ver [27]):

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc).

Puesto que:

Para todo par ordenado, entonces se concluye que (0, 0) es el elemento neutro
para la suma y (1,0) es el elemento neutro para la multiplicacién.

De esta forma, se nota que los ntimeros reales pueden ser identificados con
los pares ordenados de la forma (a,0). Asi, las operaciones de suma y multi-
plicacién corresponden con las operaciones usuales de los nimeros reales.

(a,0) 4 (¢,0) = (a+¢,0),
(a,0) - (c,0) = (ac,0).

Sin embargo, los nimeros complejos también pueden ser representados de la
siguiente forma:

(a,b) =a+bi=a(1,0) +b(0,1).

Donde i? = —1. Una forma atin més general de representar a los complejos
es mediante polinomios lineales de la forma (2)

a+bX. (2)

De esta forma, la suma y multiplicacion de complejos es parecida a la expli-
cada anteriormente siempre y cuando se exija que X? = —1

(a+bX)+ (c+dX)=(a+c)+ (b+d)X,
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(a+bX)-(c+dX) =ac+ (ad +bc)X + bdX* = (ac — bd) + (ad + be) X.

Ahora, supongamos que se tiene un polinomio que contenga un término X".
Si n > 2 entonces se puede hacer que X" = £+1 6 £X. Si n es par, entonces
n = 2a, donde o € N, y por lo tanto,

X"=X°X?X? - X2 = (=1)(=1) - (—1) = £1.

« veces

En cambio, si n es impar, entonces n = 2a + 1 y por lo tanto,

X"=X*X?X? - X°X = (-1)(=1)--- (-1)X = £X.

Q. veces

Ejemplo 2.1. Si tenemos X", entonces podemos reducir este término a —X
ya que:
X"=X2X2°X?X = (-1 (-1)(-1)X = -X
Si ahora P(X) es de la forma
PX)=a+bX+ -+ cX"

Entonces se puede formar otro polinomio haciendo X" = X2X""2 = —X"2,
Llamese este nuevo polinomio Q(X):

QX)=a+bX + - —cX" 2

De esta forma
P(X)—-Q(X)=cX"2(X?+1). (3)

Entonces, podemos usar esto para definir una relacién de equivalencia entre
)
polinomios.

Definicién 2.1. Dos polinomios en X son equivalentes si su diferencia es
un polinomio que contiene el factor X2 + 1.

Esto define una relacién de equivalencia, puesto que cumple las propieda-
des de reflexividad, simetria y transitividad (ver [26]). Ya hemos demostrado
que si P(X) = a+bX+---+cX" se lo puede reducir a un polinomio de la for-
ma Q(X) = a+bX+---—cX" 2y puesto que P(X)—Q(X) = X 2(X2+1),
P(X) es equivalente a si mismo. Esto quiere decir que la propiedad de refle-
xividad se cumple.

Si P(X) es equivalente a Q(X), entonces P(X) — Q(X) = R(z)(X?* + 1),
donde R(X) es un polinomio en X. Entonces, esto quiere decir que Q(X) —
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P(X) = —R(X)(X? + 1). Por lo tanto, Q(X) es equivalente a P(X) y la
propiedad de simetria se cumple.

Si P(X) es equivalente a Q(X) y Q(X) es equivalente a S(X), entonces
P(X)—Q(X)=R(x)(X?*+1)y Q(X)—S(X) =T(x)(X?+1) donde R(X)
y T(X) son polinomios en X. Si sumamos ambas ecuaciones, tenemos que
P(X)—S(X)=(R(z)+T(X))(X?+1) y por lo tanto P(X) es equivalente
a S(X). Esto quiere decir que la propiedad de transitividad se cumple y que
por ende tenemos una relacion de equivalencia.

Por esta razén, los complejos pueden ser vistos como clases de equivalencia
de polinomios en X. Ademds, como todo polinomio (o nimero complejo)
puede ser reducido a un polinomio lineal y la multiplicacion de dos de estos
polinomios también puede ser reducido a uno lineal, entonces el producto de
los complejos queda dentro de los complejos.

2.1.2. El sistema de Cauchy-Riemann y su generalizacién en di-
mensiones superiores

Dado un subconjunto S de los complejos C, se llama funcién compleja
de una variable compleja f(z) a una aplicacién f : S — C tal que a cada
z € S C C le corresponde un tnico nimero complejo f(z) (ver [23]).

Si z = x + 1y, entonces la funcién f(z) se puede expresar de la forma f(z) =
u(z,y) +iv(z,y) donde u(x,y) y v(x,y) son funciones de dos variables reales
que son la parte real e imaginaria de f(z) respectivamente.

Recordar que si se tiene una funcién compleja f(z) = f(x + iy) = u(z,y) +
iv(x,y) entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann son (ver [23]):

Oxu = Oyv,

Oyu = —0,v.
Las condiciones de Cauchy-Riemann son condiciones necesarias para la exis-
tencia de la derivada. Por lo tanto, si f(z) es derivable en zy = x¢ + iy, las
condiciones de Cauchy-Riemann se verifican en zy. Sin embargo, las condi-

ciones de Cauchy-Riemann no son suficientes para asegurar la derivabilidad
de una funcién, como se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Considerar la funcién

N
f(z)_{() z=0.
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Esta funcién es diferenciable para todo z # 0. En z = 0, las derivadas
parciales de f con respecto a x y y son:

_1
1

g e = o
—r
’ e v o

Por lo tanto, tenemos que 9,u(0,0) = d,u(0,0) = 9,v(0,0) = 9,(0,0) =0y
las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen. Sin embargo, esta funcién
no es continua en z = 0, por lo que no puede ser diferenciable en este punto

(ver [9]).

Si ahora se define el siguiente operador
1 .
0; = 5(& +140,). (4)
Entonces es facil de comprobar que

@Ef = 07 (5)

es una forma mas sencilla y compacta de escribir las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. La ecuacién (5) es una condicién necesaria para que una funcién
continuamente diferenciable con respecto a x y y sea diferenciable en todo
punto, esto es, para que f(z) sea holomorfa. Recordar que una funcién f(z)
es holomorfa en un conjunto abierto €2 si es derivable en todos los puntos de
). Generalizando un poco mas, se dice que f(z) es holomorfa en un conjunto
S si es holomorfa en un abierto €2 que contiene a S. También se puede definir
holomorfia en un solo punto zy € C. En este caso, f(z) es holomorfa en z
si es derivable en todos los puntos de un entorno de z, es decir, si existe un
disco B,(zp) con centro en zy y de radio r > 0 tal que f(z) es derivable en
todos sus puntos (ver [2]).

Para generalizar el operador complejo dado por (4) para dimensiones su-

eriores, se considera la base {ey = 1,eq1,ea,...,e,}+ del espacio euclideano
) 0 ) ) PRERE)
R™!. De esta forma, el operador de Cauchy-Riemann en R"*! es

D= Z ejaj. (6)
7=0

Donde las variables de R""! se denotan por zg,x1, T, ..., T, y por lo tanto
0; significa la derivada parcial con respecto a z;. De esta forma, el sistema
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de Cauchy-Riemann para dimensiones superiores se puede escribir como (ver
[29]):
Df = 0. (7)

Donde f: S C R**! — RnFL,

Ejemplo 2.3. Si n = 1, tenemos que D = ey0y + €10,. Podemos hacer las
siguientes identificaciones: eg = 1, ey = 7, xg = x y x1 = y. De esta forma,
tenemos que D = eydy + €101 = Oy + 10y y si f = epu + v = u + v,
donde u = wu(zg,z1) = u(x,y) y v = v(xg,z1) = v(z,y), entonces Df =
(0 +i0y)(u + iv). Expandiendo este producto tenemos lo siguiente:

Df = 0,u +10,v + i0yu — Oyv
= (Opu — Oyv) + 1(0,v + Oyu) = 0.

Para que esta ultima expresién sea cero, necesitamos que d,u — dyv = 0y
que J,v + dyu = 0, que son justamente las condiciones de Cauchy-Riemann
para las funciones complejas.

2.1.3. Definicién de algebras de Clifford mediante clases de equi-
valencia

Si f en la ecuacion (7) es una funcién de valores reales, la solucién que
se obtendra sera trivial. Para no obtener este tipo de soluciones, se debe
operar D sobre funciones con valores vectoriales. Para lograr esto, se debe
definir un producto entre vectores de R™*!. Nuevamente se utiliza la idea de
interpretar vectores en este espacio como polinomios lineales en las variables
X1, Xs,...,X,, donde e; se identifica con el término X;. De esta forma, si
(ag, ai, ..., a,) € R™! entonces este vector puede también ser escrito como

ap + Z CLij.
j=1

Asi la suma de dos de estos polinomios lineales es otra vez un polinomio
lineal. Sin embargo, para la multiplicacién hay que poner en evidencia la
siguiente propiedad:

Propiedad 2.1. Los cuadrados de los vectores unitarios X; deben ser igual
a —1, esto es, X7 = —1, para j = 1,2,...,n.

La Propiedad 2.1 debe ser preservada para que el producto resultante sea
otra vez un polinomio lineal: La segunda propiedad que se necesita para que
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el producto de vectores esté bien definido surge de la necesidad de construir
el operador de Laplace en R"*1. Recordar que el operador de Laplace en este
espacio, denotado como A, 1, se escribe como (ver [29]):

A1 =R+ R+ +R=0+ 0 (8)
j=1

Para poder factorizar el operador de Laplace, primero se define el operador
adjunto del operador de Cauchy-Riemann dado por (6) como:

5 = 80 — Zejaj. (9)
j=1

Entonces se tiene que la multiplicacion del operador y su adjunto es

51) = <80 — Z ej8j> (80 + Z €j0j> >
j=1 i=1

=0+ Y 07 = ejend;on,
j=1 ik
= An+1 — Z(ejek + €k€j>ajak.

j<k
Para que DD sea exactamente igual al operador de Laplace A,.;, se
necesita de la siguiente propiedad

Propiedad 2.2. eje; + exe; = 0 para todo j # k.

Las propiedades 2.1 y 2.2 se pueden obtener de una manera distinta.
Considerar n variables Xy, ..., X, en un algebra libre o un moédulo libre R,
donde los productos

X

p1

X

m
son distintos si el orden de los factores es diferente (ver [3]). Ahora, la no-
cién de polinomios equivalentes mencionados en la Definicién 2.1 se puede
generalizar aiin mas y es de esta forma como se definira el algebra de Clif-
ford. En efecto, dos polinomios de este anillo, nombrados P y ) se dice que
son equivalentes si su diferencia puede ser representada como un polinomio
donde cada sumando contiene al menos uno de estos factores:

2 .
Xi+1, j=1,..,n, (10)

X;Xp + XX, j#E. (11)
De esta forma, P ~ Q).
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Definicién 2.2. El conjunto de todas las clases de equivalencia con respecto
a la relacién ~ se denomina algebra de Clifford generada por Xi,..., X, v
se le denota por A, (ver [29]).

En particular si P ~ Q ~ X jz + 1 entonces la diferencia de estos polinomios
sera equivalente con cero:
X7 +1~0.

Y si P~Q~ X;X;+ X;X; con j # k entonces:
X; Xk + XX, ~ 0.
Que es equivalente a decir que
X?+1=0, (12)

X; Xy + Xp X; = 0. (13)

Las relaciones (12) y (13) se llaman las relaciones de estructura del alge-
bra de Clifford. Gracias a (13), las algebras de Clifford no son conmutativas.

Es importante recalcar que estas relaciones no son las méas generales que
existen y que cuando se satisfacen, entonces al dlgebra de Clifford corres-
pondiente se le denomina dlgebra de Clifford cldsico (ver [24]). Se pueden
considerar relaciones de equivalencias mas generales y esto conlleva a a ob-
tener algebras de Clifford méas generales denominadas dlgebras de Clifford
dependiendo de pardmetros (ver [3], [29] y [14]). Si se considera

X}’ +a;(p) ~ 0, (14)

XX+ X;X; — 27v5(p) ~ 0, (15)

para i,j = 1,...,ny ¢ # j, donde o;(p) ¥y 7i;(p) = 7j(p) son funciones de
valores reales dependiendo que pueden o no depender del parametro p. El
algebra de Clifford generado por estas nuevas relaciones de equivalencia se
denota por

An(plkj, a(p), 7is(p)) sin > 2. (16)

Sin embargo, este tipo de adlgebras no va a ser utilizado en el presente trabajo.

2.1.4. La dimensién de A,

Las 4lgebras de Clifford tienen dimensién finita. Para ver esto, notemos
que, usando (12) y (13), se pueden eliminar factores cuadraticos y también se
puede cambiar el orden de los factores (aunque probablemente habré algin
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cambio de signo ya que X; X, = —X;X;). Como resultado de este reordena-
miento, todo polinomio en A,, se puede escribir como

E ai1<i2<...<imXi1Xi2"-Xim'

11<12<...<im

Con las siguientes identificaciones X; = ey, ..., X,, = e,, se introducen
también estas otras identificaciones:

X1 Xy = ejeg = €2,

X1X3 = ejez = eg3,

Xan = €1€p = €1n,
XoXi = ege; = —eje9 = —e,

Xo X3 = egeg = €3, (17)

X9 X, = €€, = €gy,

X1 X9 X35 = ejeges = €193,

X1 X Xy =e1e3--- €, = €12,
Por lo tanto, una base para el dlgebra de clifford A, es:
ﬁ = {617 <oy €6ny€12,...,€10,€23,...,€2n,€123, - .. 7612-'%} (18)

Entonces, cada polinomio en A, puede ser escrito de manera més compacta

COImo
) asea, (19)
A

donde a, son constantes reales y A es una permutacién de los m indices
11,19, ..., i, con la propiedad de que

1<iy < .. <ip<n.

Asi, lo que se ha hecho para conocer el nimero de elementos de la base del
espacio lineal A,, es tomar las combinaciones de n elementos de m en m. De
esta forma,

man=(5)+ () () (1)< () =2

De lo que se concluye que la dimensién de A, es 2".
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2.1.5. Las algebras de Clifford y las algebras de Cayley-Dickson

Los complejos, cuaterniones y octoniones obedecen una construccion lla-
mada construccion de Caley-Dickson (ver [6]). Este proceso genera las alge-
bras de Cayley-Dickson. Por ejemplo, para construir los cuaterniones a partir
de los complejos, se toma un par ordenado (z1, z2) donde z; y 29 son nimeros
complejos. Si (wy,ws) es otro par ordenado donde w; y wy son nuevamente
complejos, entonces el producto de (21, 29) v (w1, ws) se define como:

(21, 22) (w1, wa) = (21W1 — WaZa, Waz1 + 22007). (21)

Donde la barra indica que se trata del nimero complejo pero conjugado. La
conjugacion del par ordenado en si se define como:

(21, 22) = (%1, —22). (22)

Este proceso se puede generalizar. Por ejemplo, para pasar de los cuaterniones
a los octoniones, se repite el mismo procedimiento pero ahora el par ordenado
(Hy, Hy) debe ser tal que Hy y Hy son cuaterniones.
Notar que, por ejemplo, las algebras de Clifford son asociativas, mientras
que los octoniones no lo son [4]. Dado un espacio de producto interno real
V', el algebra de Clifford correspondiente es el algebra asociativa generada
libremente por V' modulo

2

ve = —||v||*,

para todo v € V. Si V = R", entonces el algebra de Clifford A, es el dlgebra
asociativa generada libremente por las n raices no conmutativas de —1. De
esto se tiene que Ag = R, A = C y Ay = H pero Az # O (octoniones) [4].
La siguiente tabla muestra esto hasta n = 7.

N oo k| WwiN R o3
==
=

R[8] B R[8]

Tabla 1: Relacion entre n y A,

Por la no asociatividad, en el presente trabajo se habla de andlisis complejo
y cuaterniénico pero no octoniénico.
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2.1.6. Funciones monogénicas

La introduccién del concepto de funciones monogénicas es importante da-
do que generalizan el concepto de holomorfia del anélisis complejo.

Si Q es un dominio abierto y conexo en R"™ z = (z¢,71,...,7,) € Q ¥y
u(z) una funcién continuamente diferenciable y definida en {2 que toma va-
lores en el dlgebra de Clifford A,, entonces a esta funcién u(z) se le llama
funcién monogénica a la izquierda si satisface la ecuacién (7). Si u(z) en
cambio satisface uD = 0 entonces se le denomina funcién monogénica a la
derecha. Sin embargo, de ahora en adelante solo se utilizaran las funciones
monogénicas a la izquierda y, para no invocar su nombre completo, solo se
les llamara funciones monogénicas [29].

Ya se ha demostrado que la dimension de A,, es 2". Es decir, existen 2" ele-
mentos en la base de A,,. Por ende, una funcién que toma valores en A,, tiene
2" componentes con valores reales. El sistema Du entonces también tendra
2™ componentes reales, por lo que el sistema de Cauchy-Riemann Du = 0 se
puede descomponer en 2" ecuaciones. Estas ecuacioces seran, entonces, un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. [29]

Ejemplo 2.4. Para A,, una funciéon que toma valores en esta dlgebra se
puede escribir como u = ug + uje; + uses + uUpze12. Supongamos que u es
monogénica. Entonces Du = (9y + €101 + e20s) (ug + ue1 + uges +uize12) = 0.
Recordando las relaciones de estructura:

el = —1,
€112 = 61(6162) = 6%62 = —éy,
€2€1 = —€1€2,

e3 = —1,

€9€12 — 62(—6261) = €1.

Tenemos que el sistema Du = 0 se puede descomponer en 2? = 4 ecuaciones,
que son las siguientes:

Ooug — Or1uy — Gaug = 0,
Jouy + O1ug + Oaugs = 0,
Joug — O1u1 + Oug = 0,
Oot12 + O1ug — Dy = 0.
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Como se vera después, este sistema se podra escribir de manera matricial.

2.2. Espacios asociados en el analisis de Clifford
Ahora definiremos los objetos que dan pie a este trabajo.

Definicién 2.3 (Espacio funcional). Un espacio funcional es un espacio (es
decir, un conjunto con una estructura dada) hecho con funciones (ver [20]).

Ejemplo 2.5. C[a,b], el conjunto de todas las funciones reales continuas en
el intervalo [a, b] es un espacio funcional [30].

Ejemplo 2.6. Li[a,b], el conjunto de todas las funciones reales cuyo valor
absoluto es integrable en el intervalo [a, b] es un espacio funcional [30].

La nocién de espacios asociados viene del anélisis complejo. Por ejemplo,
el espacio de funciones holomorfas esté asociado a la diferenciacion compleja
que se logra con el operador d% ya que la derivada compleja de una funcion
holomorfa es nuevamente holomorfa. Esta idea se puede generalizar mediante
la siguiente definicién.

Definicién 2.4. Un espacio funcional x se denomina espacio asociado a
un operador diferencial F si F transforma x en si mismo.

La aplicacién mas importante de los espacios asociados es ayudar a en-
contrar la solucién de ecuaciones de problemas de valores iniciales (PVI) (ver
[22]):

owu = F(t,x,u,0u), (23)

u(0,x) = ¢(x). (24)

A pesar de que F depende en la variable espacial x y en el tiempo ¢, los ele-
mentos del espacio asociado son funciones que solo dependen de la variable

espacial x y no en el tiempo t. Resolver este PVI se traduce en hallar puntos
fijos en un espacio de Banach (ver [31]).

A continuacién, se da una definicién de operadores asociados

Definicién 2.5. Sea F un operador diferencial de primer orden que depende
det,z,uy djuparaj =0,1,...,nysea G un operador diferencial con respecto
a las variables espaciales x; con coeficientes que no dependen en el tiempo
t. Se dice que F es un operador asociado a G si F mapea soluciones de la
ecuacion diferencial Gu = 0 en soluciones de la misma ecuacion para un t
fijo. Es decir, si

Gu =0= G(Fu) = 0. (25)
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Como se dijo en la definicion 2.4, el espacio funcional x que contiene todas
las soluciones de la ecuacién Gu = 0 se llama el espacio asociado a F

En el presente trabajo, el operador presentado en la ecuacién (23) estd
definido como

F(t,x,u,0u) = > AD(t, 2)0u(t, ) + B(t, x)u(t,z) + C(t,x).  (26)
i=0
Donde u, A®(t, ), B(t,z) y C(t,z) son funciones que toman valores en algiin
algebra de Clifford. Mas especificamente, se tiene que

n

AD(t, z) = Z a,(j) (t,)ey, (27)

k=0

B(t,z) =Y _by(t,x)es. (28)

En el presente trabajo, se presentan condiciones necesarias para que (F, D)
sea un par de operadores asociados (D es el operador de Cauchy-Riemann
dado por (6)).

La resolucién del problema de valor inicial dado por (23) y (24) se puede
dar en el espacio de funciones regulares generalizadas que satisfacen Du = 0
por el método de espacios asociados siempre y cuando ciertas condiciones se
satisfagan, siendo una de estas, que F y D estén asociados (ver [31]).

2.3. Representacion matricial de las algebras de Clif-
ford

2.3.1. Definicién de p,(X)

Esta seccion esta dedicada a explicar como se construyen los elementos
de la base del algebra de Clifford A, correspondiente. Definimos I',, como
un conjunto de indices que son todas las combinaciones de 1,2, ...,n donde
también esta el elemento cero.

Ejemplo 2.7. Sin = 3, entonces I's = {0, 1,2, 3,12,13,123}.

Recordemos que el conjunto potencia de un conjunto A se define como (ver

16)):
P(A)={X: X C E}

Y que X € P(A) si X C A.
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Notemos que el conjunto potencia de A = {1,2,3} es justamente P(A) =
{@,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{1,2,3}}, por lo que es natural construir una
biyeccién de P(A) a I's para definir los elementos de este dltimo conjunto.
De hecho, si A ={1,2,...,n} y S = {i1,i2,....im} € P(A) con 1 <i; < ... <
im < n. Entonces se define la biyeccién ¢ : P(A) — I, como

B(S) = iyig...ipm.

Una vez definido I';, como la imagen de esta funcién ¢, la base de un algebra
de Clifford se puede escribir como 3, = {es : A € I',}. Esta base se puede
definir recursivamente como

Brn = Bn-1U Br_1tn, n>1, [y=ep.

Donde
anlen - {€A€n lep € anl}-

Ejemplo 2.8. Retomando el Ejemplo 2.7, la base para A3 seria:
B3 = {eo, €1, €2, €3, €12, €13, €23, €123} -

Ahora, se puede establecer una biyeccion entre I',, v los niimeros naturales
con el siguiente mapa. Sea p,, : I';, — {1,2,3,...,2"} una funcién definida por

pn—l(X)u si X € Fn—l
2 —|—pn_1<|_X/1OJ) si X € Fn — Fn—l

Notemos que py : I'g = {0} — {1} es el mapa
po(O) =1.

En general, se tendrd que p,(0) = 1. Por otro lado, p; : I'y = {0,1} — {1,2}
se define como
pl(O) = pO(()) = 1a
dadoque 0 € I'y v
pr(1) = 270 4 pof0) =20 +1=2

vaque 1 € I'y — Iy
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Ejemplo 2.9. Consideremos el caso cuando n = 2. Como I'y = {0,1,2,12}
asi que py : {0,1,2,12} — {1,2,3,4}. Los elementos que pertenecen a I'y_; =
I'; son {0, 1}. Por lo tanto:

P2(0) =p1(0) = po(0) =1,
p2(1) :pl(l) =2.

Y los elementos que pertenecen a I'y — I'y son {2,12} asi que

p2(2) =221 +p(0)=2+1=3,
p(12) =221 4 p(1)=24+2=4.

El mapa p, tiene como dominio, el conjunto finito I',, y como codominio,
el conjunto finito {1,2,3,...,2"}. Puesto que la imagen de esta funcién es
todo el codominio, entonces la funcién es sobreyectiva. Puesto que, tanto el
dominio como el codominio son conjuntos finitos, la sobreyectividad implica
inyectividad (ver [19] y [7]). Por lo tanto, esta funcién es biyectiva y entonces
existe una funcion inversa que se denotara como p,. Esto quiere decir que si
J € N entonces p,,(j) es el elemento A € T',, que ocupa la posicién j.

2.3.2. Construccién de las matrices fundamentales

Una vez definido p, y pn, considerar la base candnica de R?" dada por
Bon = {by, by, b3, ..., bon }.
La coordenada j de b;, denotada por [b;];, es ¢;;. Ahora, considerar el mapa
dado por e4 € B, — by, (a) € Ban, para todo A € T', y el mapa inverso
b; — ep, () para todo ¢ =1,2,...,2".
Siempre y cuando este orden se mantenga fijo tanto en By como en '), cada
u € A, tiene una representacién vectorial que vive en R?" dado por:

2n
u=-e(u) = Z s, () bi (29)
i=1

donde

es la matriz R?"*! y

€= (61’3%(1) eﬁn(z) eﬁn(?’) U Gﬁn(gn)) :



Ejemplo 2.10. Recordemos del Ejemplo 2.9 que p2(0) = 1, p2(1) = 2, p2(2) =
3

3y p2(12) = 4. Por ende, po(1) = 0,p2(2) = 1,p2(3) = 2 y pa2(4) = 12. De
1 0 0
. 0 1 0
esta manera, si By = {by, by, b3, by} donde by = ol by = ol by = 1
0 0 0
0
0
y by = 0 entonces
1
s ZO
w=Y b = u; ,
=1
! U2

Recordando que existe el mapa que asigna cada elemento de la base de
R* a un elemento de la base del algebra de Clifford A,, esto es, b; — €po (i)
entonces

Ug
Uy
U2
U12

Ug + ui1€e1 + Uo€2 + U12€12 =

Ahora, se construirdn las matrices fundamentales E 4 ,,.

Definiciéon 2.6. Sea A € I'),. La matriz E,, € R2"*2?" se define como la
matriz cuya j—ésima columna estd dada por

Colj(Eay) = eaep, () (30)
para todo 5 =1,2,...,2"

De la Definicién 2.6 se tiene que Col;(Ey ) = eoep, (j) = €p.(j) = b; donde
b; € Ban. Por ende, Ey,, siempre sera la matriz identidad Ion.

Ejemplo 2.11. Considérese ahora como seran las columnas de la matriz
Ey 5. Con j =1 se tiene:

OOll(E1,2> == 616152(1) — €16 = €1 =

o O = O
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Con j = 2 se tiene:

—1
0
COZQ(ELQ) = 616132(2) = €161 = —€y = 0
0
Con j = 3 se tiene:
0
0
COlg(ELQ) = 616132(3) = €169 = €12 = 0
1
Con j = 4 se tiene:
0
0
0054(E1,2) = €C1€py(4) = €1€12 = €1€1€2 = —€p€2 = —€2 = 1
0
Por lo tanto E; 5 va a ser:
0O -1 0 O
1 0 0 O
Ey 5 = (Coly(E2), Coly(Er2), Col3(Er2), Coly(Er2)) = 0 0 0 —1
0O 0 1 0
Ejemplo 2.12. De manera similar se puede mostrar que:
0O 0 -1 0
0 0 0 1
Er22=1{1 o o ol
0O -1 0 O
00 0 -1
00 —1 0
Ee2a=101 0 o
10 0 O

Notar que al trabajar sin matrices, se tiene que ejes = e15. De manera simi-

lar, notar que Ej22 se pudo haber obtenido de la misma manera, es decir,
multiplicando las matrices E 2 y E5o:

Ei1oFs5 = Erap.
Por lo tanto, la base 3 para A, es:

B = {EO,Q = I4a E1,27 E2,27 E12,2}
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Ejemplo 2.13. Es importante notar que esta construccion matricial también
sirve cuando se trabaja con algebras de Clifford dependiendo de parametros.
Para esto, hay que tomar en cuenta las relaciones de estructura dadas por
(14) y (15). Por ejemplo, E; o, E5 5 en este caso serfan las siguientes matrices:

0 —a; 0 O
1 0 0 O
Era=1y o o —o |
O 0 1 0
0 272 —az O
0 0 0 Qi
E2’2 B 0 0 2’}/12
0 -1 0 0

Y Ej99 es el resultado de la multiplicacién de estas dos matrices.

La representacion matricial de los elementos de la base de un dlgebra de
Clifford dada por (18) presenta muchas ventajas ya que se puede utilizar
todas las herramientas dadas por el algebra lineal para atacar problemas re-
lacionados con estas algebras.

Primero, presentamos una regla de diferenciaciéon para funciones que toman
valores en un algebra de Clifford A,,. El objetivo de presentar esta regla es
para hacer hincapié en que se puede prescindir de ella cuando se trabaja con
una implementacién matricial para las bases de A,, y que basta usar la regla
de Leibniz si se utilizan matrices. Recordemos que la regla de Leibniz o del
del producto para funciones f,g: R"™ — R. Sea h = fg, entonces:

Donde 0; es la derivada parcial con respecto a la i—ésima variable [5].

Cuando se tienen dos funciones complejas y diferenciables f y g, la regla
de Leibniz o regla del producto es valida con el operador complejo dado por
(4), tal cual como en el célculo de una sola variable. Es decir, se cumple que
(ver [2]):
O:(f-9) = (0:f) g+ f - (0:9).

Sin embargo, cuando se tienen dos funciones v y v que toman valores en
algun algebra de Clifford, esta regla del producto no es vélida con el operador
de Cauchy-Riemann. Se debe usar una regla diferente dada en el siguiente
Teorema (la demostracién se puede hallar en [8]).
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Teorema 2.1. Sean u y v funciones continuamente diferenciables en un
dominio acotado © de R™™ y que toman valores en el dlgebra de Clifford
A,,. Entonces (ver [31]):

D(u-v) = (Du)-v+u-(Dv)+2

(i ekuk) - OpU — Z_: uj - 8]4)] . (32)

k=1

Otra de las ventajas de utilizar la representacion matricial de los elementos
de la base de un élgebra de Clifford A, es que las relaciones de estructura
dadas por (12) y (13) estan contenidas ya en las matrices. Por ende, cuando
se opera con estas matrices, no es necesario tomar en cuenta estas relaciones.
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Objetivos

El objetivo general del trabajo es:

Hallar las condiciones necesarias para que (D,F) sea un par de ope-
radores diferenciales asociados, donde D estd dado por (6) y F esta
dado por (26) utilizando un algoritmo basado en una representacién
matricial de los elementos de la base de un algebra de Clifford.

Los objetivos especificos son:

Implementar un cédigo en Python utilizando la libreria SymPy, que
permite realizar calculos simbodlicos, para hallar las condiciones nece-
sarias para que (D,F) sea un par de operadores diferenciales asociados
sobre un algebra de Clifford A,, para cualquier n € N.

Hallar las condiciones necesarias para que el operador de Cauchy-
Riemann y el operador (26) estén asociados, describirlas para el dlgebra
de los complejos A; y mostrar el procedimiento explicito de cémo se
encuentran tales condiciones con el uso de matrices.

Hallar las condiciones necesarias para que el operador de Cauchy-
Riemann y el operador (26) estén asociados y describirlas para el alge-
bra de los cuaterniones As,.

Hallar las condiciones necesarias para que el operador de Cauchy-
Riemann y el operador (26) estén asociados y describirlas para el alge-
bra .Ag.

Exhibir las ventajas y desventajas de utilizar una representaciéon ma-
tricial para los elementos de una base para un dlgebra de Clifford A,.
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4. Resultados

Para el caso del dlgebra de los complejos, es decir para A, con n = 1,
se mostraran los resultados después de demostrar cémo calcular los coefi-
cientes del operador F paso por paso. Ademds, en todos los casos, para
simplificar la notacion, el término ag) (t,x) se escribird simplemente como
al(j). También cabe recalcar que la construccién de las matrices se hizo en
el programa MATLAB, y el script de Python dado en anexos simplemente
llama a MATLAB para que construya dichas matrices y las recoge para su
posterior uso [10]. A continuacién, se muestra un pseudocddigo para obtener

los resultados de los casos presentados en este trabajo.

Pseudocddigo 1 Pseudocddigo para hallar las condiciones necesarias para
que (D, F) sea un par de operadores asociados

Input: La dimension del algebra de Clifford A,

Output: Las condiciones necesarias para que (D, F) sea un par de operadores
asociados en A,,.

Paso 1: Crear la base § = {Eyn, E1n, ..., Eon_1,} para A,

Paso 2: Crear los operadores F and D y la funciéon u con las matrices del
Paso 1.

Paso 3: Formar el producto matricial D(Lu) y utilizar la regla de Leibniz y
la hipé6tesis Du = 0 para hallar las condiciones.

4.1. El caso complejo

Recordemos que en la Tabla 1 se mostrd que los complejos corresponden
al dlgebra de Clifford A,, donde n = 1.
La expresiéon Fu es la siguiente:

1
Fu = Z AD(t, 2)0u + B(t,z)u + C(t, x).
i=0
En este caso, al igual que en los otros, se considera que el valor de la constante
C(t,z) es cero. Ademas,
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Por ende, una forma explicita de escribir Fu es
Fu = (aéo)eo +alV)opu + (agl)eo +aVe)u + (boeo + bre)u.  (33)

Para escribir (33) de manera matricial, hay que recordar que existen dos
elementos en la base para el algebra de Clifford Aj:

10
EO - (0 1) 9
0 —1
a_<10).
Claramente Ey = I, y E? = —I,. A pesar de que u se puede escribir como

u = ugFy + u1 E; (siendo el resultado una matriz de dimensién 2 x 2), u
también se puede escribir como un vector columna. Es decir:

De esta manera, la expresion (33) puede ser reescrita de la siguiente manera:

0 )
Fu = (a) Ey+a{" ) ( 0“0> +(al" Ey+alV Ey) < 1”0) +(bo Eo+b1 Ey) <ZO) :

aoul 31101 1

donde Ejy y E; son las matrices mencionadas anteriormente. De esta forma,

Fu — CL((]O) —ago) 80u0 + a(()l) —agl) 81u0 + b() —bl Uo .
a§°’ a(()o) dour agl) aél) druy b bo uy

Multiplicando estas matrices y suméandolas se obtiene que:

(1

.7:u _ a((]o)f)ouo — (lgo)@()ul —|— a(()l)aluo — agl)ﬁlul —|— boUO — blul .
ago)ﬁouo + aéo)aoul + aq )81u0 + a(()l)ﬁlul + bllL() + bou1

El operador D se puede escribir de forma matricial de la siguiente forma:
_ o a0 O O _81 o (9[) —81
D_%&+&E_(Oéﬁ+<& O)_(@ ).

Por ende, D(Fu) escrito de manera matricial es

D(]:u) = <(91 3 (1

80 —81) a(()o)ao?Lo — ago)ﬁoul -+ aél)(?lu() — agl)@lul + bQUO — b1u1
ago)a()U() + a(()o)aoul + agl)allLo + ag )81u1 + bllLo + boU1 .
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El resultado de esta multiplicacién es una matriz cuya dimension es 2 x 1:

80(a(()0)80u0) — 80(a§0)80u1) + 80(a[()1)81u0) — 80(a§1)81u1)
+ao(bolb0) — 80(blu1) — 81 (aéo)ﬁoul) — 81 (ago)ﬁou())
—81 (aél)alul) — 81 (agl)aﬁi@) — 81 (boul) — 81(b1u0)

80(a80)(90u1) + (90(ago)80u0) + 80(@61)(91U1) + 30(a§1)81u0)
+00(bour) + Oo(bruo) + 01 (a Boug) — 01 (a” Byuy)
+81 <a81)81UO> — 81 (agl)ﬁl’lh) + 81([)0’11,0) — (91(b1u1)

Aplicando la regla del producto para derivadas parciales dada por (31), se
puede descomponer esta tltima matriz en siete matrices:

8()&(()0)80’&0 — Ooago)ﬁoul + 80a(()1)81u0 — 80a§1)61u1
+80b0U0 - a(]blul - 6’1a80)80u1 - 81a§0)80u0 - 81(181)811/4
—01a§1)81u0 — 8lbou1 — 81b1U0
D(Fu) =
80aéo)80u1 + 30a(10)80u0 + 80@81)81U1 + 80a§1)81u0
"‘80[)01“ + aobluO + 81a(()0)(90u0 — 81a§0)80u1 + 61a(()1)81u0
—(91agl)81u1 + 81b0U0 — 81b1u1

80U() — 81u1 —80u1 — Bluo
* bO (agul + 61U0> * bl ( 80U0 — 81’&1 )

(0) 83150 — 010y (0) —5§U1 — 010y
* o <8§u1 + 0180u0 + “ 6311,0 - 8160U1

N aél) <8081u0 — aful) n ag1) (—8081U1 — @%uo) _ (34)

8081u1 + 8%u0 aoalim — aful

Ahora, el sistema de Cauchy-Riemann Du = 0 en forma matricial se escribe
de la siguiente manera:

Du — 80 —81 Uo\ 80U0—81U1 - 0
= 81 8[) Ui o 81u0+80u1 o 0/

Notar también que, dado que 9,0 = 0 y Du = 0, entonces 9;Du = 0 para
1 = 0, 1. Estas matrices se escriben de forma matricial como:

. agU() — 8031’214 . 0
aODu - <8081U0 + 88”1 -~ \0)”’
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81@0%0 — 82u1 0
Du = i) _ (V)
(91 U (a%’LLO + 0180u1 0
Con esto, se puede ver que las ultimas seis matrices de D(Fu) dada por (34)
son automaticamente cero. Por lo tanto, tenemos que

(%a(()o)@ouo — 80a§0)80u1 + 80a(()1)81u0 — 80a§1)01u1
+80b0U0 - (90b1u1 — 81a80)(90u1 - 81a§0)80u0 - 81a81)81u1
—81a§1)81u0 — 8lbou1 — 81b1u0

aoa(()o)aoul + 80a§0)80u0 + 80a(()1)81u1 -+ 80&51)61’&0
"—80[?0&1 + aobluO + 8161(()0)80U0 — 81&&0)60’&1 + 81a(()1)81u0
—alagl)(()lul + 81b0u0 — alblul

Para que esta matriz resultante se igual a cero, cada fila debe ser igual a
cero. Ahora, la primera entrada de esta matriz corresponde al término que
acompana a eg y la segunda entrada corresponde al término que acompana a
ey (recordar que una base para A; es {eg, e1}). El programa (que se lo puede
encontrar en los Anexos) recupera la expresién a partir de las matrices y
arroja el siguiente resultado de lo que es la expresién D(Fu) escrita como
una ecuacion. Después de reagrupar términos se tiene lo siguiente:

D(JT"U) = [(80()0 — 81b1)eo + (80b1 + 31b0)61]u0 + [(—aobl — (9160)60 + (8060 — 8161)61]161
+[(80a§0) + 80a(()1) + ala(()o) — 61a§1))60 + (—aoa(()o) + 80a§1) + 81a§0) + 81a(()1))61]81u0
+[(30a[()0) — 80a§1) — 81&&0) — (91(1(()1))60 + (30@50) + 8(]@(()1) + 81a80) — alagl))el]alul.

A partir de aqui se puede notar que hay mas informacion de la que se necesita
ya que se ha descompuesto u en sus componentes individuales, es decir, en g
y uy. Por lo tanto, el coeficiente de ug y de u; proveen la misma informacion
ya que solo habra algiin cambio de signo debido a las identificaciones dadas
por (17). El coeficiente de ug (y el de 0jug) no presentan modificaciones ya
que al descomponer u en sus componentes individuales se estda multiplicando
este coeficiente por eqg = 1. Para aclarar esto, se puede considerar la siguiente
expresion:

[(80(70 — 81b1>60 + (80b1 + 81b0)61]u
= [(80190 — 6161)60 + (aobl + 31b0)61]u0 + [(8060 — (91[)1)60 + (80171 + 8lbo)el]elu1
[(aobo — albl)eo + (80()1 + 81b0)61]u0 + [(aobo — 8161)6061 + ((%bl + 81()0)6161]’&1.
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Al recordar que eje; = €2 = —1 = —ej se concluye que

[(aobo — 81171)60 + (80b1 + 81b0)61]u = [(8060 — 6161)60 + (8061 + 8lbo)el]u0
+[(aob0 - 81b1)61 + (—8061 - leo)eo]ul.

Que es justamente los dos primeros términos de D(Fu) que arroja el pro-
grama. El mismo andlisis aplica para el caso de djug y 01uy, es decir, para
conocer qué condiciones debe satisfacer el operador F, solo se necesita saber
el coeficiente de 0juq e igualarlo a cero. De esta forma se necesita en una
primera instancia que:

(80170 — 8161)60 + (60131 + (911)0)61 =0
(80a§0) + 80a((]1) + (91aéo) — 81a§1))eo + (—8()&80) + 00a§1) + Glago) + 81a81))61 =0

Ambas ecuaciones pueden ser cero si y solo si el coeficiente de cada elemento
de la base (eg y e1) es cero. Por ende, de aqui se desprenden cuatro condi-
ciones:

aObO - 8161 = 07
801)1 + 311)0 - O,
80a§0) + (90a81) + Bla(()o) — (%agl)
—8()@(()0) + 80ag1) + (’“)1a§0) + 816L(()

= 07
D _p
Estas condiciones son necesarias para que el operador F esté asociado al ope-

rador de Cauchy-Riemann D en el caso complejo. Notar que son condiciones
sobre las derivadas de las ag) y bi. En el siguiente caso, con n = 2 se verd

que esto no siempre es asi.

4.2. El caso cuaternionico

Recordemos que en la Tabla 1 se mostré que los cuaterniones correspon-
den al algebra de Clifford A, donde n = 2.

Para este caso, la expresiéon Fu toma la siguiente forma:

3
Fu=>Y_ AD(t z)0u+ B(t,x)u, (35)

=0

donde

AD(t ) =" a)(t x)er, (36)



33

3

B(t,x) =Y (t,x)e. (37)

1=0

El operador de Cauchy-Riemann para A, estd definido como:

D= e (38)

En el programa se usan las matrices descritas en los preliminares. La ventaja
de usar matrices, como se ha visto en el caso complejo, es que se puede
descomponer la matriz resultante D(Fu) de tal forma que se puede utilizar
la hipétesis Du = 0 directamente sin incurrrir en ningin tipo de calculos
adicionales.

Por ende, en vez de e; y es, se utilizan las matrices Ey y Fs respectivamente
definidas como

0 -1 0 0
1 0 0 0

Er = 0 0 0 —1]°
0 0 1 0
0 0 -1 0
0 0 0 1

£y = 1 0 0 0
0 -1 0 0

Y lo mismo para Ey = I, (la matriz identidad de dimensién 4 x 4) y E5 =
ELEs, es decir:

0 -1 0 0 0 0 —1 0
5 1 0 0 0 0 0 0 1
57 1o 0o 0 —1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 -1 0 0
00 0 -1
00 —1 0
By = 01 0 0
10 0 0

Estas matrices satisfacen:

EZE] = —EJE“ para ’l,j = 1, 2,3, 1 7éj
E? =1, i=1,2,3.

El procedimiento para hallar D(Fu) es el mismo para el caso complejo. Pri-
mero se hace la multiplicacién matricial de D y Fu, se utiliza la regla del
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producto dada por (31) y se descompone la matriz en una suma de matrices
de tal forma que la hipdtesis Du = 0 pueda ser utilizada. Para este caso, el
programa arroja la expresion D(Fu) como una ecuacién, que es la siguiente
(después de haber reagrupado los términos):

D(Fu) = [(Ooby — O1by — Oaby — D3b3)eg + (Ooby + O1bg + Oabs — D3bg)ey

+(0gby — O1b3 + Daby + D3b1)es + (Opbs + albg — Oaby + Osbp)es|u

—i—[(aoal + (%ao + 01 a(o) - 81a(1) + 0o a3 (%aél) + c%aéo) - 83a§1))60

+(00al + 0pal? + 0,a\” + 810" + 020l + 0yal + 950 — D3a8)e

+(=2b3 — 8al + 0pal” — 1al” — 910V + 850" + 32a(1) — 050 + 850$")e,
+(2by + Bpal” + 8pal) — 01a5” + 01l + 850 — 0yalV + B5a\” + B30l )es)0u
+2[(—ad — afVes + (—af” + a§?)es]H?u

+[(8pal? + 8()@0 61(13 -0 a? + 82a(0) — 9P + 850" — 83a§2))eo

+(205 + 6’oa3 + 000 + ya” + 0ha) — 0pal” + B0l + 5al — )
+(=00al + 0pa + 010" — 810 + 8,05 + 8yal) + Bsal) + Bzal?)ey

+(—2b, — (%a(o) + 80a§2) — 81a(()0) + 81a22) - 82a§0) - 82a(2) + 83a2 + 63% )63]82u
+2[(—al” + af)es + (— O — a0l )es)2u

+[(80a3 + 50% + 01 a Glagg) - 82a§0) - 32a§3) + 83a(()0) - 03a§3))60

+(=

+(2by + 80a1 + aoa + 1al) — 0val? + 3al) + 0al’? — 930l + 030 )ey
+(—0, ao )+ 0 a3 ) 4 ala(o) -+ 81a§3) + 02a§0) — 82a§3) + 83a3 -+ 03@83))63]83u
+2[(~a” = a5”)er + (~a5” + 0 )eo] B

—|—2[(a§0) + a(l))e + (ay © aéQ))eg + (—ay @ 4 a§2))e3]6182u

+2[(a” — aM)ey + (@Y = aies + (al” + a$?)es]0105u

+2[(—a? + aPey + (@ + aP ey + (0 — a{P)es)0505u

2b2 - 30&2 + 80@1 + alaéo) + 810,(()3) — 82&((]0) + 82&&3) — 03(150) — @gagg))el
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Por ende, las condiciones para que F y D estén asociados son las siguientes:

2b2 + 80a
doay” + doal
2b3 + 60&

\

(Oobo — O1by
Ooby + 01by + O2bs —
Oobs — O1bs + Doby + Dsby = 0,
Ooby + Dby = 0,
”—a%1+a¢m

Oobs + 01by —
8oa§°) + 30a(()1) + c%aé
8ol + dpal!) + 81a10 + 81a(1) + 82a2 + 62% + a3a<°)
—2b3 — 80(130 + 80a2
—|— 80a3
ala 0 _ (91a§2) + 82a80)
+ (90a1 + 81a§0) + 81a82) -
—80a0 + Byal
—2b; — 80a§°) + aoa:(f)
300l + 9pal + 0yal” —
-4@—%@%mmﬁ+&¢m+@%
20, + Goa(o) + 80a23 + (‘3 Lal”

—0 ao —l—aa +81a1 —1—31@2 —i—(?a(o)
0) 1 _

CL

—ag — as
()+a2 =
()+a(
(0)—a§2)
(0)_ag3)
()+a1 =

4 ) =0

a§°)—a§2):0,

o+
aéo)—aél)zo

RUNNCN
(O)+ag):0
()+CL;(3)=

:(),)—l—ag)—()

ago)—al =0.

— Oyby —

=0,
=0,
=0,
0,
0,
=0,

=0,

0,

81a3 ‘|— 81@&1) + 32a(()0) —

— 0 a32 + 82a20) + 32%
— 81a(0) + 8161

61(13 + 8QCL(O) + 82%

a3a(1)
+ 826l1 + 82% — 83a0 + 63(1,11)
82a§1) + 8;;@50) + 8;;@81) =0,
82(1(2)—1-(9@0 8a2):
826L(0) + (%a + 83a a3ag2) =
+ 836L3 + 83a§2) = O,
(92(130 82a§2) + agaéo) + 83&62)
a¢”mm9—@@=o
82% + 82(1(3) — a3a§0) 8 CL(3)

— 950" + 05aY :Q

82a1 + 83a§,0) + 83a(()3) =0,

Existen entonces 31 condiciones. Sin embargo, en este caso existen condicio-

nes repetidas. Por ejemplo, la condicién nimero 31 que es a,

) _

(3)

=0es

=0,

=0,
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exactamente igual a la condicién nimero 22, que es —a§0>+a§3) = (. Entonces,
obviando estas condiciones repetidas, el listado queda con 25 condiciones:

(80b0 - 811)1 - 8262 - 8363 == O,

8061 + 81170 + 82()3 — 831)2 = 0,

Ooba — 01b3 + O2by + O3b1 = 0,

Oobs + 01by — 8261 + 8360 =0,

o &(0) + 80a0 + 81% 81a + 62a 82a21 + 83a20 O3 a )

80(10 + (90a1 + 81a1 + 81(1(1) + (92@2 + 82a3 + 83@ 8 (1(1)

—263 - 8()@30 + 80aé1) - @1a(20) - 81a§1) + 82&1 + aga 83(1 + 836L(1) 0

2by + Oy a(o) + 80a§1) — alago) + alagl) —I— 0o a(o) 19) agl + 83a1 + 83&0 =0,

o a(o) + 80a02) — 81a§0) — (%agz) + 8 a — 0o a(Q) + 83a§0) — 83a§2) =0,

2bs + 80a§0) + Goagz) + 81a20 + 81a 8 a(o) + 02a§2> + 83aéo) — 83a§2) =0,

—80a80) + 3()@&2) + 81a1 — 0 a3 ) 4+ 0, a )+ 82a(2) + 83a30 +0 a12 =0,

—2b1 — 80@50) + 80a§2) — 81a(0) + (91@2 826L3 82@1 + 63a2 + 83CL(2) 0

8ol + (’90@03 + 01a20 81a1 agal aQa@ + 850 — 850 = 0,

—2b2 80a2 + (90a1 + 810, + (%ao agao + 82& ) 8 (I(O) 830, (3)

2b; + 80(1(0) + (90a2 + 8 ao 81a3 + agago) + 82% aga + 8 a =0,
-0 a ) 4 80a(3) + 81a1 + 61a + 82a(0) — aga(?’) + 83a3 + 03a =0,

a4 0,
o o,
—ay’ —a’ =0,
—a +ay =0,
—a)” — a3 =0,
—a® 1 =0,
aV 4o — 0,
agl) — aég) =0,

\

Se puede compactar ain més estas condiciones, como en [31], que es el articu-
lo que motivo la realizacién del presente trabajo. A continuacion se presen-
tardn las condiciones que en [31] se presentan de manera mas compacta. Sin
embargo, hay que aclarar dos cosas. En el articulo, en vez de utilizar el ope-
rador de Cauchy-Riemann, ellos utilizan el operador de Dirac D, definido
en este caso como

Dy=D+ A (39)
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donde A es un nimero real. Evidentemente, el operador de Dirac se reduce
al de Cauchy-Riemann haciendo A = 0.
Por lo tanto, con A = 0, las condiciones presentadas en [31] son:

r(3

0y = —az3 =0y,

)

a;(f) = a§3) = ago)’

oV = 0@ = o

D(A(l) _ A(O)el) + 2[(—bs)es — (—by)es] =0,
D(A® — AOey) 4 2[(—by)es — (—b3)ey] = 0,
D(A®) — AOey) + 2[(—by)ey — (—by)es] = 0,
| D(B) =0

Si quisiéramos descomponer estas 8 condiciones en las 25 condiciones que
hemos encontrado, deberfamos primero escribir A© AM A y AB) de forma
explicita y luego utilizar la regla del producto dada por (32). Desafortunada-
mente, el programa no tiene la capacidad de arrojar las condiciones de esta
forma tan compacta ya que el programa trabaja con las componentes de u
mientras que en [31] no se hace esto.

Entonces, al trabajar con matrices y con las componentes de u se evita uti-
lizar la regla del producto (32), pero esto tiene como desventaja que no se
podréan hallar las condiciones de manera compacta.

4.3. El caso A;

Recordemos que en la Tabla 1 se mostré que A3 no corresponde a los
octoniones, sino a H ) H.
Para este caso, la expresion Fu es la siguiente:

7
Fu=> AUt x)0u+ B(t, z)u. (40)
=0

Donde

7
AD(t z) = Z a,(f) (t,x)ey, (41)
k=0

B(t,x) =Y (t,x)e. (42)

1=0
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El operador de Cauchy-Riemann de igual forma estd definido como:

7
i=0
Nuevamente,se utilizan las matrices E; para ¢ = 0,1,...,7. La matriz Ej es
la matriz identidad Iy y Ei, Fo v E3 son las siguientes matrices:
0O -1 0 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0O-10 0 0 O
B = 0 01 0 0 0 0 O
0O 0 0o 00 —=10 01}
0O 0 0 01 0 0 O
0 0 000 0 0 —1
0O 0 000 0 1 0
0O 0 =100 0 0 O
0O 0 0 10 0 0 O
1 0 0 00 0 0 O
B, = 0O -1 0 00 0 0 O
0O 0 0 00 0 =10}
o 0 0 00 0 0 1
o 0 0 01 0 0 O
o 0 0 00 -1 0 0
o 0 0 0 —-100 0
o 0 0 0 0 10 O
o 0 0 0 0 01 O
B = o 0 0 0 0 00 —1
10 0 0 0 00 O
0O -1 0 0 0 O0O0 O
0O 0 =10 0 0O0 O
0O 0 0 1 0 O0O0 O

También, las siguientes identificaciones se hacen:

Ey = E1FEy,
Es = E\ E3,
FE¢ = EqF3,
Er; = EyEqEs

De esta forma estas relaciones de estructura se satisfacen automaticamente.

EiEj = _EjEia para i,j = 1,2,3,4,5,6, 77 i 7é Js
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E}= I3, i=1,2,3,4,506,7.

Para este caso, la expresién D(Fu) es mucho més complicada y se la puede
hallar en el Apéndice.
Las condiciones para que F y D estén asociados son:
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Oob1 + O1bo + Oaby + O3b5 — Osby — O5b3 — Jsby — D7bs = 0,
Ooba — 01by + O2bg + O3bg + O4by + Os5b7 — Ogbs + O7bs = 0,
Ooby + 01by — O2by — O3b7 + O4bg + Osbg — Jsbs — 0703 = 0,
Oobs — 0105 — Oabg + O3bg — Osb7 + Osby + Jgby — 0704 = 0,
Opbs + 01bg + Ooby — O3by — Oubg + Osby + Osbs + O7by = 0,
Oobg — O01b7 4 O2bs — O3by + O4bs — O5by + Osby — 0701 = 0,
Oobr 4 01bg — O2bs + O3by + O4bs — Os5ba + Ogby + O7by = 0,
80a\” + 9pal! + 01al” — 8108 + 9,0 — Bral) + 850" — D34V — 9,0l — D40 — B5a”
—0 a51 s a(o) O aél) 0 aéo) +0 a71 =0,

—0 ao )+ 8y a ) 4+ 81a1 + alao + 82a(0) + 82a4 + 03a3 + 83a(1) + 84a4 84a§1)
—|—85a§-)0) — 85a§1 + 86% - 86a7 - 87a7 - 87a6 =0,
—2by — aoaff) + 0 a21 81ag0) — 81afl1) + 82a§0) + 82a81) + 8311(0) + 83% (94aéo) + 84a§1)
—35aé0) + 05 a(l) + 3 a5 (%aél) + 87a§0) + (%aél) =0,
2by + 80a ) + 80a4 — Glaio) + 61a§1) + 82a(()0) — 82a(1) + 83a6 83a(71) + @4a(0) + 5)4&0
+05 a(o) + 85a 86a§0) — Ggaél) + 87a§,0) — 87(1:(),1) =0,
—2bs — 80a5 —i— o a (\ 81a(0) 81ag1) — 82a§0) - 82aé1) + 83a§0) + 83a(()1) + 84@550) - 84a$1)

—dsa” +aa aﬁa +aa aao 37a1
2bs + 80a + 30a5 81a5 + (91a 82a —i— (92a(1) + 83% 83a§1) - 64a(70) - 04(1((31)
+050\” + 9508 + gl + (36a41) 87a(0) +0 a2 =0,
80a§0) + (%aél) + 81aé0) — 81a7 aga —i— 82a3 + 83a4 (93a§1) + (94a(0) + 84a5
—85aY) — 050" + 0 alo + aﬁao + 07l — 00 = 0,
—doay” + dpal”) + 81a7 + yal! 82a§0 0yl + 930 + 03a{" — 8,0 + D40l
+85a510) — 85a§1) — 86% + 86a1 + 87a1 + 0, a(l) =0,
aoago) + 8(]&(()2) — 01@(10) — 01a§2) + aga(()o) aga(2) + (%aéo) — (93(1;(,,2) + 84a§0) — 84a512)
+a5a§°> — 85a§2) - 86aé0) — 86aé2) + 67a5 + 87ag2) =0,
2by + 80614(10) + 80a52) + éhago) + 81(1(()2) — 82a§0) + 82a512) — agaé‘” + 33a§,2) + 84a80) — (94@2)
—I—&aaéo) - 85ag2) - 86aéo) - 86a$2) - 87a§0) - 87a 2
—0, aOO + 80a§2) + 81a§0) — 81(142 + 82a20 + 82a + 83a3 + 673a6 + 84a(0) + 84a§2)
+05 a(o) + 85a§2) + 86aé0) — 86a 87a + 87a(2 =0,
—2b; — 9pal” + 8a? — 0, + 010{? — 9,a” — 9,0 — 930" — 850 + 040" + 94al?
+0;5 a(o) + 85a + (76a7 aﬁag) + 87a(60) — 87a§2) =
—2bg — 80% + 80a3 + alago) — ala,ff) - 82a§°) - 82aé2) + 83aé0) + 83a(()2) — 34aé0) - 84a$2)
—l—&:,aio) + 85a§2) — 8661(()0) + 86a§2) + 37(150) — 87(1&2) =0,
—0, a70 + 0o a ) Glaéo) + ala?) + 82aé0) + 82a§2) — 83a4(10) — (‘33a§2) — (94a§0) — 84aé2)
+05 a(o) + 85% 8 a§°) + 66a512) — 87(180) + 87@2) =0,
2bs + 0y a(o) + 0, % Glaéo) - (91@(72) 6 %O + 0y a(g) + 83% — 8508 — 84a$0) + 64@@2)
| +050\” — 0508 + 050" + Ogal? — 070 — 0:a” = 0,
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~

+085 o 0“7 (;)' ala3 + ohag ) + 82a70 f)gagf) _ 83a§0) 4 83af) — 8,4 10 e
5 5(3)0 85a + 86a4 + 66% + 87a(0) i 87a(()2) _0 6 43
as’ + O ’
—:83 ) an ala -0 Cll 82% — a2ag3) + 83(1(()0) . agaéB) . 84@(0) S 3)
5a, (0?5(1 + 86a2 + 36% 87a40 n a7a(3 0 7 10,
205 + Ooas —l—@oa +8 y
1 1a3 —l—@la —i—@a +0 (0)

(0) 2 7 Lol — 854 B _ 5,0 3
+05ay” — 0sa” + 0 6 aﬁa + 2 o — 9,0 _4 o + 050" — Ouag” — Osaf)
2bg + 60(1(0) + (%a 81a7 8 (I4 + 82& (0) +68 )7 P

;0" + o 3 2a 3&2 +03a6 "’84& +0a
o a(0)4+ D a5& +g a6a B, aﬁ(g) o a '+ 0y a(g) =0, '
4 10,6 + 109 " — 82a a a o
_ (3 5 1 "t 3a4 — 850 + 9
ao )+ 8 a )+ 8 ¥ — 9,0
1 a5 ) 4 (32a — Oy a(3)

0 2 + 8 al o 3
+a a( ) + a5al + 86a6 -+ a a(g) a G/(O) _ 870, ° 3 + 3a0 + a4a 840”(7)
—2by — 9ya”) + Al — Dya” '

5 ag’ + o0 a® — 5,00 (3) (0)

(0) 3) 3 hay ' + Ohay’ — Osa5” — O (3) (0) (3)
+05 as’ + 85% + 86a70 + aﬁaf) X 87% 0) N (970,;3) 0 305 30y + 34@2 - 84%
—2b o

? 0 80@2 s O0as” : 910 — 910 — 90 + 0ra) — B34 — Dya) — D4a”
aa 8(1 o 0) 273 sag. — O3ay" — Oaay 1+ 94a®
Y + 6a3 ) 4+ 56610 37& 37@13 0 4%

CL + 3 a ala + 0 ’

2 1CL ) 4 8,al? — 5,4 (0) 3
0 a o, a + 9 i + 5 6 2 1 20(3 + Osa; " + (93614(1 ) 84@80) + a4a:(33)
0 6 5 5a\? + 0zal” + 07alY =0,
doal + dpal’ +aa — 8ya® (0) 1
+05 a(o) 8 1 o O - 00 (93a(70) 0say” + d4a — Dyal’
b B a aa +8a6 a7Ol +8a =0, " o
N 0a2 + 80% + 31& —|— 01 al ) (0
)
—sa) 8 as? + 8 sal) — dgal’) aoa 26; '+ 82a0 — dag + 03 — 04" — Dsat”
7 — Yrtly 7a =
2b; + @oal + 80@ +0 (0) (4) 6 ’
2 Way — Oiay + O al® 4 5,6 (0) 4
(0) 4 4 209 20 + aga + 0 4) _ (0)
~0 as '+ 05 a( '~ 0 a70 0 a;‘ od® +oral? =0, o D O
—0 ao + 8 (1 —|— 0 7
1‘11 )+ alag + 0o a(o) Dy a SR
105 (0) + a3 asa —|—8a +0
A a((ol) —i-—g 85% +0 a6 - 8622)5 - 87@7 37a(4) ! ! 4&0
-9 o J drag) — 0rai? — 0raf? — Do + 33a4 + 05080 + 8,0 — 0,0l
5“ ‘|' a5CL + 86a1 + 66(124 + 87a(0) o, a(4) 0 473 47
—2bs — doay” + 0
o a(o) +86 oas + 81& + 31a3 82a3 + 82(1 + 33&2 83a§4) 9,09 _ 5,4®
o + 5% fﬁao + 86@4 + 37@50) + 87@2 = O o 1
5 + a —|- 0, (0) (4)
Lo, (0)0 (4)0% * 81a3 81a7 + 0pal” + (92@3 — 33a? — 85a$Y — 8, (1)

Qg Osay + 86a4 + 86(1 + 37a(0) o a(4) 2 hag” + Osa

—0 a3 Ty 80a +0
1a5 '+ 0al" + 0 a(o) — 0

—05 a - 85a(4) — 96a” + 0, 6 i 2&(4 63% + 83% T 84a + (94&3
" a(o) a 52 602 6?1 ) + (97(14 + Ora, ) — 0,
+d a(O) _0;0 (5_;— % a3 — 0 al + 0y a o 82aé5) - Ggago) - 83@&5) _ a4a(0) — 9,0

220 ; (Cl +3a4 +66a6 +37a(0)+8a75—0 6 404
—2b3 — dpaz” + 0 al )+ 81CL(0) + oral ) (5)

o (0) \ay + hay + 8sa? — 50 (5) (0) 5
[ —05a1" — d5ay) — Oay) — 9sal” + 070 — D0 =0 o+ O O = O
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(

80a7 + 80a(5) alaéo) - 81ai5) + 62aé0) + 82a(()5) 83a(0) + 83aé5) - 84a§0) + 84a§5)
+050 + 050" &ﬂ”-%@“-&ﬁ”+@@3:a
2bg + 8011(0) + 80a4 alago) + 81a§5) + 82a§0) — 82(155) - Ggaéo) — 83a$5) + &;aéo) + 84a85)
—0) agxo) + (95a + aﬁa (0 8 a 2 8 a (0 87a§,5)
2b; + 30a(0) + (%a + 8 ao 01(1 + 8 a(o) — aga(f’) + 83a5 + 63(1 84aé0) — 34a(75)
8& +8a ﬁﬁa +0a2 Ba 87a5
—0 ao )+ 30& + 81a1 +0 a3 )+ 82a(0) + 82a7 + 83a3 8361&5) + 34&20) — 84aé5)
+a&m+a% +%% + gal) a¢m+a% =0,
—2by — 80a4 + 0y a @ a(o) 81a(5) —|— 82a1 + aga + @ga(o) — 83a(25) Oy a —1— 84a5
—é%aéo) — 05 a(5) +0 a5 ) + 86% +0 a3 —0; a(5)
—80ago) + aoa -0 a4 )4 o CL6 )+ o ao 8261(5) + 83%- + 83a4 + 84a + 04a§5)
+85a” — 9508 a% +a% + 8,00 + 070 = 0,
Goaéo) + 30a(()6 - 81a7 - éhal + 82a§0) — 82aé6) — 83a§0) — 83a§6) + (94aé0) - 84a516)
—0 a40 85a(6) + O a 0) (%a (6) 87a © 4 67a76 =0,
o a(o) + (’90@1 + 01a6 + 81(1(6) 82a + 82a4 ~|— 83a4 + 830,(6) + 84a3 84a§6)
—5all —aJ®+a% %a +a% — 87a) =
—2bs — 8pal + ol +&a @% +@%D+®a6 95l + 350l + 04aL” + 040"
—95a” + 350" — 9gal?) — Dga” +&a +@d®_o
—265 80(150 ~|— 80a516) — ala(o) + 01a2 (’92a7 — 82a1 + 83a1 83a + 64a6 + 84a0
—0s a —i— Os a 86@(10) — 86a5 — 87a2 0 87a ©)
%rmm@+aﬁ 8@0 a¢+ﬁm) a&”wm?+&ﬁ”um9—@$>
+05 a(o) + 85a1 8 a3 )+ 6 a )+ o, a(o) 07 a(6)
2by + Goa(o) + 8()@5 + 01a2 + ala§6) — 82a(0) + 82a7 83a$0) - 83a§6) + 84&80) — 84a(66)
+aa®+@% @@)+a%? aa£+aa =0,
—80% + 80(16 + 0 al 81a7 + 82a2 + 82(1 + (93a3 83a2 + 84a + 84(1

—1—85@550) - &;aff) +0 a6 '+ 6t 87 — 07 a(6)
—60a§0 + 8 CL(G) 81a -+ 816L (6

+05al — 850 + Bgal’ +86a16 + 87(1 + 87%) 0,

—pal’ +8W)a% 6M1+@% @%>a@94m9—w@—@d>
—1—85(12 — 05 a(7 O a1 — 0, a6 — 0 ao (97a7 D=,
80a(60) + 80a1 81a7 + O a —|— 82a(0) + 82a 83a2 + 83a + (94a(0) - 84a§7)
8a0 awﬁ+%% — gal” 8a° dral"
-0 a ) 4 o a 81a§0) — 81a — 0 a7 )4 82a0 + 33(1(0) + 83a6 + 84(16 + (94a(7)
—6’5% + 85(17 — 86@(10) — 86a3 — (97a2 +0 a5 =0,
80a(0) + 0 a47 ) a50 —|— alag) — 82(1((30) 0s am + 83% 83a$7) - 84a$0) + a4aé7)
\—l—@ a(o) + 85% + 0 a2 66aé7) — 87a4 (%am

6)
(6)
)~ &al — 9al’ &dm+@a + dsay) + 94a
)
7)
(7)
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aoa@) + (90(1;(),7 + 61a20 81a5 8 a(o) agag) 83(1 + (93% + ('34(10 84a(77)
+05 a(o) + 85a1 86a ~+ Og a — 07 a 87a
-0 a —i— (90a(7) + 31a4 + 31a3 82(1 + (92a(7) 83%0) - 83a§7) - 84a§0) - 84aé7)
—0s a ) 4 85a(7) + 86a3 + 66a4 07a + 0, am =0,
aoago) + 80% + 01a0 81a7 + 62a + 82a3 ~|— 83a5 83a2 84(1(0) + 84aé7)
8a30 8a(7) 8a(0)—|—8a — 0yl 87a1 =0,
—00al” + 9pal” + 01a\” + 31a6 + 82a(0) Bsal” + 950" + 95a{” + 04a\” + 04a”
+a5a(5°>—aa<7>+aa6 + 950" — 874V +8a(7):0,

aéO) _ (6) — 0,
a(7) — ag ) = 0,
—ag —af’ =0,
—aéo) — aéG) 0,
ay’ +ay =0,
a(o) + a(ﬁ) 0,
a( )+ a( ) = =0,
a( )+ a( ) =0,
a( ) 4 a( ) — 0,
aéo) aéﬂ =0,
—a® 4 0,
ay’ — a5’ =0,
af — i’ =0,
aéo) — a,é5) =0,
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4.4. Dimensiones superiores

El problema de hallar condiciones necesarias para asociar dos operadores
diferenciales puede ser resuelto si se consideran algebras de Clifford A,, con
n > 4. Si se toma en cuenta el dlgebra de Clifford A, cuya dimensién es
2" entonces considerando el algebra de Clifford A, cuya base matricial es
E ={FEy, E1,...,Exm_1} vy satisface:

E0:I2TL.
EZE] = —E]EZ, for i = 1,2,...,2”-1.
E? = —Ipy, fori=1,2,...,2" — 1.

Entonces el operador diferencial D definido como:

n—1
=0

estd asociado con el operador diferencial de primer orden F definido como

—_

n—

F=Y A9t )0, + B(t,z),
i=0
n—1 ' n—1
donde AW = Za,(j)(t,x)Ek y B(t,x) = Zbk(t,x)Ek; es decir, si u : 2 C
k=0 k=0

R2?" — A, es cualquier solucién de Du = 0, entonces F transforma estas
soluciones en soluciones de la misma ecuacién para un t fijo.

Para hallar las condiciones, se puede utilizar el procedimiento dado por el
Pseudocdédigo 1.
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5. Conclusiones

En las siguientes conclusiones, cuando hablamos del codigo, nos referimos al
que estd en el Apéndice y que fue implementado con la ayuda del seudocddigo
dado por el Pseudocddigo 1 de la seccion de Resultados.

s El cédigo ayudd a hallar las condiciones necesarias para que el opera-
dor diferencial de primer orden F definido por (26) esté asociado al
operador de Cauchy-Riemann D definido por (6) segin la Definicién
2.5 para cualquier algebra de Clifford clésica A, con n € N.

» En este cédigo (implementado con la ayuda del Pseudocddigo 1) se
ha utilizado la representacién matricial de las algebras de Clifford, pu-
diendo hacer uso del conocimiento de dlgebra lineal para el fin deseado.
Puesto que se ha logrado representar los elementos de las bases de las
algebras de Clifford como matrices, todas las funciones y operadores
dentro de este algebra de igual forma se han podido representar como
matrices y consecuencia de esto, el trabajar con estos objetos ha sido
mucho mas facil, porque no existe la preocupaciéon de referirse a las
relaciones de estructura dadas por la definiciéon de lo que es un algebra
de Clifford (Definicién 2.2) puesto que dichas matrices ya las contienen.

= Dado que al utilizar estas matrices, se deben trabajar obligatoriamente
con las componentes reales de las funciones que viven dentro de un
algebra de Clifford, el Teorema 2.1 no es necesario, ya que al derivar
funciones reales solo se necesita la regla del producto o también llamada
regla de Leibniz para derivadas parciales.

= Con la ayuda del codigo, se han hallado las condiciones necesarias para
que en el algebra de los complejos, (D,F) sea un par de operadores
asociados. Las 4 condiciones halladas dependen solo de la derivada de
los coeficientes de F. Se ha puesto en manifiesto que utilizar la hipdtesis
Du = 0 es mucho més facil, puesto que la matriz D(Fu) se puede
descomponer de tal manera que ciertos sumandos sean cero.

= Con la ayuda del cédigo, se han hallado las condiciones necesarias para
que en el algebra de los cuaterniones, (D,F) sea un par de operadores
asociados. En este caso se hallé en principio 31 condiciones, pero se vio
que 6 de ellas eran repetidas, por lo que nos quedamos con 25 condicio-
nes donde esta vez estan involucrados los coeficientes y las derivadas de
los coeficientes de F. Se compar6 los resultados con los de [31] y se con-
cluye que la desventaja de usar las matrices es que no podemos escribir
las condiciones de manera compacta como se lo hace en el articulo [31].



48

= Con la ayuda del cédigo, se han hallado las condiciones necesarias pa-
ra que en el algebra de Clifford Ajz, (D,F) sea un par de operadores
asociados. Se evidencia que existen muchas més condiciones que para
el caso A; y As. Esto nos lleva al siguiente punto.

= Kl codigo generaliza el procedimiento descrito detalladamente para el
caso de los complejos y los resultados dados en [31]. Sin embargo, la
eficiencia de este cédigo no es tan buena por dos razones. La primera,
es que Sympy, el paquete de Python utilizado que juega un rol fun-
damental en este trabajo, es un paquete relativamente nuevo, puesto
que la ultima versién estable recién sali6 el 22 de julio de 2017. Sin
duda alguna, los desarrolladores han hecho un gran trabajo al crear
esta libreria, pero ain deben optimizar ciertas funciones. La segunda
razén es la naturaleza en si del calculo simbdlico. Histéricamente, el
algebra computacional ha sido altamente ineficiente, pero con el pasar
de los anos se ha tratado de desarrollar algoritmos maés eficientes para
enfrentar esta problematica. No obstante, es posible hallar las condicio-
nes para que (D, F) sea un par asociado en A,, para cualquier n € N
siempre y cuando se tenga una computadora con mucha capacidad de
procesamiento.
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7. Anexos

7.1. Expresion D(Fu) para A;

D
+

(Fu) = [(Bobo — 1b1 — Boby — Dsbs — Dsbs — Dsbs — Tebe + Drbr)eo
(Oob1 + Ohbo + Oobs + Osbs — Duby — Dsby — Debr — Orbe)er

+(0oby — O1by + Daby + D3bg + Oyby + Osby — Dgbs + Drbs)e

+(0obs + 01by — Oaby — O3b7 + by + Osbg — Osbs — O7bs)es

+(Dobs — Dubs — Do + Dsbo — Dabr + Dby + Dgbs — Drba)es

+(0pbs + O1bg + Doby — O3by — Oybg + Osby + Osby + O7by)es

+(Bobg — Orbr + Dby — Dsby + Aubs — Dsba + by — Frbr)eq

+(0ob7 + 01bg — Oabs + O3by + O4b3 — Osby + Jsby + O7bo)er|u

+(360'” + 8palY + 810 — 911" + 92al” — Bral + 350" — 830" — 910l — D4alV
-0 aéo) -0 aél) -0 a(70) -0 aél) — &aéo) + 87a§1)) €o

+(— (90a0 + 00a1 + 81(1(0) + (‘31agl) + 82a§0) + 82a(1) + 83a3 + 83a5 + 84a a@”
+05a5 — 85a3 + 86% — (96a§1) — (‘37a§0) — (97aé )er
+(—2b4 - 80a§f> + aoag” - 81a§0) - a1a$> + aza“” + 8sal) + 050 + 030l — 940"
+a4a1 6’5a6 + 85a + (96@5 (96a3 + 87a + 87@5 )62
+(2by + Boal) + 80(141) — 810 + 010l + 9al” — 950" + 850 — B30t + 040l
+0al? + 850 + 0508 — 0gal”) — 95al?) + 9;a” — B0 )es
+(—2b5 — (90a5 + aoag = 81aé0) - c%aél) = 82a(70) — 82a(1) + 83a1 + (93a0 + 84a6
—aV a5a0 + 95alV — 95al” + aﬁag — 80 — 9:a")ey
+(2bs + 0ol + 9pal — 010 + 0108 — 9,0 + 0pal? + 850" — D3a) — 04al”
—0 aél) + 35(1(0) + 85a(1) + 86ago) + 86a 87a(0) + 87a(1))

+(80a” + 8pal + 810l 81a7 82% + 050l + 050" — 05a8) + 040 + D40V
—85a2 85(14 —|— 86a(0) + aﬁa + 87a0 67a )

+(— 80a6 + 00a +dal + 81% 82a3 82a5 + 83aY” + 93a” 84a + Oya) (I
1050} — 95al) — 8 aéo) + 9gal" + 9:a\” + 87a0 NezOru
+H(at” = a{)eo + (ay” + ai)er + (=af” — af)es + (a5 + af)es + (—af” — af)es
+(a§” + a§)es + (af — al)es + (—af” + af)erdtu
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+[(80a§0) + 8()@(()2) - 81a510) - 81a§2) + 82a(()0) — GQaéQ) + 83a((50) - 03a§2) + 84a§0) — 84@(12)
+05 a(o) -0 aéz) -0 ago) - 86a((32) + 87aé0) + 67a(72))

(2b4 + 8o’ + 800t? + 01as” + 0val? — 0yal” + 0ya? — 350l + B5al? + D4al)’
—0y a )+ 0 a6 — 85(1(2) — 86a(0) — 86a7 — 87a3 — 87% ))el

+(— aoao + 670a2 + ala@) 81a + 82a2 + 82a0 + 83(1 + 83% + 34a4 + 84(1(2)
+850” + 050\ + Bpal” — Beal? — 87a7 + 8:a)e,
+(—2by — aoal + 80a4 — 01a(()0) + 81a 82a(0) 82(152) — 03aé0) — (93619) + &;aéo)
+(34a(()2) + (%aéo) + 85aé2) + @Gago) - (’36615 + 87&%0) - 87&:(3))63
+(=2bg — Dpal’ + 0pal? + 010l — 90l — 62a§0> — 0,0l + 950 + 03a” — 9,0l
—84a$2) + (%aflo) + 35&(2) — 8661(()0) + 86a§2) + 87&1 87a(2))
(=00 + 9pal? — 01a” + 010 + (92a5 + 8508 — 850" — 05a'? — 04a)”) — 04a?
+85a§0) + &:,a(()z) - 86&50 + 86a4 - 87a0 + 87a2 )65
+(2b3 + (90a§,0) + 80(1(2) - 81a(0) -0 ag) - (%aéo) + 82a§,2) + 83(1(()0) - 83a52) - 84a§0)
+84a§)2) + 85(1(0) 85a + 86a2 + 86% 87@(10) — 87a§2))66
—I—(@oaéo) + 80a(2) + 81a3 + 31a6 + 82a(0) — 0 aéQ) — 83(150) + (%,aff) - 84aé0) + 84ag2)
+a5a0 85a2 + 86(1 + (96a1 + 87a2 + 87(1 )67]82u
+(@ — aPyeo + (0 + afey + (—a” + aP ey + (—al” — aP)es + (—al” — alP)ey
+(—al” + aes + (0 + a?)es + (aéo) — a?)eq]0%u
+[(% a3 ) 4+ agao — 81a5 0 _ 81a(3) — 850 — 9,05 + 050" — 050 — 9,0 — 9,4a(Y
+05a1 — 0 a5 ) 4 0 a '+ 0 a6 (97a510) + 87a7 )eo
+(2b5 + 80a5 + 80(1 + (91a3 + alaég) + 5’2a(70) + 82@(13) — (9;;@50) + Bgaég) — 84aé0)
—0y a(g) 0 aé 85a§3) (%aio) — aﬁag) + 87@&0) — 87aé3))61

+(2bg + Dpal” + 8pal?) — 81a(0) 01al? + 0yal) + 0yas? — B5al” + B5al? + 040"
+c94a1 — 85(14 + 35a(3) + 0 ao 86a3 — 0 al ) + 87a(3))62

<aoag°> + aoa“”) + 010l + 018 aga5 — 0,0 + 850\” — 050" + 9,0 + 040’
—85a2 —|— Os a —|— 86a(0) 86a53) + 87a0 — 87(13 )es

(—a ao )+ 00alY + 01a\” — 910%) + 9,0 — 0ya’Y + 950 + D3a{) + 040" — D40t
+05 a ) 4 85a(3) + 86a + 86a2 87a(0 87a(3))
+(=2b; — 86a\” + 00t — 91al” + 810 — 850" + 320l — 93al” — 93a(Y + By
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—84a6 + 85a3 + 85a + 86a7 + (36a4 + 87a + 87a2 )

+(=2by — 9pal” + pal?) + 0,a” — 9,0 — 3yal” + 950 — 030" — 9505 — 040"
—|—64aé3) — 85a7 85(1(3) + 86aé0) + 8(5&(()3) — &aéo) — 87a§3))66

+(=00al” + 300 — 9,4 + 01alP + 350'” — 90l + 050\ + 930 — 040" + 04a”
—05 a(o) — 0 agg) + 86(1(0) + 86a1 + 87a3 + 87(10 )67]83u

—I—[( —a3 )e —|—(aé)~|—aé))e +(aé)~|—aé))e +(a$0)—a§3))63+( (0)—|—a(()))
+(—a >e+< P — a5 )es + (— ”+ai>7]8§u

+[(80a4 + 80a0 + 81a2 — 81a§4) — 82a§0) — 82(12 — 83a$0) - 83a§,4) + (34(1(()0) - 84a514)
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+(2b; + 80a§0) + aoa(4) —i— O % 81@(14) + 32a510) + (9261(4) + 83a5 + 83a5 &;aéo)
+04 a(4) - 85a§0) + 85a — 86a7 — 86ag4) - 87aé0) + 87a5 )eg

+(— 80a0 + 80a4 + 81(1(0) + 81a§4) + 82(150) - 82a§4) + 83a§0) - 83a§4) + 84a510) + 84aé4)
+6’5a5 + 85(1(4) +0 a6 — 86aé4) — 87a(70) - 87a§,4))63
(800l + Bpal? + 81a6 — 010 — 0,0 — 0yal? + 930 + 8508 + 040l — 04tV
—c%,aéo) + 85a1 + 86a + (96ag4) + 87a80) — 87ai4))e4

(- 2b6 — 90 + (90a5 + 010 + 01l — 920l + 950t + 850 — B30l — 04l
—0hal’ + a5a4 + a5a - aﬁao + 050’ + 0:a” + am(‘*’) es

+(2b5 + 80a5 + 80a + 0 a3 (91a§4) + 82a(70) + 82a 83(1(0) 83a§4) — (94aé0)
+84a5 + 85(180) — 85a4 + (96@4 + 86aé4) + &aéo) — (97a1 )
+(—00al? + 8pal? + alag(” + 0l + a2ag°> - 32ag4> 950 + 930" + 04l + 8,0
—85a\” — 950" — 95l + 90l + 070l + 87% Nez|Oqu
(@l = a")ey + (—al” — aSNer + (al” + aiVey + (—a” + al)es + (0 — alV)ey
+(—al? — aé4))e5 + (aé ) —i— aieg + (—al + al)er)0?u
+[(30aé0) + 8()@0 + 04 a — 81a(5) + 32@7 82ag5) — agago) — 83a§5) — 84aé0) — 84a515)
+a5aéo) -0 a?) + 36a(0) + 86% + 87a + 87a(5))eo
+(—2b3 — 3()@(0) + 30a1 + 81a + 81a(5) + 82a6 + aga 33a + 83a(5) + 84a7
—84a§5) - 85a1 - 05a§5 — 86ago) — 0O a(5) + 07 a 87a6 )61

4)
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+(—80a$0) + aoa§5) — 81a Gla(5) + 82ag0) + 02(1(()5) — 63a§10) + agag’) 84a + 84a1
+05 ago) + 85a(5) — O a(o) -0 a3 — 87a(()0) + 67aé5))62

(256 + 800”4+ 9pal? — 010" + 8105 + 920 — 8,0\ — 930 — B5a%” + 9,0
+0y ao 85a4 + 85a + Ogao 8(5&5 — 87a1 — 87a§5))63

(261 + 9pal” + 36as? + 01al” — 010 + 020" — 02al” + 050 + 030l — 04a”
— 0,08 — 850 + 0501 — 950l + 950l — 9;a) — 870 Ves

+(— aoao + 30a5 + (31a(0) + (91aé5) + 32a§0) + aga(5) + 83a3 83a§5) + 84@510) — 84aé5)
+(35a5 + 35aé5) + 86a6 + @6a4 87a7 + 87a(5))
+(—2by — 80(1&0) + 80aé5) — 81a2 81(17 + 32a(0) + 82ag5) + aga(?") — 83a55) — 84a(()0)
+84a25) — 85% 85a(5) + 86a5 + 86a0 + 8761 — 87a(5))
(=860 + 0pat” — 91al” + 81a + 0 ao — 850l + 950" + 930" + 04a\” + 04af
+05 a(70) -0 a§5) -0 a§0> +0 al ) + 87a5 + 87a )67]65u
(@ —a)ep + (—al — aVer + (=al” + aP)ey + (0 + al)es + (07 + al?)ey

+(=ag” +ag”)es + <—ai )= ai)eq + <a§ '~ a)er] O
+(00al + 0oal? — 810 — 010\ + 8yal”) — 9,0 — 030l — 954 + 040" — 40"
— 050\ — 950 + 06al” — 950" — 0:a\” + 070\ )eq

+(0o a7 ) + 80a(6) + Glaéo) + 81a86) - 82aé0) + 82(1(6) + (93a4 + 83a5 + 84a(0) 84(1(6)
—85a2 85a3 + 86a(0) 86a(6) + (97a0 (97a6 )e
(=203 — 0pal”) + 9pal? + 810 — 8,07 + 020l + 92al? — 93a” + 850 + D4al”
10,0\ — 950" + 350" — 96al”) — 95a\” + 9.0 + am(ﬁ)) e
+(—2bs — aoag(” + aanP — 01l + 010 — 90! — 850" + 950\ — 350'% + 9,0
+34aé 85% + (95 (96@(10) — aﬁaéﬁ) — 87ago) — 87a§6))63

(2b2 + Aoa + 800 — 010" — 010\ + 93al” — 9,0 + 850 + 050l + 940"

—0y a7 )+ o a7 ) ¢ 35a(6) 86a3 + (96a2 + 87(1550) — 87a516))e4

(2b4 + Aoal + 800® + 010 + 91alY — 9,07 + 8,08 — 350" — 33a\Y + 9,40
—0Oy a6 —|— Os a —|— 85a(6) — 86a50) + 86a4 87(13 —|— 87a(6))
+(—0o ao ) 4 oy a ) 4+ o a(o) — 81a(6) + 82a2 + 82a + 83a§0) 83a + 84a4 + 84a
+55a 85a + (‘36@(0) + 86% 87a7 — 67a§6 )eg
+(—80a1 + 80(17 — ﬁlaéo + 81aé6) - 82@(10) — 82a5 83a5 + a3a + 84a(0) + 84a3
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+65a3 85a2 + 86a + 86a1 + (37a6 + 87a0 )67]86u
+H(ag” = af)eo + (" — ai)er + (=af” — af)es + (—af” — af)es + (0 + af)es
+(al” + af)es + (—a” + alVes + (—a§°) + a\DYes)02u
—i—[(—@oa(o) + 80% 01a6 — 81(157) + 82a5 82(1(7) aga(o) 83a§7’ — 84a:(30) — 84@(17)
+05a" —8&5 —aa(o)—aag)—@aéo)—@m )eo

+(00al) + 00al” — 8,0 + 014" + 02al” + 0,0\ — 930 + 03aL" + 8,0 — D,al"
—85a4 — 05a3 + (%a(()o) — 86a§7) — 87a1 — 87a6 )el
+(—80aé0) + (%ag) — 81a§0) — Glaf) - 62a§°) + 82(1(()7) + (33a§0) + (%,ag) + 84aé0) + 04a§7)
—0 a(()o) +0 a(77) N ) ag) — 870 + 87aé7))62

(80a3 + 80a(7) 61(1 + 81a2 82aé0) — 82(157) + (93a(()0) — 83a§7) — 84(19) + 84a(()7)
+85a1 + 85(1(7) + (%az — 86a5 — 87a510) — 87(1:(;))63
(800" + Bpa” + alaz 81aé7) — 0ya\” — 9,a{" — 050\”) + 850" + 040" — B4al"
+85aé0) + 85a§7) 86a + c%a2 c%aéo) - 87a517))e4

(—80ago) + 80a5 + 81(1(0) + 81a3 (%CLE)O) + 82a(77) — aga(ﬁo) - 83(157) - 84a§0) - 84aé7)

—0 a7 '+ ao )+ 86(1 +0 a4 c%aéo) + 87a§7))e5
(800l + 8pal” + alao — 005 + 050l” + 950" + 850 — 850" — 040 + 040"
—c%,aéo) — 85a4 — 0, a7 )+ 85 am &aéo) — 87a§7))66

(- (90a0 + 80a7 + 81a(0) + alag” + 850 — 8,05 + 05aY”) + 930" + 9,0 + B4al”
+05a 6’5a2 + 86a + aﬁal (97a§0) + 87% )67]87u
+(=a” + al)eg + (@ — ey + (=al” + a{MYey + (0 — al)es + (0 — al)ey
+(—ay) —i— aiMes + (0l — a{")eq + (—a(() '+ al)er)02u
[(—a” = aP)eo + (af” + ai)er + (af — ‘”)e + (=ai” + af)es + (—af) — af)es
(@) + a;(f))e + (") — P eg + (—al + al?)er)0105u
[(—a” = a)eo + (af” + af)er + <aé” <3>>e + (=af + af)es + (af — af?)es
(— a(l) +aP)es + (—al” — aeg + (0l + afP)eq]0105u
[
(=
[
(af

++++

(=i = a{")eo + (=as” + af)es + (af — a%))e + (ai” + a5 )es + (—af) — af)e,
a(l) + ay ))e + (ag) a$4))e + (aé ) 4 a6 )67]8184u

(—a8? — ai)eo + (—af” + ag)er + (a5 — af)es + (a§) + a)es + () — af)es

a +a§5))e + (—a () CL<75))66+( ()+a6 )er|0105u

++++
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+[(—a 1 - agﬁ))eo +(—a (1) + a( ))61 + (—aé ) _ ai ))e + (ay © _ af-)l))eg + (aél) — aéG))e4
—I—(a )e + (a((] ) _ a(7 ))66 + (agl) + aé )er| 01 Ogu

—I—[(a(71 )e + (—a ( )+ CL(7))€1 + (aél) '’ ))e + (—a (1) + ag))eg + (—afll) — aé7))e4
+(a )65 + (—a!’ ) — aNeg + (al + al")er 0107

+[(—a 3))6 + (aé ) 4 a(g))q + (aé ) 4 (1/(3))62 + (—a(7 ) _ a§3))e3 + (a(()z) — aé3))e4
+(— a(Q) + a(7 ))6 + (—as () 4 ag ))e + (ay @ _ aé ))67]8283u

Fl(=ai” = ay)eo + (—ay” + a)er + (@ ' v en + (@ = aies + (e — o
+(— a(2) aMes + (al? + al")es + () — al")ez) 0,04

(a5 = ay”)eo + (—a5” + a)er + <a$2> +ag”)ez + (i = ay”es + (a)” - i es
+(a? + aMes + (@l + a;(f))eG + (—=al? — aP)es]0s05u

+[(—a 2 (6))6 + (—a ( ) 4 aff))e + (—ay ) 4 aéﬁ))eg + (—aéz) (6))6 + (&22) — aé6))e4
+(al? +a§6))e + (al? +a§6))e + (at? = aYez)9206u

(o = a")eo + (=ai” + aier + (a5 + aé”) + (=05 = a)es + (—a” — aes
+(a? (7))65 + (—a? ) +aiMes + (0 —al’ ) 7102071

+[(—a (4))6 + (—a (3) + aé4))e + (af’) )e + (ao a§4))63 + (—a$3) + aé4))e4
+(— a<3> aV)es + (af” — af)es + (a§ + af ) 7)0s04u

+[(—ay’ — a3 Neo + (—al? + aP)er + (@ + ales + (@t — al?)es + (@Y + al)es
() — a)es + (—af) — a)es + (—ad + al?)er]0s05u

+[(— a (3) (6))6 + (—a (3) + aé ))61 + (—aé ) 4 aéﬁ))eg + (—aé?’) — agﬁ))eg + (ay G 4 aé6))
+(ay ® _ )e + (ag ®_ (6))6 + (a§3) + aiﬁ))e7]8386u

+[(a(73 — a3 )e + (—a ( )4 ag))e + (aé ) 4 ag))e + (—a (3) — ag))eg + (—af’) + a(()7))e4
+(a3 —al )e5+( ()—ag))66+(aé)+a4 )er|0307u

+[(— a “) (5))6 + (—a (4) af))e + (a(7) + ag ))e + (aé )+ aé ))63 + (a§4) - a§5))e4
+(ay “ _ a((f))e + (—af1 ) 4 aé ))66 + (—ag ) 4 ag )er|040s5u

Fl(=ag? — ai)eo + (—ai” — a?er + (05" +ai)ea + (—a” + af)es + (05" - @ ey
—|—(a (6))6 + (OLEJ ) + aéﬁ))eﬁ + (ag )+ a§6))67]8486u

+l(a5” = ai7)eo + (=ag” — ag)er + (a8 + aP)es + (—a5” + ap”)es + (—ai” - a7)es
+(ay” —ag))es + (—a (4) +ag")es + (af” + ay”er] dadru

H(—ag” = ag)eo + (—a(f) —a)er + (—a5” + ar e + (=057 + af)es + (a5 + a)es
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+(a) + )e + (ay, G _ o es + (al? — alPVer)0505u

(a7 0. —ag")eo + (—ag” —ag)er + (a5 + a”)) + (=05 + ag)es + (= + ai”)es
(a§5 (7))6 + (—a (5) — af))eg + (a(()5) - a2 ) 7]0507u

(a ©) _ a6 ))60 + (—a (6) — ag ))e + (ay © _ (7))62 + (—a:(f) — ag))eg + (—aff) + a§7))e4

[
+(ay ©) 4 )65 + (—a ( ) + (Z(()7))€6 + (ay ©) 4 a( ))67]8687u

+ + +

7.2. Coddigos utilizados

A continuacién se muestran los cédigos utilizados que hicieron posible la
presentacion de los resultados. Puesto que las bases del algebra de Clifford
en este trabajo se construyeron de una manera matricial en MATLAB, se
utilizé un c6digo externo no presentado aqui, pero si en [10] para generarlas.
El codigo esta dividido en varios scripts en Python, donde cada uno rea-
liza una tarea diferente. El cédigo principal, o sea, el Cédigo 1, mostrado
a continuacién, es el que se encarga de pasar D(Fu) de una matriz a una
ecuacion.

execfile('writer.py')
import time

import sys

start_time = time.time()
from sympy import x*
from terms import *
from b_term import Mb
from a_term import Ma

coefficients = {}

def mult_base(M):
expr = sympify(0)
for i in range(0,M.shape[0]):
expr = expr + (e['e'+str(i)]*M[i]) .expand()
return expr

def collect(expr):
terms = []
for i in range(1,N):
for j in range(1,N):
for k in range(0,N):
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36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

29

s = 'd'+str(i)+'*d'+str(j)+"*u

o  ‘'+str(k)

s = sympify(s,locals=T)
terms. append(str(s))

for i in range(1,N):
for j in range(O,N):

terms.append('d'+str(i)+'*u'+str(j))

for i in range(O,N):
terms.append('u'+str(i))

for i in expr.args:
for t in terms:
if t in str(i):
coef =

— (str(i)) .replace('x'+t,'")
if sympify(t) in coefficients:
coefficients [sympify(t

)] =
coefficients[sympi
fy(t)] +
sympify(coef,local
s=T)

coefficients [sympify(t

o
o
o
o
o

else:
o
o
o

break

A=Ma
B=Mb
DLu = A+B

print ('\n-———-——-————————————

print "Matriz DLu=0\n"

print ('\n-———=——=——————————

pprint (DLu)

print('\n-——-——---————————————

g=mult_base(DLu)
print ('Expresion recuperada\n')

print('\n-————————————————

)] =
sympify(coef,local
s=T)
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66

67

68

69

10

11

12

60

pprint(q)

print ('\n-—-—-————————————— \n')
collect(q)

print('Diccionario con los coeficientes respectivos\n')
print('\n-—-———————————————— \n')

for u,coef in coefficients.items():
if "u0" in str(u):

pprint (u)
print('\n"')
pprint (coef)
print('\n')
print('\n')
print (' \n-—---———-————————— \n')

print('Tiempo de ejecucion:')
print("%s segundos" 7 (time.time() - start_time))

Codigo 1: Codigo principal

El proceso de realizar la regla del producto para derivadas parciales dentro de
la matriz, se lo hace independientemente para el término A® (¢, 2) y para el
término B(t,z). El Algoritmo 2, calcula la regla del producto para A% (¢, z) y
el Algoritmo 3, lo hace para el término B(¢, ). Hay que aclarar que el codigo
no “descompone” la matriz D(Fu) como se hace en la parte de Resultados.
Mas bien, utiliza las ecuaciones de las filas de la hipdtesis Du = 0 y las
reemplaza en los términos resultantes.

from sympy import x*

from terms import *
import sys

result = (D*Lul) .expand()

def do_Leibniz(expr):
return_expr = ''
for addends in expr.args:
r = str(addends)
t1,t2,t3,t4 = r.split('*")
return_expr = return_expr + r + '+' + t2 + 'x!
oo+ Bl o+ 'k +t3 4+ 'k + t4 + '+
return_expr = return_expr[:-1]
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return_expr = sympify(return_expr,locals=T)
return return_expr

def invert_d(expr):
for i in range(1,N):
s = 'dOxd'+str(i)
s = sympify(s,locals=T)
dummy = Dummy ()
if (expr.subs(s,dummy) .has(dummy)) :
t = 'd'+str(i)+'*d0’
t = sympify(t,locals=T)
expr = expr.subs(s,t)
return expr

def replace_derivatives(expr):
return_expr = ''
foundl = True
found2 = True
for addends in expr.args:
r = str(addends)
foundl = False
found2 = False
for i,j in mixed_d.items():
if 1 in r:

61

return_expr = return_expr + r.

— replace(i,'('"+str(j)+')")

o !
foundl = True
break

if foundl == False:

for i,j in single_d.items():

if 1 in r:
return_expr

— return_expr +

-~ r.replace(i,'('+st

- r(P+D")

N I+I

found2 = True

break

if foundl == False and found2 == False:

+
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11
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13

14

15

62

return_expr = return_expr + r + '+'

return_expr = return_expr[:-1]

return_expr_final = sympify(0)

return_expr = sympify(return_expr,locals=T)

for addends in return_expr.args:
expand_result = sympify(addends.expand())
return_expr_final = return_expr_final +
— expand_result

return return_expr_final

f=[]
for i in range(O,N):
f = f+[[replace_derivatives(invert_d(do_Leibniz(result

- [d1)))]]
Ma = Matrix(f)

n—1
Cédigo 2: Cédigo para calcular y procesar el término ZA(i) (t,2)0;u(t, x)
i=0

de D(Fu)

from sympy import x*
from terms import *

result = (D+LuB) .expand()

def do_Leibniz_b(expr):
return_expr = ''
for addends in expr.args:
r = str(addends)
t1,t2,t3 = r.split('*"')
return_expr = return_expr + r + '+' + t2 + 'x!
o+ tl + 'x' +t3 + '+

return_expr = return_expr[:-1]
return_expr = sympify(return_expr,locals=T)
return return_expr

def replace_derivatives_b(expr):
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return_expr = '
foundl = True
for addends in expr.args:
r = str(addends)
foundl = False
for i,j in single_d.items():
if 1 in r:
return_expr = return_expr +
— r.replace(di,' ("+str(j)+")"
- ) +
o !
foundl = True
break
if foundl == False:
return_expr = return_expr + r + '+'

return_expr = return_expr[:-1]

return_expr_final = sympify(0)

return_expr = sympify(return_expr,locals=T)

for addends in return_expr.args:
expand_result = sympify(addends.expand())
return_expr_final = return_expr_final +
— expand_result

return return_expr_final

f=1

for i in range(O,N):
f = f+[[replace_derivatives_b(do_Leibniz_b(result[i]))
- 11

Mb = Matrix(f)

Cédigo 3: Cddigo para calcular el término B(t,z) de D(Fu)
Puesto que el presente trabajo utiliza calculo simbdlico, las variables simboli-
cas deben ser creadas dependiendo del algebra A, que es haya escogido. El

Algoritmo 4 crea dindmicamente variables simbdlicas (como por ejemplo, los
coeficientes de F) para su posterior uso en los demds algoritmos.
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from matlab_to_python import *

n=2x*x*nl

f = open('terms.py','w')
f.write('from sympy import *\n\n')

for i in Comb_list_gamma:
s='gamma'+i+'=Symbol("gamma'+i+'")"
f.write(s+'\n')

for i in range(l,nl+1):
S='alphal+str(j_)+I=Symbol(na1phal+Str(i)+| ny !
f.write(s+'\n')

if clasico == True:

g=""

for i in Comb_list_gamma:
s=s+'gamma'+i+'="

if len(Comb_list_gamma) != O:
s=s+'0"

f.write(s+'\n')

g=""

for i in range(1l,nl+1):
s=s+'alpha'+str(i)+'="

s=s+'1'

f.write(s+'\n')

for i in range(O,n1+1):
Ms = str(Mlist[i])
f write('E'+str(i)+'=Matrix('+Ms+')\n')

for i in range(0,len(Comb_list)):

f write('E'+str(nl+i+i)+'=")
sm = "'
for j in Comb_list[i]:

sm =sm + 'E' + j +'x'
sm = sm[:-1]

64
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79

65

f.write(sm+'\n')

f.write('N="+str(n)+'\n"')

for

for

for

for

for

for

i in range(O,n):
s='e'+str(i)+'=Symbol("e'+str(i)+'",commutative=False)'
f.write(s+'\n')

i in range(0,n):
s='d'+str(i)+'=Symbol("d'+str(i)+'",commutative=False)'
f.write(s+'\n')

i in range(O,n):
s='x'+str(i)+'=Symbol ("x'+str(i)+'",commutative=False)'
f.write(s+'\n")

i in range(O,n):
s='u'+str(i)+'=Symbol ("u'+str(i)+'",commutative=False)'
f.write(s+'\n')

i in range(O,n):
for j in range(O,n):
s='a'+str(i)+str(j)+'=Symbol("a'+str(i)+str(j)
— +'" commutative=False)'
f.write(s+'\n')

i in range(0,n):
s='b'+str(i)+'=
< Symbol("b'+str(i)+'",commutative=False)'
f.write(s+'\n')

TA={"
i in range(0,n):
for j in range(O,n):
s = s+'"a'+str(i)+str(j)+'":a'+str(i)+str(j)+"

!
s N

s[:-1]
S+'}'

f.write(s+'\n'")
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104
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106
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s = 'B={"
for i in range(O,n):
s = s+'"b'+str(i)+'":b'+str(i)+',"
= s[:-1]
s = s+'}!
f.write(s+'\n")

)]
|

s = 'd={"
for i in range(O,n):
s = s+'"d'"+str(i)+"'":d"+str(d)+"',"
s[:-1]
s = s+'}!
f.write(s+'\n')

s = 'U={"
for i in range(O,n):
s = s+'"u'+str(L)+"'":u'+str(i)+", !
= s[:-1]
s = s+'}!
f.write(s+'\n'")

[0)]
|

s = 'e={"
for i in range(O,n):
s = st'"e'+str(i)+'":e'+str(i)+',"
s[:-1]
s = st'}!
f.write(s+'\n')

s = 'D=!
for i in range(O,n):
s = s+t'E'+str(i)+'*d'+str(i)+'+"
s[:-1]
f.write(s+'\n')

0
]

s = 'u=Matrix(['
for i in range(O,n):

s = s+'[u'+str(i)+'],"
s = s[:-1]
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s=s+"'])
f.write(s+'\n')

f.write('T =
o dict(A.items()+B.items()+d.items()+U.items()+e.items())\n')
f . write('Du=D*u\n')

for i in range(O,n):

a = 'eq'+str(i)+'=Du.row('+str(i)+')"
= 'w'+str(i)+'=d0*u'+str (i)
c = 'w'+str(i)+'=solve(eq'+str(i)+',w'+str(i)+"') [0] [w'

o 4str(i)+']!
f.write(a+'\n")
f.write(b+'\n")
f.write(c+'\n")

s = 'single_d={"
for i in range(O,n):
s = s+'"d0xu'+str(i)+"":w'+str(i)+"',"
= s[:-1]
S=S+I}l
f.write(s+'\n')

)]
|

f.write('#Derivadas de tipo d0*dO\n')
for i in range(O,n):
a=||
for j in range(l,n):
a = at'-d'+str(j)+'*d'+str(j)+'*u'+str(i)
b = 'v't+str(i)+'="+a
f.write(b+'\n')

s = 'v={"'
for i in range(O,n):
8 = s+'"d0o*k*k2*u'+str(i)+'":v'+str(i)+", "
s[:-1]
s = s+'}!
f.write(s+'\n'")

c =0
for i in range(O,n):
for j in range(l,n):
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b

'z'+str(c)+'=d'+str(j)+"'*d0*u'+str (i)
'z'+str(c)+'=solve((d'+str(j)+'*Du.row('+s
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o tr(i)+') [0]).expand(),z'+str(c)+") [0]"

f.write(a+'\n')
f.write(b+'\n"')
c = c+1

s = 'Z={"
c =0
for i in range(O,n):
for j in range(l,n):

s = s+'"d'+str(j)+'*d0*u'+str(i)+'":z"'+str(c)+,

[} 1
s 5

c = c+l

s[:-1]

— s+|}|

.write(s+'\n'")

.write('mixed_d = dict(V.items()+Z.items())\n')

H W »

= 'LuB=('

for i in range(O,n):
s=s+'b'+str(i)+'*E'+str(i)+'+"

s[:-1]

s = s+')*u'

f.write(s+'\n'")

[0)]
|

s = 'LuA='
for i in range(O,n):
s = s+'(!
for j in range(O,n):
s=st+'a'+str(i)+str(j)+"'*E'+str(j)+'+'
s = sl:-1]
s = s+'")*(uxd'+str(i)+')+'
s = s[:-1]

f.write(s+'\n')

f.close()

Cédigo 4: Coédigo para la creacion de variables simbdlicas como a
forma dinamica

(@)
k

ybk de



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

69

Por dltimo, el Algoritmo 5 es el que crea las matrices fundamentales como
arreglos en Python a partir de una conexiéon que se puede hacer entre Python
y Matlab, ya que las matrices se crean en este ultimo programa, gracias al
codigo proporcionado en [10].

from itertools import *

import matlab.engine

from numpy import x*

from sympy import *

eng = matlab.engine.start_matlab()

nl=input ("Entrar dimension de An: " )
clasico=True

g=""
for i in range(1l,nl+1):
s = s + str(i)

Mlist = []

Comb_list = []

Comb_list_gamma = []

from numpy import x*

M = eye(2**nl)

M = array(M) .astype(int) .tolist ()
Mlist.append (M)

for i in range(2,n1+1):
comb = list(combinations(s,i))
for j in range(0,len(comb)):
£ = '
for k in range(0,i):
t=t+comb[j] [k]
if 1 ==
Comb_list_gamma.append(t)
Comb_list.append(t)

Gamma_list_symbols = [Symbol('gamma'+index) for index in
< Comb_list_gamma]
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Alpha_list_symbols = [Symbol('alpha'+str(index)) for index in
< range(1l,n1+1)]

Alpha_list_num = [i for i in

- range(2,len(Alpha_list_symbols)+2)]

lastnum = Alpha_list_num[-1]+1

num_gamma_list = [lastnum+i for i in

— range(0,len(Gamma_list_symbols))]
Gamma_list_num = dict(zip(Comb_list_gamma,num_gamma_list))
Gamma_list_symbols_dict =

« dict(zip(Gamma_list_symbols,num_gamma_list))
Alpha_list_symbols_dict =

— dict(zip(Alpha_list_symbols,Alpha_list_num))
alpha_matlab = matlab.double(Alpha_list_num)
from sympy import x*

gamma_matlab = zeros(nl,nl)

for i in range(0,len(Comb_list_gamma)):

gamma_matlab[int (Comb_list_gamma[i] [0])-1,int(Comb_lis
o~ t_gammal[i] [1])-1] =

—~ Gamma_list_num[Comb_list_gamma[i] [0]+Comb_list_gam
—~ mali] [1]]

gamma_matlab[int (Comb_list_gammal[i] [1])-1,int(Comb_lis
< t_gammal[i] [0])-1] =

— Gamma_list_num[Comb_list_gamma[i] [0]+Comb_list_gam

~ mali] [1]]

gamma_matlab.tolist ()
matlab.double(gamma_matlab)

gamma_matlab
gamma_matlab

from numpy import *

for i in range(1,n1):
Mfund = eng.MrecEin(i,nl,gamma_matlab,alpha_matlab)
Mfund = array(Mfund) .astype(int).tolist()
Mlist.append (Mfund)

Mfund = eng.MrecEnn(nl,nl,gamma_matlab,alpha_matlab)
Mfund = array(Mfund) .astype(int).tolist()
Mlist.append(Mfund)
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Alpha_list_num = dict(zip(list(range(l,n1+1)),Alpha_list_num))

for i in range(0,len(Mlist)):

for j in range(0,len(Mlist[i])):
for k in range(0,len(Mlist[i] [j])):
value = Mlist[i] [j] [k]
if value == 0 or value == 1 or value
o == -1:
continue

for 1,m in
< Alpha_list_symbols_dict.items():

if abs(value) == m:
if value < 0O:
new_val = -1
else:
new_val = 1
Mlist[i] [j][k] =
- new_val
for i in range(0,len(Mlist)):
for j in range(0,len(Mlist[i])):
for k in range(0,len(Mlist([i] [j])):
value = Mlist[i] [j] [k]
if value == 0 or value == 1 or value
— == -1 or type(value) == type(''):

continue
for 1,m in
< Gamma_list_symbols_dict.items():
if abs(value/2) == m:
if value < O:
new_val

-2%]1
else:

new_val 2%]1
Mlist[i] [j1[k] =

< new_val

Cédigo 5: Codigo para generar la base matricial para un dlgebra de Clifford



