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Resumen

En este trabajo se analiza en detalle el movimiento de objetos masivos alrededor de agujeros ne-
gros masivos, estaticos, con simetria esférica desprovistos de movimiento de rotacion, descar-
gados o cargados. Las ecuaciones que se utilizaron para describir el movimiento de cuerpos
alrededor de agujeros negros se deducen a partir de la ecuacion de la métrica y de las geodési-
cas. Se emplean las métricas de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, derivadas de las ecua-
ciones de campo de Einstein. Dichas métricas describen la curvatura del espacio-tiempo en
relacion a la distribucidén de materia y energia en cuestion. Primero se deducen las ecuaciones
de movimiento para el caso de la métrica de Schwarzschild y en el siguiente capitulo se realiza
el mismo procedimiento para la métrica de Reissner-Nordstrom. En cada caso se consideran
las caracteristicas correspondientes a cada métrica, por ejemplo, para el caso de Schwarzschild
el espacio-tiempo es el de un campo gravitacional estdtico, con simetria esférica y desprovisto
de carga eléctrica; en el caso de Reissner-Nordstrom se considera ademds una carga eléctrica.

Para ambas métricas se exhibe una variedad de ejemplos que ilustran la forma de las drbitas.



Abstract

This dissertation analyzes in detail the motion of massive objects around massive black holes,
which are static, with spherical symmetry, absent of rotation, and charged or uncharged. As
it will be shown, all the equations employed to describe the motion of particles around black
holes are derived from the equation of the geodesics and the metric. The Schwarzschild and
Reissner-Nordstrom metrics are used, which are derived from FEinstein’s field equations. Said
metrics describe the curvature of space-time, in relation to the distribution of matter and en-
ergy in question. Firstly, said equations of motion are derived for Schwarzschild’s metric, and
in the succeeding chapter the same procedure is followed for Reissner-Nordstrom’s metric. In
each case, the corresponding characteristics to each metric are considered, for instance, for
Schwarzschild’s metric space-time is the one of a static, spherically symmetric and uncharged
gravitational field; conversely in the Reissner-Nordstom metric a net electric charge is consid-
ered alongside the source of gravity. For both metrics, a variety of examples that illustrate the

shape of the orbits are shown.
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Capitulo I

Introduccion

En 1915, Albert Einstein publicé la Teoria General de la Relatividad (TGR), con el objetivo de
generalizar la teorfa gravitacional de Newton a un dmbito relativista [1]. Esta es una elegante y
poderosa formulacién que describe al campo gravitacional y sus ecuaciones. Entre las predic-
ciones mds notables tenemos el corrimiento hacia el rojo gravitacional, el avance del periastro,
la dilatacion del tiempo gravitacional, la desviacion de la luz y lentes gravitacionales. Funda-
mentalmente, la TGR obedece el principio de covarianza, el cual dicta que todo observador,
inercial o no, experimenta las leyes de la fisica de la misma manera; también generaliza las
leyes de la fisica a un espacio-tiempo curvo, dado que éstas funcionan de la misma manera que
en un espacio-tiempo plano, llamado principio de minimo acoplamiento gravitacional. También
se considera que existe una equivalencia entre la masa gravitacional y la masa inercial, referido
como el principio de equivalencia, lo cual impide diferenciar entre aceleraciéon y gravedad. Por
ejemplo, una persona cayendo en el vacio no puede saber si estd en reposo dentro de un campo
gravitacional o siendo acelerado por una fuerza externa. En 1885, Lordnd Eotvos demostrd

este principio con gran precision utilizando una balanza de torsion, inicialmente obtuvo un er-



ror del orden de 1077, a partir de este momento se siguieron realizando experimentos cada vez
con mayor precision [2]]. En la TGR se estudia la topologia del espacio-tiempo, relaciondandola
con la interaccién entre cuerpos masivos, entonces, la atraccidn gravitacional se explica con la
curvatura del espacio-tiempo generada por la densidad de materia y energia existentes en cada
punto del universo. Esta curvatura del espacio-tiempo, determina la trayectoria de un cuerpo
al entrar en un campo gravitacional, el cual tomard el camino mds corto entre 2 puntos, y en
el caso de un espacio-tiempo curvo, este camino se denomina geodésica y es equivalente a una
recta en un espacio-tiempo plano. Por ejemplo, para una 6rbita eliptica de un cuerpo celeste
alrededor de una estrella, la geodésica describe una elipse en el espacio-tiempo curvado por
la masa y energia de dicha estrella, pero si fuéramos a “extender” al espacio-tiempo como si
fuera un papel con semejante geometria, veriamos a la trayectoria eliptica como una linea recta.
Entonces, con la TGR hemos dejado de lado el concepto de fuerza para la gravitacion, y la
reemplazamos con un fenémeno topolégico del espacio-tiempo.

La Teoria General de la Relatividad esta descrita con catorce ecuaciones, diez de las cuales
son las ecuaciones de campo de Einstein y las cuatro restantes son las geodésicas. Estas ecua-
ciones describen la curvatura del espacio tiempo, sus propiedades geométricas, y la interaccion
de la materia y energia. Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden utilizar para encon-
trar la métrica del espacio-tiempo para una distribuciéon de materia y energia, y se resumen en
notacion tensorial de la siguiente manera [3]:

1 8rG
R;w - éRguu = 7Tm/ + )\guu

Donde R, es el tensor de Ricci, determina la curvatura del espacio-tiempo, [? es el escalar
de Ricci: R = g" R, g, es el tensor métrico. A es la constante cosmoldgica, un factor

relacionado con la expansion del universo y una explicacion para la enegia oscura, y 7}, es el
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tensor momento-energia. A continuacion, se muestran las ecuaciones de las geodésicas, éstas
ecuaciones describen el movimiento de una particula que se encuentra sometido a un campo

gravitacional:

Azt dz? dxP
r# — | =0
d7’2+ ””(dr)(dT)

Donde I' son los simbolos de Christoffel, y estan dados por [4]:

1 o
I, = 59“ {059p0 + 0pGoa — Oubpo}

7 es el tiempo propio (tiempo medido por un observador inmerso en la regién del campo grav-
itacional), y «* es el cuadrivector que describe la posicion del cuerpo. El tiempo propio es

proporcional a la longitud de arco en el espacio-tiempo:

1

(ds)? = *(d7)* = v (dt)? — 5

(dr)? — r*(df)* — r?sin? 0(d¢)*

donde 7,6, ¢ son las coordenadas de un punto en el espacio, ¢ es el tiempo coordenado
(tiempo medido por un observador distante).

Como se menciond anteriormente, la métrica determina la deformacién del espacio-tiempo,
dada una distribucién de materia y energia. En este trabajo se estudiardn 2 métricas, utilizamos
la métrica de Schwarzschild para describir las Orbitas de particulas alrededor de agujeros negros
de Schwarzschild, es decir, agujeros negros masivos estaticos, con simetria esférica y desprovis-
tos de carga eléctrica y movimiento de rotaciéon. También estudiaremos las érbitas de particulas

alrededor de agujeros negros con masa y carga eléctrica, en la métrica de Reissner-Nordstrom.
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Capitulo 11

Métrica de Schwarzschild

Karl Schwarzschild, fisico y astrénomo alemén, encontrd la primera solucidn analitica a las
ecuaciones de campo de Einstein para el caso de una distribucién de masa estatica en 1915.

Entonces podemos escribir el intervalo invariante (ds)2 con dicha solucién [2]:

(ds)® =~ (edt)® — 71 (dr)® — r?(d0)? — r?sin® 0 (do)? (2.1)

2GM

rc2

donde v = 1 — M es la masa que genera el campo gravitacional, G = 6.67408 x

10711[m3kg='s72] es la constante de gravitacion universal, por simplicidad escribimos al
radio de Schwarzschild ry = 2€—QM (radio del horizonte de sucesos de un agujero negro de

Schwarzschild)y ponemos (dQ)? = (df)? + (sin fdg)”.

— (dS)2 =7 (cdt)2 — 7t (0l7")2 —r2(dh)? — r*(dQ)?

cony=1-— "=,

r

Abhora, la forma covariante del tensor métrico estd dada por:
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Juv = 2.2)

y la contravariante:

vl 00 0
0 — 0 0

g = ! 2.3)
0 0 —r2 0

0 0 0 —r2sin26
donde r, 0, y ¢ son las coordenadas esféricas de un punto alrededor de la masa M, ds se
denomina intervalo invariante y ¢ es el tiempo coordenado.

Es importante notar que en |i existen dos singularidades, una en r = 2fQM =71, yotra

en r = (. Eddington y Finkelstein en 1958 demostraron que » = r es una singularidad que
se puede remover mediante un cambio de variable. » = 0 es una singularidad fisica, la cual
no puede ser removida, ya que en este caso las leyes de la fisica ya no se pueden aplicar y la

curvatura del espacio-tiempo se vuelve infinita [3]]. El cambio de variable es [3]:

f:tj:Eln
c

— -1
TS

2.4)

r ’
Al reemplazarlo en la ecuacién de la métrica (2.1)) se obtiene:

(ds)* = >y (0@2 - (1 + %) (dr)* T QCT—CSdng — r2(d2)?
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Como podemos observar, si 7 = r, ya no tenemos una singularidad.

En el cambio de coordenadas l) hay dos posibles igualdades, con t = ¢ + =In

£
obtenemos la descripcién de un agujero negro, y cont = ¢ — ln ‘TL — 1‘ tenemos la formacién
de un "agujero blanco". Este ultimo se comporta al inverso de un agujero negro, emite materia
y energia a partir de la singularidad » = 0, pero es una solucién matematica que la métrica

permite, no se ha observado ningiin evento con dichas caracteristicas.

2.1 Ecuaciones del movimiento

Supongamos una particula moviéndose en la métrica de Schwarzschild. Primero, recordemos

la ecuacién de la geodésica [3]]:

d*at Y dz” dz? 0
dr? e\ dr dr
Para encontrar una relaciéon de conservacion de la energia, analizaremos el componente

i = 0, el cual describe la coordenada respectiva al tiempo:

d*t 70 dz¥ dxP _0
¢ dr? P\ dr dr |
d*t 0 dx° dzt
¢ (%) 2o (%) (d_> =0
d*t 1 [dy dt dr
_ 2— | — - —_ =
C(d7'2> + 27y (dr)c<d7> (dT) 0
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d*t 1 [dvy\ [ dt
(W) s <%> (%) =0
d2t dv\ [ dt
”(ﬁ) " (ﬂ <%) =0

= dt _ cte
fydT N
dt
7m002— =cte. = F (2.5)
dr

Donde E es la energia total de la particula.
Ahora, buscamos la ecuacion del momentum angular con p = 3, ésta componente describe

al movimiento sobre el plano ecuatorial (rotacién en ¢):
o (4) (%) -o
fom (5) () -
s (4) () s () () -

Suponemos que la particula se mueve en el plano ecuatorial (0 = 7/2):
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— T3, = cot(f) = cot(r/2) =0
e () () =0
g dzT(f o (d7> (Zf) 0

d
- 7“ —¢ = cte.
dr
7«2@ =J (2.6)
dr

Donde J es el momentum angular por unidad de masa.
Ahora que hemos obtenido una ecuacion para la energia y para el momentum angular, pode-
mos encontrar la ecuacién de la trayectoria. Partiendo de la métrica de Schwarzschild 2.1)), y

si la particula se mueve en el plano ecuatorial (¢ = 7/2):

= sin(f) = sin(7/2) = 1;d0 = 0

A = A = ~(dr) = (d0)°
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1 dr\, 1 , (do\°  GMmy 1 E? )
— §m0 (%) —|—§7m0r (E) — " :T:§ mocz—moc =cte. (2.7)

Esta es la ecuacién de la trayectoria (donde 7" es la energia cinética total). Si derivamos

dicha ecuacién con respecto al tiempo propio:
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d (1 (dr 2+1mr2 dp\*  GMmy _dr
dr \ 2% \dr g 1Mo dr r Cdr

do d*¢ GM (dr

2

- . — | — 1 =0
T (d7'> <d7'2) * r? (dT)
Necesitamos sustituir la primera derivada de ~y y la segunda derivada de ¢ que sacaremos de

la ecuacién (2.6):

d_y_i 1_2G.M _2GM ﬁ
dr  dr rc? or2e2 \dr

o _J &6 _ 2] [dr
dr 12 drz 3 \dr

dr\ (d2r\ GM (dr\ , [do\’ dr\ (do\?
() () = () 7 () + 0 () ()
2 (40N (_27 (dr\)  GM (dr) |
e (3) (5 (7)) % (7) -

d @ GM ., [(do\® do\? do 2J\ GM
(&) [(Tf;) () 0 (@) o (&) () 5] -0

Entonces obtenemos 2 ecuaciones, la primera:
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dr
(%) -0

describe un movimiento en direccion radial hacia el punto donde r = 0, es decir, la particula
cae radialmente hacia el agujero negro. Mientras que la otra ecuacion se obtiene al simplificar

el factor (4):

d2r GM do\? 2GM do\
(=) + (%) (&) + (-5 - ()
20GMY\ [ do 2J\ GM
() () ()

d2r GM do\ 2GM do\?
() () (&)« (-55) (%)
20GM\ [ do 2J\  GM
() () ()

&ery  (,_GM i2+ | 2GMY (20N (TN GM

dr? " c? 72 rc? r r? r2
ﬁ N B GM J? (1 2G M 2.J? GM 0
dr? " c? 4 rc2 73 + r2

& 7 GM.J? 277 AGM J?\ GM
)5 -55) - - )+ ===0

dr? 73 c? rt 73 2 rd 72
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d*r B JZ_SGMJ2 —|—GM—O
dr? 73 c2 rd r2

d? M 2 GM J?
— (& :_G_+J__3 J (2.8)
dr? 72

r3 2 rt

La ecuacioén (2.8)), nos da la aceleracion de la particula a lo largo de la trayectoria. Esta es
una de las ecuaciones que se utilizan en el programa que nos grafica las drbitas.
Ahora, para encontrar la ecuacion para la dilatacion del tiempo gravitacional, nuevamente

partimos de la métrica y encontramos (g—i) simplemente manipulando las diferenciales de la

ecuacion:
1

(d5)° = () = A2 (dt)* = ~(dr)* = 1* (do’
L (AN L (dr\E ot (dg”
=7 dr 2y \dr c2 \dr
dt\? 1 1 [dr\® r* [do\®
— ) ==+ -) +5 () .
dr v o2y? \dr 2y \dr

de donde,

dt B 1 (g_:)z 2 (%>2 1/2
<E) B ((1 — 2GM) T 2 (1_ 2(;_12\/[)2 + 2 (1_ 2GM))

2 2
rc re rc

1/2
@ B rc? n r2c? ﬁ 2 n r3 @ 2\ Y
dr)  \re2—2GM (re? — 2G]\/[)2 dr rc2 —2GM \dr
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dt rc? r2c? dr\? r3 do\”
(a) =\lre@—2ant T ez _2001)? (d_) e oM (d_d)) 29)
La ecuacién (2.9), nos da la variacion del tiempo con respecto al tiempo propio en cualquier
punto del espacio.
Esta es otra de las ecuaciones que se utilizan en el programa para simular las orbitas en esta
métrica.

Por tltimo, para realizar una simulacién de un sistema real, es necesario calcular el momento

angular del cuerpo que orbita al agujero negro. La expresion es la siguiente [6]:

2, GM (1—¢€*)a

_ r_5(3+82)
2a (1—e2)

J

(2.10)

Esta ecuacion representa al momento angular por unidad de masa, y se deduce de la métrica
de Schwarzschild; en la cual se asume una trayectoria eliptica y se obtiene al sumar las ecua-
ciones correspondientes para 2 puntos de la 6rbita, el afelio y el perihelio.

Por dltimo, en esta métrica se puede facilmente deducir una ecuacién para el avance del
perihelio en el caso de orbitas elipticas. Esta expresion, nuevamente, se extrae de la ecuacion
de la métrica [4].

6rGM

T a(l — e2)c? 1D

Como veremos en la siguiente seccion, las simulaciones de las drbitas contienen el avance
del perihelio en la solucién numérica de las ecuaciones expuestas anteriormente, por lo tanto no

es necesario tomar en cuenta la ecuacion (2.11).
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2.2 Ejemplos

2.2.1 Sistema binario OJ287

Figura 2.1: Simulacidén de 6rbita para el sistema OJ287 (6rbita eliptica)

Parametro Valor

M 1.88 x 100,

m 1.40 x 105M,,

J 4.8856 x 10%2 [m?/s]
€ 0.658

a 11500 U A

Tabla 2.1: Informacion sobre el sistema binario OJ287. [6]



2.2.2 Otros ejemplos con masa del agujero negro de Sagitario A*

Figura 2.2: Ejemplo de 6rbita abierta

Parametro Valor

M 431 x 10°M,
J 2 x 10% [m?/s]
At 4 x 109 [s]

a 10" [m)

22



e

Figura 2.3: Otro ejemplo de orbita abierta

Parametro Valor

M
J
At
a

431 x 100M,
10%° [m? /5]

4 x 10° [s]
10" [m]

23



24

Figura 2.4: Ejemplo de 6rbita eliptica

Parametro Valor

M 431 x 1000,
J 10 [m?/s]
At 3.5 x 107 [3]

a 103 [m)]




Parametro Valor

M 131 x 10°0M,,
J 10" [m? /]
At 6 x 10° [3]

a 10M [m)]

..\__\
P
e () 1
% (A
) .'\
\.\\\\., —

w
-\ln-.=n

= " in ¥ ’////A.

S b g o \\\

.y
N

Parametro Valor

M 131 x 10°0M,
J 10" [m?/s]
At 5 x 10 [s]

a 10'2 [m)]

25



Figura 2.5: Ejemplo de 6rbita circular

Parametro Valor

M
J
At
a

131 x 10°M,
8 x 10 [m?/s]
3 x 10% [s]

10 [m)]

26
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r

Figura 2.6: Ejemplo de una particula cayendo al agujero negro

Parametro Valor

M
J
At
a

431 x 100M,
6.8 x 108 [m?/s]
5 x 103 [s]

1.5 x 10! [m)]
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Capitulo I11

Meétrica de Reissner-Nordstrom

En 1921, Hans Reissner, Hermann Weyl, Gunnar Nordstréom y George Barker Jeffery derivaron
la métrica de Reissner-Nordstrom. Esta es una solucién para las ecuaciones de campo de Ein-
stein para una masa simétricamente esférica con carga eléctrica. El intervalo invariante (ds) se

escribe con dicha solucién de la siguiente manera [7]]:

1

(ds)? = *(dr)* = Ac*(dt)* — A

(dr)? — r*(df)* — r* sin®(0) (d¢)? 3.1

donde A = (1 — 0M @G ) = (1 — e+ :—?) Q es la carga eléctrica del cuerpo con

rc? 4meqrict
masa M que genera el campo gravitacional, €, es la permitividad eléctrica del vacio; rg =

Q3G
4meqct”

La forma covariante del tensor métrico es:
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A 0 0 0
0 —A1 0 0
G = (3.2)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r?sin6
y la contravariante:
AL 0 0 0
0 -A 0 0
g = (3.3)
0 0 —r2 0
0 0 0 —r2sin"26

Para encontrar el horizonte de sucesos para un agujero negro de Reissner-Nordstrom, re-

solvemos A = 0, que también nos da el radio de la superficie de corrimiento al rojo infinito:

2
so (oM, @y,

rc? dmegrict

2GM 2
r? — G2 T+ @G

4dmepct

GM GM\? QG \’
r= + —
c? c? Aepct

Como se puede ver, esta métrica permite 2 horizontes de sucesos,

_ GM GM\2 Q%G _ GM GM\2 Q3G
= c2 + \/( c? ) 4megct y 2= c2 ( c? ) 4meqct? Ty > T2

Q*G

4megc

C

2 .
En el caso en que (<)° < 1, no hay horizonte de sucesos.

2 2 . .
Cuando (C’;—JQVI) > 425024 , existen 2 horizontes de sucesos (11 y 72).
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Q%G

4megct?

Finalmente, si (GC—QJ‘/[)2 =

s6lamente existe 1 horizonte de sucesos igual a 1/2 del
1

radio de Schwarzschild (r = ir, = 31 = ( @G )5).

c 4megct

3.1 Ecuaciones del movimiento

Supongamos una particula moviéndose en la métrica de Reissner-Nordstrom. Nuevamente par-

timos de la ecuacion de la geodésica.

Az dx? dx?
e il ()
d72+ ”p(dT)(dT)

Para ;. = 0, se obtiene la geodésica temporal:
d*t dx” dx?
- 1° -
C<d7'2)+ ”p(d7)<d7)
d*t o [da® dz?

‘ (d_) 2o (7) (d_) =0
dr? 2A \ dr dr) \dr)
VRNV
dr? A\ dr dr )

d?*t dAY [ dt
Al — — ) {—]=0
(de) i (dT) (d)

0
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d
= AE = Cte
dt
Amoc®— =cte. = E (3.4)
dr

Donde E es la energfa total de la particula. Como podemos ver, la ecuacion (3.4) es similar
ala ecuacion (2.5), s6lamente cambia el factor v por A, esto se da porque la métrica es diagonal
en ambos casos. Suponemos que la particula de masa m no tiene carga eléctrica.

Ahora, buscamos la ecuacién del momentum angular con p= 3 :
d?x3 dx” dx?

r — ) =
d7'2+ ””(dT)(dT) 0
d*¢ dx” dx?
47 ) =
d7'2+ ”p(dr)(dT) 0

d*¢ dxt dx? dx? dx?
o, [ = — o, [ — — ) =
d7'2+ 13<d7)(d7)+ 23<d7’)(d7> 0

Suponemos que la particula se mueve en el plano ecuatorial (6 = 7/2):

— I'5; = cot(f) = cot(n/2) =0

¢ 2 (dr\ (d\
W*%(%)(%)—O



32

— 7”2@ = cte
dr
d
L (3.5)
dr

Donde J es el momentum angular por unidad de masa, y nuevamente se obtiene la ecuacion
(2.6). Entonces, en las dos métricas la ecuacion para la rotacién sobre el plano ecuatorial tiene
la misma forma, pero como veremos mads adelante, J cambia para cada caso, lo cual cambia la
energia de la particula y su 6rbita en si.

Ahora que hemos obtenido una ecuacion para la energia y para el momentum angular, pode-

mos encontrar la ecuacién de la trayectoria. Partimos de la métrica de Reissner-Nordstrom:

1

(ds)? = *(dT)? = Ac*(dt)? A

(dr)? — r(d0)* — r?sin*(0) (d¢)?

La particula se mueve en el plano ecuatorial (¢ = 7/2):

= sin(f) = sin(7/2) = 1;df =0

1

A(dr)? = Ac*(dt)? — A

(dr)? = 1* (do)?
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= A dat Q—i dr 2—7’2 dé 2
dr A \dr dr

dt\>  mo [dr\® do\?
2 _ 2 [ ©v A i _ 2 [ 27
moc® = Amgc (dr) A (d7_> mor (dT)

Segiin la ecuacién (3.4):

a\’ ([ E \,  E?
dr)  \Ame2) — A2mg2ct
E? mo [ dr\° do\?
2~ oty 2 (2%
e = Amyc? A (dT) ot (dT)

1A s E? _ my dr Q_Amorz do 2
g omee = 2mc? 2 \dr 2 dr

E* 1 20GM QG o mo (dr\®  Amgr? [(de\>
1- moc” = +

rc? dmegrict 2 \dr 2 dr

2moc? 2 r 8megric? ~ 2 \dr 2 dr

E? 1 2 GMmy Q*Gmg  my (dr)2 Amgr? (d_qb)Q

dr\* 1 do\®> GM 2
= 1mo Sl —Amgr? o\~ _ GMmo + @ Gmo =T
2 dr 2 dr r 8megric? (3.6)

1( E? )
= 5 5 — moC = cte.
0

(3.6) es la ecuacién de la trayectoria para la métrica de Reissner-Nordstrom, la cual afiade
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la contribucién de la carga, pero mantiene una forma similar a la ecuacién que se derivé para el
caso de la solucion de Schwarzschild. De la misma manera, derivamos con respecto al tiempo

propio para obtener la ecuacion de la aceleracion en este caso:

2 2 9
(Lo (5" S (2" Gt ) it

dr \ 2 dr 2 dr r 8megric? T dr

dr\ [ d*r 1dA  , (do\’ dr\ [do\?
i I (el 2= oY A Y
o (dT) (d7'2> + 2dr " (dT) + Amor (dT) (dT)
do\ [ d*¢ GMmygy (dr Q*Gmg [ dr
Amgr? | = ) o = T )
T amer (d7'> (dTZ) * r2 dr Ameqric? \ dr 0

Ahora necesitamos la segunda derivada de la ecuacion (3.5)) y la primera del factor A:

dA d 1_2GM+ Q*G _2GM (drY Q*G dr
dr  dr rc? Aregr2ct ) r2e2 \dr 2megr3ct \ dr

o _J &6 _ 2] [dr
dr — r2 dr2 3 \dr

dr\ [ d*r GM [ dr QG (dr , (do\?

(o) () + (o () - (7)) 7 (&)
dr\ [do\? , [do 2J [ dr GM [ dr Q*G  (dr\
*“(%) (%) A (E) (‘73 (%))* = (%)‘—morw (%)—0
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dr\ . [ dr GM QG do\” do\”
(E) [(W> + (7’262 B 47T60r3c4> r* (E) AT (E)

LA <@) (_2J>+GM QG =0

dr r3 72 4dregr3c?

De donde obtenemos 2 ecuaciones, la primera: (g—:) = ( describe a una particula que

cae en direccion radial hacia el agujero negro, mientras que la segunda ecuacién se obtiene al

simplificar el término (Z—:) :

2 2 2 2 2
&’r N GM QG 2 do (1o 2GM N Q*G . do
dr? r2c2  Admeyrict dr rc? 4dmegr2ct dr

2GM e d 2J GM e
+(1- 9 doy (L2, G @6
rc? Amegr2ct dr r r2 4degr3c?

d2r GM QG do\” 2GM QG do\°
(W) i ( 2 47‘(‘607“64) <E) * (T 2 * 471'607“64) (E)
+(1—2GM+ Q*G ) (@) (_y)JFGM Q*G 0

rc? 4degr3ct dr r r2 4degr3c?

ErN L, GMY () 2+ L 26GM QG 2N\ (J
dr? " c? r2 rc2 dmegrict r 72
GM Q*G

2

+ =0

r 4rregr3c?
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&2y GM\ [J? WM QG 22\ GM QG
— )+ (r- ) —(1- + +—- =0
dr? c? r4 rc? dmegrict r3 72 4degr3c?

ﬂ N J_2_GMJ_2 B 2J2_4GMJ_2+ QQGJ_2 +GM_ Q*G _0
dr? r3 c2 rd r3 2 rt 2mepct rd r2 dregrdc?
ﬂ B J_2_3G’MJ_2+ QQGJ_2 +GM_ Q*G _0
dr? r3 2 rt 2mepct rd r2 Aregr3c?
d?r B _GM N Q*G J? B 3GM J? Q*G J? (3.7)
ar2 ) 2 dmegr3cz 13 2 rt 2megct rd ’

Entonces obtenemos la ecuacion (3.7) que describe la aceleracién de la particula en la
métrica de Reissner-Nordstrom.

Para encontrar la ecuacion para la dilatacion del tiempo gravitacional en este caso, nueva-
mente partimos de la métrica, y seguimos un procedimiento igual al que se hizo en el capitulo

anterior:

1
A

2 2 9 2
N 2 N R Ry
dr c2A \ dr c? \dr

a\’ 1 1 [(dr\® 7?2 [do\?
_ = — + I + — _
dr A 2A2 \dr A \dr

(ds)? = Z(dr)* = Ac*(dt)* — ——(dr)? —r* (do)?
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—2
dt 2: . 26GM Q%G o, L (dr 2 . 26GM Q%G
dr rc? 4egrict ¢z \dr rc? dregrict

2 2 2 -1
2GM
L d¢ - G . QG
¢z \dr rc? dregrict

dt\ 2 2 (de\? °GM  Q*G \!
(E) - <1+§ (E)) (1_ rc? +47r60r2c4)

1 [dr\? 2GM  Q*G \°
+5 (=) (1- +
¢z \dr rc? dregrict

day (C% (%)2 + (1 + Z_j (%)2> (1 — 26M 4w?02r€c4>> 1/2
(dT) (1 B % G ) (3.8)

4meqrict

La ecuacién (3.8]) describe la dilatacion del tiempo gravitacional en funcién de r y el tiempo

propio 7, la utilizaremos para realizar la simulacion de las 6rbitas en este caso.

3.1.1 Ecuacion para el momento angular

En esta seccién buscaremos una ecuacion para el momento angular de una particula orbitando
un agujero negro cargado, para esto partiremos de la métrica de Reissner-Nordstrom. Sacaremos
el momento angular para 6rbitas elipticas, es importante notar que la ecuacion que derivaremos
sirve para el caso en el cual las 6rbitas son cerradas. Para el caso en que las 6rbitas son abiertas,

utilizaremos la misma ecuacién para determinar una energia inicial de la particula.
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(dS)? = P(dr)® = A(dt)* — %((w 2 (dg)?

2 2 9 2
Lo A (BN L fdr\T T (do
dr c2A \ dr c? \dr

Recordemos las ecuaciones (3.5)) y (3.4), las cuales sustituiremos en la ecuacién anterior:

oo _J dt __E
dr 2 dr  Amyc?
2 2 2
A 2 2 1 ﬁ _ i =1
Amyc? A \dr 2 \r?

E? L (dr\* P
Amgp2ct  2A \dr r2e2

2 2 2 2
<dr) B A_J_(l_QGM Q*G )02

—) =—=- +
dr mo2c? r2 rc? 4regrict

(dr>2_ E? AJQ_(CQ_2GM QG >

dr mo2c? 72 r 4drregric?

En el afelio (£ = 0,7 — R4, A — Ay):

2GM Q*G rs TQ
{ 4 Rac? | dmeRa2ch Ra RAQ}




En el perihelio (j—: =0,r— Rp,A — Ap):

2GM G s
Ap=1-— 49 —1- e
Rp02 47T60RP2C4 RP Rp2

E? 2GM G J?
— C2 + - Q — AP = 0

m0202 Rp 47T€0Rp202 RP2

Entonces reescribimos las ecuaciones (3.9) y (3.10):

E? o  2GM TQC2 J? J? JQTQ

—_ - — — _ -0
m2 TRy TRe  RE RS RA
E? o  2GM TQ02 J? J? J27“Q

= ——— — — — — -0
m0262 o+ RP RP2 RP2 * Rp3 RP4

Restamos las ecuaciones (3.11) y (3.12):

1 1 1 1
2GM [ — — — ) — o [ — — —
(RA RP) ror (RA2 RPQ)

Rp — R4 , [ Rp? — Ry2
2GM | ———— | — - =
( RaRp ) rQc ( RA2Rp?

39

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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2GM (RP — RA) RARP — T‘Q62 (Rp2 - RA2)

P (sz R, (ﬁ) o (W — R4 (R + Rﬁ)))

RsRp RA%2Rp?

QGM RARP - TQC2 (RP + RA)

Rp2 +RARP+RA2 Ly (Rp—l-RA) (RPQ—FRAQ)
RuRp Q RA2Rp?

= J? (RP—FRA—TS(

{Ra=(1+e)a— R4*>=0a’ +2ead” + e’a’}
{Rp=(1-e)a— Rp*=a’—2ea’ + e’a’}

{RARP = (1 — 62) a2}

= 2GM (1—¢€*)a® —rgc®(2a)

_ (QG_TS (2a2(1+e2)+(1—e2) a2) o <a4 24 (2a? (1 + €2)) ))

(1—e2)a (14 e2)? (1—e2)?

25 M (1 _ 62) a — TQCQ(QG) = J? (2@ — T Ei) i_ Z% + TQa a +4€<21)2+ (61 )_ 62)2)
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3+e?) 2(1+¢%)
M (1—e®)a—rac?=J2 1_&(
GM (1-¢?)a—rgct=J < 2a(l-e) PRt (1-e)

GM (1—¢*)a—roc?
1 ra(34€?) | 2ro  (1te?)
2a (1—e?) a? (14€2)? (1—e2)?

2 (3.13)

Tras el dlgebra necesaria para obtener la ecuacion (3.13)), obtenemos una expresién para el
momento angular en la métrica de Reissner-Nordstrom, la cual, como podemos ver se reduce
a la ecuacion utilizada en el caso de Schwarzschild si ponemos () = 0. Esta ecuacion serd

utilizada en la simulacién de las drbitas para este caso.

3.2 Ejemplos

Figura 3.1: Ejemplo de 6rbita eliptica



Parametro Valor

M 4.31 x 10°My,
Q 5 x 1026 [C]
J 10 [m?/s]
At 4 x 107 [s]

a 103 [m)]
Parametro Valor

M 4.31 x 10 M,
Q 2 x 10%[C]

J 5 x 102 [m?/s]
At 4 x 1010 [s]

a

105 [m]
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Parametro Valor

M 4.31 x 10°M,
Q 7 x 10%[C)]

J 2 x 10% [m?/s]
At 4 x 1019

a 10 [m]
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Parametro Valor
M 4.31 x 10°M,
Q 7.385 x 10%[C]
J 10%° [m?/s]
At 107 [s]
a 1.65 x 10™ [m]
Parametro Valor
M 4.31 x 10M,
Q 7.385 x 10% [C]
J 4.5 x 10%° [m?/s]
At 2.48 x 109 [s]

a

3.55 x 10 [m]
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Figura 3.2: Ejemplo de una particula cayendo al agujero negro

Parametro Valor

M
Q
J
At
a

431 x 100M,
7.385 x 102 [C]
3.7 x 10%° [m?/s]
6 [s]

1.27 x 101 [m]
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Figura 3.3: Ejemplo de trayectoria hiperbdlica

Parametro Valor

M
Q
J
At
a

431 x 10°M,
1027 [C]

4 x 10" [m?/s]
10" [s]

102 [m)

46
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CONCLUSIONES

En el capitulo 2 se deducen las ecuaciones del movimiento de un cuerpo masivo alrededor de un
agujero negro de Schwarzschild. Se obtienen 3 ecuaciones diferenciales, las cuales se resuelven
numéricamente con Wolfram Mathematica utilizando el programa en el anexo A; este programa
permite manipular todas las variables (masa, momento angular, tiempo y distancia inicial entre
el cuerpo en movimiento y el cuerpo que genera el campo gravitacional. En la seccion de ejem-
plos se aprecian varias simulaciones, la primera es una demostracién del comportamiento del
sistema binario de agujeros negros OJ287, en la figura [2.1] se observa que el agujero negro con
menor masa orbita creando un avance de perihelio importante, el valor medido es de 39° en cada
orbita [6]. En el resto de ejemplos se pueden ver diferentes tipos de trayectorias (en las cuales
se utiliz6 la masa del agujero negro de Sagitario A*), variando los pardmetros se logra obtener
Orbitas tanto abiertas como cerradas, con distintas caracteristicas, como el periodo y el avance
de perihelio. También, en la figura [2.6] se observa el caso en el cual el cuerpo en movimiento
no tiene suficiente energia para orbitar el agujero negro, por lo tanto cae hacia él trazando una
trayectoria en forma de espiral. Por otro lado, en el capitulo 3 se encuentran las ecuaciones
diferenciales para el movimiento de un cuerpo masivo alrededor de un agujero negro cargado
de Reissner-Nordstrom. El procedimiento para obtener dichas ecuaciones es el mismo que en

el caso de Schwarzschild, adicionalmente se dedujo una expresion para el momento angular
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por unidad de masa, esto se realiz6 considerando 6rbitas elipticas en la ecuacion de la métrica.
Nuevamente, las ecuaciones se insertan en el programa para ser resueltas numéricamente y para
simular las érbitas segtin los pardmetros que se den. Es importante mencionar que hasta la fecha
no se ha observado un agujero negro de Reissner-Nordstrom, por lo tanto todos los pardmetros

se insertaron de forma heuristica, y siguiendo las condiciones explicadas en la introduccién del

Q*G

3 . . 2
capitulo 3. Es decir, se requiere que (G;—fy) > Imeoet

se cumpla para que el agujero negro sea
estable, de otra manera, no existiria un horizonte de eventos y las particulas que se acercan

al agujero negro con cierta energia experimentan una fuerza repulsiva como se muestra en la

figura En este caso (Gcé” )2 < 42:0?:4 , sin embargo los términos de la desigualdad no di-
fieren por mds que un factor de 1.35. También, se observa un comportamiento similar al caso
de Schwarzschild, donde se describen 6rbitas cerradas circulares y elipticas, algunas parecidas
al ejemplo del sistema OJ287. Cabe mencionar que las simulaciones que se realizaron para esta
métrica se hicieron utilizando la masa del agujero negro de Sagitario A*, por lo tanto tenemos
que imaginarnos dicho ejemplo con una carga eléctrica neta. Finalmente, en este trabajo se
manipularon las ecuaciones de la métrica y geodésicas para obtener un grupo de ecuaciones
que al ser resueltas describen todo tipo de trayectoria alrededor de un cuerpo que genera un
campo gravitacional. Estas soluciones nos ayudan a entender la fisica detrds de las ecuaciones
de la Teoria General de la Relatividad, dando una ilustracién simple de comprender antes de

compenetrarse con las matematicas que describen a las ecuaciones de campo de Einstein y las

geodésicas.



49

REFERENCIAS

[1] A. Einstein and Ko6niglich Preussischen Akademie der Wissenschaften. Die Feldgleichun-
gen der Gravitation. Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der Wis-

senschaften zu Berlin. Vlg. der Koniglichen Akademie der Wissenschaften, 1915.
[2] H.C. Ohanian. Gravitation and Spacetime. Norton, 1976.

[3] Carlos Marin. La Expansion del Universo, una Introduccion a Cosmologia, Relatividad

General y Fisica de Particulas. USFQ, 2° edition, 2011.

[4] C.W. Misner, K.S. Thorne, J.A. Wheeler, and D.I. Kaiser. Gravitation. Princeton University

Press, 2017.

[5] LR. Kenyon. General Relativity. Oxford science publications. Oxford University Press,

1990.

[6] Carlos Marin and Jorge Poveda. Perihelion precession in binary systems: higher order

corrections. Astrophysics and Space Science, 363(12):245, 2018.

[7] G. Hooft. Introduction to General Relativity. Rinton Press, 2001.



Anexos

50



51

Anexo A

Codigo en Wolfram Language para la

simulacion de las orbitas

1.1 Para la métrica de Schwarzschild

Para este caso, el programa contiene por default los datos del sistema binario OJ287 (tabla 2.1),
sin embargo, se pueden cambiar estos pardmetros a gusto del usuario. Se sugiere que se explore

el programa utilizando ¢ = G = 1, y variando el resto de pardmetros.

Manipulate|
(
G =1,
M =1,
c =1;



G = 6.674 %1071,

c = 299792458;

(*0J287%)

e=0.7;

a=1.72 %105,

G = 6.674 %1074,

c = 299792458;

M = 1.83 %10 % 1.988435 % 10%;

rs = 203,
_ GM(1—e?)a .

b= gy st

(*OJ287%)

0 = q;

(*M = Mgy * myp, *)

(*L = Lgy * jp*)

(*Mercurio

r0 = 5.7909 * 10'°;

(*M = 3.30104 x 10%; *)
L = 8.956 x 1038,

M = 1.988435 x 10%;
)

anOrbitSolution =

Quiet@NDSolve|
{
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] == = + i - S 0] == 10, (0] =0,

— r[r]e? r'[r]2r[r]?c? r[r]3¢/[7]? —
t/[T] T \/T[T]CQ—QGM + (r[r]c2—2GM)? + T[T]CQ—QGM7t|:O} ==0

poAr, &, 1}, {7, 0,pT}};
domain = (r/.anOrbitSolution[[1, 1]])[Domain];
{begin, end} = domain][[1]];

angleList = ¢[end]/.anOrbitSolution;

timeDilation = (¢[end]/.anOrbitSolution)[[1]]/end;

anOrbitPlot =
ParametricPlot|
Evaluate|

rlrl{Coslglr], Sin[al]]}
/.anOrbitSolution],

{7, begin, end},
(*PlotPoints — 1000, *)

AspectRatio — 1,
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AxesOrigin — {0, 0},

PlotRange — scale];

sRadius =

Graphics[Disk[{0, 0}, rs]];

Show|

{

anOrbitPlot,

sRadius

}, Ticks — None, ImageSize — {400, 400}],

(* {{L, 4, angular momentum}, 1,10% ImageSize — Tiny} , *)

(* {{r0, 31.6, initial radius}, 2.5, 2 * 1.72 * 105, ImageSize — Tiny} , *)

{{pT, 1, proper time}, 1, 10'°, ImageSize — Tiny}

{{scale, 1.8a,zoom}, 5, 2.2 x a, ImageSize — Tiny},

(*{{symmetricOrbit, 0, symmetric orbit}, {0, 1}, ControlType — Checkbox}, *)

SynchronousUpdating — False, ControlPlacement — Left, TrackedSymbols — Manipulate]

1.2 Para la métrica de Reissner-Nordstrom

Inicialmente se considera ¢ = G = 1 en el programa, se sugiere que el usuario explore difer-

entes ejemplos de esta manera antes de utilizar las constantes con su valor fisico.

Manipulate|



G =1,

(M =1;%)
c =1

(+Q =1:%)
k=1

-

G = 6.674x1071,;
¢ = 299792458;

*)
anOrbitSolution =
Quiet@NDSolve|
{
2 2 2
() == —F + i — B+ G + B (0] =10, [0 =0,

/ 2 [7—]2(;5/[7—]2
t'r] == Lt rir] ; + ——" ; t[0] ==
_ 2GM kQ-G 2GM kQ2G 2 _ 2GM kQ4G )
-Gt @ (12684 k8T e (1- 2% +5%%)

}7 {7’, o, t}a {Ta 0, pT}];

domain = (r/.anOrbitSolution[[1, 1]])[Domain];

{begin, end} = domain[[1]];



angleList = ¢[end]/.anOrbitSolution;

timeDilation = (¢[end)/.anOrbitSolution)[[1]]/end;

anOrbitPlot =
ParametricPlot|
Evaluate|

r[r]{Coslelr]], Sinlo[r]]}
/.anOrbitSolution],

{7, begin, end},
(*PlotPoints — 1000, *)
AspectRatio — 1,
AxesOrigin — {0,0},

PlotRange — scale];

sRadius =

Graphics[Disk[{0, 0}, 1]];

Show|
{

anOrbitPlot,

sRadius
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}, Ticks — None, ImageSize — {400, 400}],

{{M, 1, mass}, 1, 50, ImageSize — Tiny},

{{@, 1, charge}, 1,50, ImageSize — Tiny},

{{L, 4, angular momentum}, 1, 100, ImageSize — Tiny},
{{r0, 31.6, initial radius}, 2, 200, ImageSize — Tiny},
{{pT, 1, proper time}, 1, 100000, ImageSize — Tiny},
{{scale, 10, zoom}, 5, 500, ImageSize — Tiny},

SynchronousUpdating — False, ControlPlacement — Left, TrackedSymbols — Manipulate]
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