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RESUMEN

En el presente trabajo se estudian dos metodologias distintas para la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. La primera metodologia consiste en usar
la transformada de Laplace mediante la proposicion de una solucién de tipo producto
de funciones. Por otro lado, la segunda metodologia nos permite integrar directamente
sobre la ecuacion diferencial parcial fraccionaria. Para finalizar el trabajo, se realiza
una discuciéon sobre las limitaciones y libertades de ambos métodos.

Palabras Clave: Derivada Fraccionaria de Rieman-Liouville, Transformada de
Laplace, Ecuaciones Diferenciales, Fraccionaria, Ecuaciones Integrales, Derivada suma-
ble Ecuacién integral de Volterra.



ABSTRACT

In the present work two methodologies to find solutions to fractional partial dif-
ferential equations are studied. The first methodology consist in the use of the Laplace
transform throught the employment of a product type solution. On the other hand, the
second methodology allow us to integrate the partial fractional differential equation.
Finally, a discussion about the freedoms and restrictions of two methods is made.

Key Words: Fractional differential equation,Riemann-Liouville fractional deri-
vative, Riemann-Liouville fractional integral, Laplace Transform, Integral Ecuation,
Summable Derivative, Volterra Integral equation.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

El modelado matematico consiste en traducir problemas del mundo externo a pro-
blemas matematicos mediante procedimientos teéricos o numeéricos [6]. En particular,
el modelado de fenémenos fisicos y quimicos muchas veces nos llevan al planteamiento
de ecuaciones diferenciales, que pueden ser descritos mediante una funciéon de una o
més variables [8]. La idea del modelado es poder predecir y analizar el comportamien-
to del sistema, sin embargo el modelado no describe en su plenitud el fenémeno que
deseamos estudiar y una mejor descripcion del fenémeno involucra un incremento en

la complejidad del modelo [23].

En los ultimos anos la implementacion de derivadas de orden no entero ha tenido
un gran impacto en la descripcion de sistemas relacionados con interacciones de largo
alcance y sistemas con memoria descrita por una potencia [14]. En particular, el célculo
fraccionario ha descrito con gran exactitud fenémenos relacionados al amortiguamiento
[24]. Como consecuencia este nos ha permitido investigar la elasticidad en materiales
desde una nueva perspectiva. Para esto se utiliza modelos fraccionarios no locales de
materiales elasticos, en los cuales el kernel de las integrales fraccionarias describen
un nuevo comportamiento mecéanico del material [12| . En el caso de sistemas visco-
elasticos, como las arterias, la potencia del kernel de la derivada fraccionaria permite

pasar de sistemas completamente elésticos a sistemas viscosos [13].

La version fraccionaria del operador de Laplace también ha tenido una gran apli-
cacion en distintas areas como mecénica y electrostatica, inclusive el marco de la pro-

babilidad, donde actiia como generador de procesos de Levi estable [7]. En el area
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econémica, las derivadas de orden no entero se han usado en procesos econémicos di-
namicos, en el cual el orden fraccionario de la derivada modela la memoria del sistema;

parametro que suele ser olvidado en la mayoria de los modelos [25] .

Las derivadas fraccionarias, cuentan con propiedades inusuales, como la violaciéon
de la regla de Leibniz (ley del producto) y de la ley de la cadena (derivada de com-
posicion de dos funciones ) [25]. Si bien es cierto que estas propiedades nos ayudan
a describir caracteristicas complejas de sistemas dindmicos, estas llegan a presentar
mucha més dificultad en la resolucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias, por lo
cual se han utilizado diferentes enfoques para intentar hallar una la solucién analitica
de estas como por ejemplo: la aplicacion directa de la transformada de Laplace, el uso

de operadores y el método de analisis con homotopia [2].

En este trabajo, se presentan dos métodos de resolucion de ecuaciones diferencia-
les parciales fraccionarias. En el primero método, se estudia la transformada de Laplace
de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. Posteriormente, mediante la propo-
sicion de una solucion de tipo producto de funciones, se separa la ecuacion diferencial
parcial fraccionaria en dos ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias las cuales
son resueltas mediante el uso de la transformada de Laplace de tal forma que la solu-
cion de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria original pueda ser expresada como
producto de estas. En la segunda metodologia, se asume que nuestra ecuaciéon admite
derivadas sumables, por lo cual integrando en ambos lados de la ecuaciéon diferencial
parcial fraccionaria y utilizando las relaciones entre la derivada e integral fracciona-
ria de Riemann-Liouville se llega a una ecuaciéon Laplace transformable. Tomando la
transformada de Laplace de esta y reorganizando los términos se llega a una ecuacion

de Volterra de segunda especie, la cual nos garantiza una tnica solucion.
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CAPITULO II
PRELIMINARES

En este capitulo se introducira los objetos necesarios y se desarrollara una notacion

adecuada para un mejor entendimiento del trabajo.
2.1 Desarrollo Histérico del Calculo fraccionario en R

El origen del célculo fraccionario data de 1695, ano en el que el marques de
L’Hopital mediante una carta pregunté a Leibniz cual seria el resultado de %ﬁlx) con
f(z)=xyconn= % A lo que Leibniz respondié que “esto conduciria aparentemente
a una paradoja de la cual algin dia seran extraidas consecuencias muy tutiles". En
estas palabras nacié el célculo fraccionario [11|. A partir de ese momento, muchos
matematicos contribuyeron al desarollo del calculo de orden no entero. En 1730, Euler
desarroll6 trabajos sobre la interpolaciéon entre derivadas de orden entero. En 1812,
Laplace definio la derivada fraccionaria en base a integrales. Posteriormente en 1819,

el matematico francés Lacroix discutié por primera vez la derivada fraccionaria en un

libro de célculo [4]. A partir de
flz) ==

Lacroix determin6 que la n-esima derivada de f(x) = 2™ estaria dada por
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Con la cual, para n = % y m = 1 se obtiene el siguiente resultado

d?x 2z
de’?2 /1

2vz

De forma similar, si tomamos, n =1/2y f(x) = \/—f se obtiene

d'? 2z .
det/?2 m 7

de lo cual se concluye que

dV? a2y dx
de\ 2 dze' 2~ dr I

En 1822, Fourier fue el siguiente en dar una definiciéon de derivada de orden arbitrario,
sin embargo no se le dio utilidad a esta. El primer uso de derivadas de orden fraccionario
fue dado en 1823 por Abel [1, 4], en el cual aplicd célculo fraccionario para solucio-
nar la ecuacion integral que surge en la formulacién del problema de la tautocrona.
Posteriormente, Liouville publico tres memorias sobre el tema en 1832 [17]| junto con
algunos trabajos de investigacion. En estos trabajos, Liouville definié a las derivadas
fraccionarias mediante el uso de series infinitas, sin embargo estas estaban limitadas al
intervalo de convergencia de la serie. Finalmente, mediante el uso de integrales Liou-
ville llego a construir una mejor definicion de derivada fraccionaria, la cual incluso le

permitia tomar potencias negativas [4, 17].
2.2 Funciones Especiales para Calculo Fraccionario

Existen funciones que juegan un papel importante en el desarrollo y entendimiento
del calculo fraccionario, como la funcién: Gamma, Beta y la de Mittage-Leftler, las cua-
les también juegan un papel importante al momento de buscar soluciones explicitas de
ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. Por ende, en las siguientes subsecciones

se definiran y se mencionaran algunas propiedades relevantes de estas.
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2.2.1 Funcion Gamma

La funciéon Gamma aparece en problemas relacionados con la normalizacion de
funciones de onda de Coulomb o en el calculo de probabilidades en mecanica estadistica
[8] v juega un papel importante en el calculo fraccionario. La funcion Gamma esta

definida como

I'(2) :/ e 't*7'dt, z€C, Re(z)>0, (1)
0

donde Re(z) denota la parte real de un ntiimero complejo z = a+bi, es decir Re(z) = a.
La restriccion Re(z) > 0 es una condicion necesaria para garantizar la convergencia
de la integral. La funciéon Gamma puede ser interpretada como la generalizacién de un
factorial, ya que esta permite calcular factoriales de nimeros no enteros debido a que

cumple la siguiente relacion

I(z)=(z—1
Por lo cual I'(z) tambien satisface la siguiente ecuacion funcional [20]
['(z+1) =zI'(2).
Dada la relacion que guarda la funcion Gamma con los factoriales se puede generalizar

la ecuacion (1) obtenida por Lacroix de la siguiente manera

dra™ 'm—-1) . ., -
= T m > n.
dz T'(m—n—1)! ’ -

Para mas detalles sobre la funcion Gamma se recomienda ver [8].

2.2.2 Funcion Beta

Otra funcién de importancia en este trabajo es la funciéon Beta, ya que su solucion

es expresada por funciones Gamma . A pesar de que la funciéon beta tenga distintas
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formas [8], en este trabajo se utilizara la siguiente

_ ! o p—1, q—1 _ F(p)F(Q)
B(p,q)—/o (I —w)P " u du_ilﬂ(erq)' (2)

Para mas detalles sobre la funcion Beta se recomienda ver [8].
2.2.3 Funcion de Mittage-LefHer

Una de las funciones méas importante en el calculo fraccionario es la funciéon de
Mittage-Leftler, ya que a pesar de no ser mencionada en las tablas de la transformada
de Laplace, esta surge en el calculo de la transformada inversa de Laplace de funciones
de tipo s%(a + bs?), donde s es el pardmetro de la transformada de Laplace y a,b son
constantes reales. Por otro lado, esta también aparece en la soluciéon de algunos pro-
blemas de valores de frontera que involucran ecuaciones integro-diferenciales de tipo
Volterra con parametro fraccionario[16, 21]. La funcion de Mittage-Leffler, fue nombra-
da en honor al matematico sueco Magnus Gustaf Mittag-Leffler; el cual la introdujo en

1903 [4]. Esta definida sobre todo el plano complejo como

Boslz) = % m a, B,z € C, Re(a) > 0, Re(8) > 0. (3)

En base a (3) se puede expresar una gran variedad de funciones como por ejemplo :

1
Eop=——3 k<l Eu(s)=¢, Bn()= cosh(v/z),

Ey1(—2%) = cos(z), Ega(z) = E,z3(0) = 1.

La funcién de Mittage-LefHler suele ser vista como una generalizacion de la funcion ex-
ponencial, por lo cual muchas de la soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias

son expresadas en términos de la funciéon de Mittage-Leffler al igual que las soluciones
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de ecuaciones diferenciales ordinarias son expresadas en funcion de senos y cosenos [4].

2.3 Calculo Fraccionario en R

A lo largo de la historia han existido varias definiciones para la derivada fracciona-
ria como lo son la derivada de Reimann-Liouville, Hadamard, Erdélyi-Kober, Caputo
y Marchaud [3, 21]. Sin embargo, la definicion que ha tomado fuerza en los tltimos
anos ha sido la de Riemann-Liouville, debido a que esta no se anula al ser aplicada a
una constante y cuenta con un kernel de potencia fraccionaria. En esta seccién vamos
a introducir la definiciéon de la derivada e integral fraccionaria de Riemann-Liouville,

al igual que sus propiedades de semi-grupo y de reciprocidad.

2.3.1 Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville

Definicion 1 (Integral Fraccionaria Derecha de Riemann-Liouville). Sea ¢(x) € Ly(a,b)?,
entonces la integral fraccionaria derecha de Riemman-Liouville (I ¢)(x), de orden

a > 0 esta definida como

L[
(I5-0)(@) = Ty /m( dt, z<b.

La cual suele ser denotada como (D, *¢)(x).

Definicion 2 (Integral Fraccionaria Izquierda de Riemann-Liouville). Sea ¢(x) €
Ly(a,b), entonces la integral fraccionaria izquierda de Riemman-Liowville (IS ¢)(x),

de orden o > 0 esta definida como

VS B
(120 = 715 | 1 dt, z>a (1)

La cual suele ser denotada como (D_*¢)(x).

Para nuestro trabajo vamos a utilizar la definicion 2, por lo cual para ilustrar como

1L1(a,b) es el conjunto de funciones f, tal que f; |f(z)|dx es convergente.
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funciona la integral fraccionaria izquierda de Reimann-Liouville vamos a considerar el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Fvaluemos 1% (x — a)?, donde 8 > —1 y o > 0.
Considerando la integral fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville enunciada en la

definicion 2 tenemos

Mediante el cambio de variable z =t — a, tenemos que dz = dt, por lo cual

e (x—a)’ = ﬁ /O:va Plor—a—z)*"tadt

Realizando otro cambio de variable y = —*, (x — a)dy = dt, por lo tanto

e = g [ @ am -y
x —a)fte 1
- [
B (.T _ a)ﬁ-ﬁ-a

T(a) f+1,a)

B(
(e — @) T(F+ T
I'(a) TB4+a+1)

Finalmente, concluimos que

5 _ LpB+1)

) = MG e

(z —a)™*. ()

Notemos que si en la ecuacion (5) tomamos 3 = 0, entonces (z —a)’ = (z —a)® = 1

por lo cual la integral fraccionaria de una constante k£ de orden « es

e k 7 —a)®
a"‘k:_ F(l—'—()é)( ) : (6)
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2.3.2 Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

Definicién 3 (Derivada Fraccionaria Derecha de Riemann-Liouville). Sea f : [a,b] —
R, entonces la deriwada fraccionaria derecha de Riemman-Liouville (Dy- f)(x), de or-

den a > 0 esta definida como

00 = (1) o | b U v

donde n = [a] + 1 y [a] es la parte entera de «.

Definicion 4 (Derivada Fraccionaria Izquierda de Riemann-Liouville). Sea f : [a,b] —
R, entonces la derivada fraccionaria izquierda de Riemman-Liouville (D2, f)(x), de

orden o > 0 esta definida como

i@ = (5) ros [ ot w20 7

donde n = [a] + 1 y [a] es la parte entera de o.

Por lo cual, tomando en cuenta la integral fraccionaria de Riemann-Liouville se tiene

que la derivada fraccionaria derecha e izquierda de Riemann-Liouville pueden ser re-
: a _ dijl-« a _ drl-a :

escritas como Dt = =1, =% y D&, = -~ . respectivamente. Notemos que cuando

0 < a < 1 entonces la derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville esta dada

por la siguiente identidad

(D% f) () = % i L - / ) (xf_@i)adt, v>a. (8)

De tal forma que cuando o — 1, la derivada fraccionaria D%, f(x) se aproxima a la

derivada clasica - f(z) en z = a.

En este trabajo analizaremos ecuaciones diferenciales con derivadas fraccionarias



cuyo limite cuando o — 1 sean derivadas clésicas de orden dos, es decir

d2

lim (D22 f)(x) = - f(2)
‘ a+1 d2
lim (D37 )(2) = = £(2).
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Por lo cual, sin perdida de generalidad utilizaremos la ecuacion (8) para todos los

calculos posteriores. Para ilustrar como funciona la derivada fraccionaria izquierda de

Riemann-Liouville vamos a considerar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Evaluemos D%, (z — a)?, donde 8 > —1 y a > 0.

Considerando la derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville enunciada en la

definicion 4, en particular considerando la ecuacion (8) se tiene

o x_aﬁ:i 1 T (t—a)’
D ( ) )/a dt.

Mediante el cambio de variable z =t — a, tenemos que dz = dt, por lo cual

dzT(1 — « (x —t)~

1

N B _d 1 r—a 5 o .
o (r—a) da:F(l—a)/O 2P(r—a—2z2)"%dz

d

1

Realizando otro cambio de variable y =

w(e—a)’ =

T —a) /Ox—a Plr—a)™(1 - . i a)_o‘dz.

z
r—a’

d 1 1
I o B—a+1, B 1 — —a
dwF(l—a)/o (x —a) y’(1—y)*dy

d (v —a)fott

F'g—a+1)

T BUHLI-a)
MG+ DE a1
Mg —a+2)
L(5+1) (z —a)’.

tenemos que (x — a)dy = dt, por lo tanto
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Finalmente, concluimos que

°‘+(a:—a)5 - M

Notemos que si en la ecuaciéon (9) tomamos 3 = 0, entonces (v — a)? = (v —a)’ =1,

y asi la derivada fraccionaria de una constante k de orden « es

Dok = (x —a)™. (10)

T(1-a)

2.3.3 Relaciones Entre la Derivada e Integral Fraccionaria

De la subseccion anterior se pudo observar que tanto la definicién de derivada
e integral fraccionaria incluyen integrales. Estas integrales pueden llegar a diverger,
por lo cual es importante considerar el espacio de funciones sobre el cual deseamos
trabajar. Durante toda esta tesis vamos a denotar como I% (L) a la clase funciones f
representadas por la ecuacion (4) de funcion integrable, es decir f = I ¢ tal que ¢ €
Li(a,b). Una vez aclarada la notacion a usar, procedemos a mencionar las propiedades
de semi-grupo y de reciprocidad de la derivada e integral fraccionaria izquierda de

Riemann-Liouville.

Proposicion 1. (Propiedad de Semi-grupo de la Integral Fraccionaria)

Sea 1% ¢(z) y [f+<b(:c) , entonces
Sl (x) = 1013 6(x) = 157 g(w), Vo, B> 0, (11)

La ecuacion (11) se satisface en todo punto para ¢(x) € C([a,b])* y en casi todo punto®

para ¢(x) € Ly(a,b). Ver la prueba en [21].

2C(Ja,b]) es el conjunto de todas las funciones continuas en [a,b]
3Una propiedad se mantiene en casi todo punto si esta se cumple para todos los elementos de un
conjunto, sin embargo, esta no se puede cumplir en un subconjunto de medida cero. Ver [20]
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Para estudiar la relacion entre la derivada e integral fraccionaria izquierda de
Riemann-Liouville vamos a tomar en cuenta la relacién entre la derivada e integral

en calculo tradicional. En este tenemos que la derivada e integral son reciprocas si

4 [ (t)dt = ¢(x), sin embargo [ d(s;t) dt # ¢(x), ya que en este aparece la constante
—¢(a). De igual forma, en calculo fraccionario tenemos que (D%, %, ¢)(x) = ¢(x), pero
(1% D% ¢)(x) # ¢, ya que este se diferencia de ¢ por un polinomio de orden n — 1,
debido a la funcion (z — a)**, donde k = 1,--- ,[a] + 1. Por lo tanto para aclarar

la relacion de reciprocidad entre la derivada e integral fraccionaria vamos a tomar en

cuenta las siguientes definiciones y proposiciones

Definiciéon 5. Se dice que una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua si para
todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que para toda familia {(a;, b;)} de intervalos disjuntos

en [a,b] tales que > ") _, (b —a;) < 0 se cumple la desigualdad
Z |f(bi) — flai)] <e.
i=1

Teorema 1. Sea o > 0 , entonces f € 1% (L), si y solo si I'"*f € AC™([a,b]),

n=lal+1y ' °f)*a)=0,k=0,.,n—1. Verla prueba en [21].

Observacion 1. AC™ denota la clase de funciones f, tal que f es n— 1 veces diferen-

ciable en [a,b] y f"~Y es absolutamente continua en [a,b].

Cabe mencionar que las funciones pertenecientes a %, (L) enfatizan que la repre-
sentacion de una funcion f mediante una integral fraccionaria de orden « y la existencia
de la derivada fraccionaria de orden « de f son dos cosas distintas [21]. Concentrémonos
por un momento en la existencia de la derivada fraccionaria. Sin perdida de generalidad

vamos a tomar a o € (0,1). Si decimos que (D% f)(z) = <7 existe en casi todo

lado, entonces debemos tomar en cuenta que incluso si se conoce la existencia de una

derivada integrable dz—(;) de una funcién g(x), esta no garantiza la restaurancion de

g(z) por su primitiva [21], es decir, [* dfl—gf)dt # g(x). Dichos problemas pueden evitar-

se si se trabaja con funciones absolutamente continuas. Cabe mencionar que la teoria



22

de Lebesgue nos permite integrar por partes solo si las funciones son absolutamente
continuas. Debido a esto, es natural encontrar que la suposicion de integrabilidad y
existencia en casi todo lado de las derivadas fraccionarias (DS, f)(x) no es suficiente
para nuestro estudio, ya que esta no garantiza la represencacién de f mediante inte-
grales fraccionarias. Por estas razones, para estudiar la reciprocidad entre la derivada
e integral fraccionaria es necesario imponer una condicién mas fuerte sobre f, por lo

cual se da paso a la siguiente definicion

Definicion 6. Sea o > 0. Una funcion f € Li(a,b) tiene una derivada integrable D%, f

si 177 f(x) € AC™([a,b]) , n=[a] + 1.

Observacion 2. La definicion (6) nos permite caracterizar a las funciones pertene-

cientes a 12, (Ly).

Una vez entendido la integrabilidad de la derivada fraccionaria se puede discutir la
relacion de reciprocidad entre la integral y derivada fraccionaria a partir del siguiente

teorema

Teorema 2. Sea o > 0. Entonces la ecuacion

(Dg+ 15+ 0)(x) = o(x) (12)

se mantiene para cualquier funcion integrable ¢(x). Sin embargo,

(Lg+ Dg f)() (13)

solo se satisface si

f(@) € I3+ (Ly). (14)

Si asumimos que f € Lq(a,b) tiene una derivada integrable (DS, f)(x) respecto a la

definicion 6, entonces la identidad (13) no se cumple, de hecho es remplazada por el
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siguiente resultado

o e ey = @—a) ke
(15 Do () = f(x) + 2 W(Lﬁ )¢ (a), (15)

conn = [a] + 1. Ver la prueba en [21].

Observacion 3. El teorema 2 es una consecuencia de una propiedad mas general [15,
19/

o (1%, f)(x) = D f(x), a>8>0.

Proposicién 2. Seaa >0y >0talquen—1<a<nym—-1<pf<mya+p<1

y sea f € Ly(a,b) y I € AC™([a,b]). Entonces se cumple la siguiente relacion

r—a) i

(D2 DL f) (@) = (DI ) () - Z(Dfﬁﬂaﬂm-

Ver prueba en [19, 21].

2.4 Transformada de Laplace

La idea principal de la transformada de Laplace es convertir una ecuaciéon que
involucra derivadas e integrales en una expresion algebraica [22]. Esto permite resolver
ecuaciones diferenciales de una forma mas sencilla, en especial si se cuenta con con-
diciones de iniciales [4]. A continuacion se presenta la definicion de la transformada
de Laplace, algunas de sus propiedades y la transformada de Laplace de la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville.

2.4.1 Definicion de la Transformada de Laplace

Definicion 7 (Transformada de Laplace). Sea f : RT — R, entonces la transformada

de Laplace de f se define como

F(s) = L{1}o) = [ e st (16

to
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Un requerimiento para la existencia de la transformada de Laplace es que f(t) < e
para todo ¢ € [0,00] , de tal forma que la integral en la ecuacion (16) sea convergente.

Cuando esto sucede, decimos que f(t) es Laplace transformable.

Para ilustrar el funcionamiento de la transformada de Laplace, consideremos las si-
guientes proposiciones que muestran como la transformada de Laplace guarda relacion
con funciones importantes del célculo fraccionario, como son la funcion Gamma y la

funcion de Mittage-Liffler

Proposicion 3. Seat > 0, tg =0 y a > —1 entonces la transformada de Laplace de

f(t) =t~ emiste, y esta dada por la siguiente ecuacion

(oz+1).

oy = 208 a7)

Demostracion. Seat > 0, tp = 0 y a > —1 entonces la transformada de Laplace de

f(t) = t* esta definida de la siguiente forma
L{t*} = / t*e " dt,
0

utilizando el cambio de variable t = ¥, tenemos dt = % por lo cual (18) se reescribe

s

de la siguiente forma

Y
E{t}—/o L Ydt,

sacando Sa% de la integral y dado que a > —1, se obtiene una funcién Gamma, con

z = a+ 1 de tal forma que

ey = 10D

Proposicién 4. Seat > 0, tp =0 y s* > a a € R, entonces la transformada de

Laplace de f(t) = t°"1E, s(at®) existe, y esta dada por la siguiente ecuacion

@B

L{tP B, 5(at™)} = (18)

s —q
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Demostracion. Seat > 0, tg = 0y s* > a, a € R | entonces la transformada de

Laplace de f(t) = t*~1E, s(at®) esta definida de la siguiente forma

L{tP B, (at™)} = / e P B, g(at®™) dt
N Z (at®)"
- I'(na + ﬁ
_ 0’7 / Z toerﬁflefstdt'
I(na+8) Jo =

Dada la convergencia de la integral y de la serie podemos intercambiar estas [20]

a” >
tom—l—ﬁ—le—stdt
I'(na + B) /0

n

WE

L{PE, g(at™)} =

i
o

a

C(na+ 3)

a” ['(an + pB)
C(na+ B) sonth

() 09)

n=0

L{toerBfl}

[
NE

3
Il
o

[
WE

3
Il
o

%f =

dado que s* > a, la serie en la ecuacion (19) converge, por lo cual

L{P B, p(at™)} = —

2.4.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

En la siguiente subseccion se muestran las propiedades mas importantes de la

transformada de Laplace. Las demostraciones de estas pueden ser encontradas en [22,

26].
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Sean f(t) y g(t) funciones Laplace transformables, entonces

= LUf() +9(0)) = L0} + L{g(1)}-
w Lef(t) =cLf(1).

= Si F'(s)y G(s) son las transformadas de Laplace de f(t) y g(t) respectivamente,

entonces

L{F@) x g(1)} = F(s)G(s),

donde el operador * es el producto de convoluciéon y esta definido de la siguiente

forma

F(t) * g(t) = /t F(t = P)g(r)dr

= La transformada de Laplace de las la n-ésima derivada de una funcién f(t) esta

dada por

3
—

LU0} = " F(s) = 3 5 (O], mEN.

B
Il

Donde n € Ny f*(t)|4—0, k= 0,--- ,n — 1 son condiciones iniciales.

2.4.3 Transformada de Laplace de la Derivada Fraccionaria

A partir de esta subseccion vamos a denotar a las funciones evaluadas en 0, es

decir f(0), como f(t)];=o-

Proposicion 5. Sea f una funcion Laplace transformable, entonces la transformada

de Laplace de la derivada fraccionaria de orden o de Riemann-Lioville esta dada por

LD f(t)} = s"L{f ()} = DV f(t)]im0- (20)

Demostracion. consideremos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

e d 1T
(D2 N) = e | gt
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la cual puede ser reescrita como

1

mG’(t), (21)

Df(t) =

donde G(t) = f(f (t —7)~*f(7)dr. Tomando la transformada de laplace de (21) obtene-

mos

LD} = o EAC )
= gy (LG} — G0leo)
e e ) = et
L) - s

= L0}~ (g [ =0 0 ) e

Cambiando « por —a + 1 y usando la ecuacion (4) obtenemos que
LD ()} = s"L{F (1)} — D™ f(1)]mo

Proposicion 6. Sea n(z) una funcion Laplace transformable entonces, la transformada

de Laplace de la derivada fraccionaria de orden 2a de Riemann-Liouville es

L{D*n(t)} = s*L{nt)} — s"D~ " n(t)| =0 — D~ (t)]1=o. (22)

Demostracion. Sea n(x) una funcoén Laplace transformable, entonces por la Proposi-
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cioén 5 se obtiene

L{D* (1)} = s*L{Dn(t)} — D~ Dn(t)] 0. (23)

Simplificando,

L{D* (1)} = s*(s"L{n(t)} — D~ n(t)]1=0) — D~ In(t) =0

= s L{n(t)} — "D n(t)| o — D~ n(t)|m0-

Procediendo de igual forma que en la demostracion de la Proposicion 5 y utilizando

las propiedades de convolucion se puede mostrar las siguientes relaciones

L {[f;ru(:c,t)} = s PU(x, ),

c {(x}fgialfgm) o),

L {[ﬁgléu(x,t)}:;(j) /QC:Z/{(y,s)(:U y)*tdy,
(t_to)ﬁil a tos .—B o

e U | = e L),

Donde F;(s) = L{fi(t)}.

2.4.4 Espacio de Zemanian

Se conoce al espacio de Zemanian, como el espacio en el cual viven las transfor-
madas de Laplace. Por lo cual, para obtener la transformada inversa de Laplace se

necesita tomar en cuenta su forma generalizada* en dicho espacio. Por lo cual tenemos

4Decimos que una funcién f tiene una forma generalizada si esta deriva de la funcion delta de
Dirac. Ver [5]
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las siguientes relaciones presentadas en el trabajo de Ferreira y Vierira [15]

o+ir
Lim, o0 / S B (s)ds = (D) (1),

o+ir
im0 / sHIHB) gslt=to) gg — (D;(ﬁﬁ)é) (t —to),

—ir
donde i = 0,1,....n n € Ny, § es la funciéon delta de Dirac, y su convergencia es en
D/

2.5 Ecuaciones Integrales

Las ecuaciones integrales son aquellas que relacionan una funcién incognita con
una integral de tal manera que esta se encuentre bajo el signo integral. Andlogamente
a las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones integrales pueden ser de orden lineal y
no lineal. En el caso de ecuaciones integrales lineales podemos encontrar las de tipo

Fredholm y las de tipo Volterra [10].

1. Ecuaciones de tipo Fredholm: Son aquellas ecuaciones integrales con limites

de integracion fijos, estas pueden ser clasificadas en dos grupos

» Primera especie: La funciéon incognita solo esta bajo el signo integral.

f(a) = / Ko, y)é(y)dy, 0<z y<l.

Donde ¢(x) es la funcion incognita, K (x,y), f(x) son funciones conocidas y

K (z,y) es continuo en el cuadrado 0 < z, y < 1 [18].

s Segunda especie: La funcion incognita aparece bajo el signo integral y

fuera de el.

f(2) = é(x) — A / K(ry)éwdy, 0<z, y<1, reC.

Si f(x) =0, se conoce como ecuacion homogénea, mientras que si f(x) # 0
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se conoce como ecuacion completa o no homogénea.

2. Ecuaciones de tipo Volterra: Son un caso particular de las ecuaciones de tipo
Fredholm en el cual se satisface que K (x,y) > 0siy > x. Por lo cual, de la misma
forma que con las ecuaciones de tipo Fredholm, podemos clasificar las ecuaciones

de tipo Volterra en dos grupos

» Primera especie: La funciéon incognita solo esta bajo el signo integral.
fla)= [ Kooty 0<a y<i
0

= Segunda especie: La funcion incognita aparce tanto bajo el signo integral

y fuera de el.

f(2) = é(x) — A / K(z.y)oy)dy, 0<z y<1, AeC.

Observacion 4. La funcion K(x,y) se la conoce como el Kernel o nicleo de ecuacion.

A pesar de la complejidad de las ecuaciones integrales, el método de descomposicion de
Adomian [9, 10| es efectivo al momento de buscar una soluciéon de estas. Dicho método

consiste en descomponer la funcién incognita en una serie infinita de la siguiente forma

o) =3 0u(a),

donde ¢o(z) = f(x) y ¢i(x) son determinados apartir de la siguiente formula recursiva

fi(x) = A / " K () (y)dy.

Ejemplo 3. Consideremos la siguiente ecuacion integral

u(z) =1 - /0 " u(tdt.
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Por el método de descomposicion de Adomian obtenemos

Zuz(:c) =1- /OmZuz(:c)
o equivalentemente
wo(z) +ur(z)+---=1-— /0m [up(t) + uq(t) + - - -] dt.

FEs claro que ug(x) = 1 ya que es el unico termino fuera del signo integral. Por lo cual

para el resto de ¢;(x) tenemos

up(z) =1,
uy(z) = —/ uo(t)dt = —/ dt = —z,
0 0

T x 1

us(x) = —/ uy(t)dt = —/ (—t)dt = —x?,
(z) = /w (t)dt = /ggltzdt— L

us\r) = ; (%) = ; ol = 3'1‘ s

T x 1
ug(z) = —/ us(t)dt = —/ ——tdt.

de estos cdlculos es facil notar que el patron de recurrencia esta dado por u,(z) =

(—n1!)n x™. Por lo tanto

Utilizando el método de Adomian se puede encontrar una soluciéon para ecuaciones
integrales de Volterra de segundo tipo. En particular, dado un kernel K(z,t) = (z —

)1 se puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3. Sea f € Ly[a,b]),a >0 y A € C. Entonces la ecuacion integral

u(z) = f(x) + A /m(a: —)* tu(t)dt, x € a,b]. (24)
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Tiene una unica solucion dada por

u(z) = f(x) + A /m(x — 1) B, oMz — 1)) f(t)dt. (25)

Para la demostracion del teorema 3 se utiliza el método de Adomian para encontrar
una soluciéon de la ecuacion (24), en particular se prueba la convergencia de la serie,
posteriormente se muestra que la ecuacion (25) satisface la ecuacion (24). Finalmente
se prueba su unicidad utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz. La demostracion
del teorema esta fuera del alcance de este trabajo y no aporta mucho a la comprencion

de este. Sin embargo, se puede encontrar la demostracion detallada de este teorema en

[10].
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CAPITULO III
CALCULO FRACCIONARIO PARA EDPS

En este capitulo, se propone dos métodos distintos para encontrar soluciones ex-
plicitas de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias propuestas por el grupo de
de quimica, fisica y electronica de la Universidad San Francisco de Quito. Para esto,
se considera el siguiente conjunto de tres ecuaciones diferenciales parciales, las cuales

son parte central de los resultados obtenidos por dichos grupos

D u(x,t) + Cu(w, t) = D’ u(z,t), (26)
0 0
Diga)u(x, t) + Cu(z,t) = ngu(x, t), (27)
Df(f)u(x, t) + D% u(x,t) = Df+u(3:, t). (28)
xg Zo 0

Donde C' € R, f:(0,1) — (0,2),0 < a <1y 0 < < 1. De tal manera que cuando
a— 1y [ — 1, las ecuaciones (26), (27), (28) se comportan de forma clasica como se

muestra a continuacion

diu(x,t) + Cu(z,t) = iu(x,t), C eR,
T

dt

d? d
@u(x,t) + Cu(z,t) = Eu(x,t), C eR,

d? d d
@u(x,t) + C%u(x,t) = Eu(x,t), C eR.

Para el estudio de la version fraccionaria de estas, se toma en cuenta que las derivadas

fraccionarias de segundo orden pueden ser escritas utilizando f(a) = 2ay f(a) = a+1.
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3.1 Método 1: Producto de funciones y Transformada de Laplace

La metodologia usada en esta secciéon consiste en reducir una ecuacion diferencial
parcial fraccionaria a dos ecuaciones diferenciales ordinarias fraccionarias, que puedan
ser resueltas mediante la transformada de Laplace, de tal forma que la solucién del
problema inicial sea el producto de estas. Para esto, vamos a considerar una soluciéon
de tipo producto de funciones u(z,t) = w(z)u(t) tal que u(x),u(t) € C[0,b] y la
derivada de Rieman-Liouville de orden 2« centrada en a™ = 0, (D?®), de tal forma que

las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias a estudiar son las siguientes

Du(z,t) + Cu(x,t) = Du(x,t), C €R,
D*u(z,t) + Cu(z,t) = DPu(x,t), C €R,

D*u(z,t) + CDu(x,t) = DPu(z,t), C eR.

Donde, 0 <a<1ly0<p<1.

Proposicion 7. Seau : [0,0] - R, A € R y0 < 8 < 1, entonces la ecuacion diferencial

fraccionaria ordinaria

DPu(t) = A, (29)
tiene como solucion

R D=O=B () =t
W=rgint T T

(30)

Demostracion. Sea u : [0, - R, A€ Ry 0 < < 1. Tomando la transformada de

Laplace de (29) se tiene

L{DPu(t)} = 2

= s"L{u(t)} = D" Pu(t)] im0 =

A D Oy(t)]g
GB+1 B :

A
S

— L{u(t)} =
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Finalmente tomando la transformada inversa de Laplace con la ecuacion (17) se obtiene

como solucién

R D=0=By(t) |t !
S S ) I V7 B

Proposicion 8. Seau : [0,0] > R, A € R y0 < e < 1, entonces la ecuacion diferencial

fraccionaria ordinaria
AD*u(x) + BDu(z) = A\, A, B € R\{0}, (31)

tiene como solucion

A B (-2 o B .
u(x) B 14x2aE10(72a+1 (_Axa) D v )u(x)|a::0$2 1Eoz,2a (_Zx )
*(170{) oa—1

[(a)

Demostracion. Sea u : [0,0] - R, A € Ry 0 < o < 1, entonces la ecuacion (31) puede
ser reescrita como

D**u(x) +yDu(z) = ¢, (33)
donde v = & y ¢ = 2. Tomando la transformada de laplace de (33
A A

L{D**u(x)} +yL{D"u(x)} = L{c}

— s L{u(x)} — s*D™ Yy () |,mo — D2 u() |,

7 (°L{u()} = D) mp) = &

La cual puede ser escrita de forma reducida como
- c

L{u(@)}(s* +ys) = Ai(s® +7) = Ay = 3 (34)

donde Ay = D=0=y(x)|,—g y Ay = D=0729y(2)|,—o. Ordenando la ecuacion (34) y
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mediante algunos calculos directos se obtiene

Llu(z)) = —— ¢ A, A (35)

SOt (s + ) s (s 4 7)

Finalmente, con ayuda de la ecuacion (18) con § = 2a+ 1y = 2« para el primer
y tercer termino respectivamente, mientras que para el segundo termino utilizamos la
ecuacion (17), se toma la transformada de Laplace del lado derecho de la ecuacion (35).
Asi se obtiene

Alxafl

Pa)

u(:c) = C:UzaEa,zaJrl(—”Yxa) + fIQan’lEa’za(_foa) 4

O equivalentemente

A B B B
u(z) = Zfb’h a20+1 (——Aafo‘) + D712 (1) ]2 T B ga (—ng )
D=0=y(2) | pegz®
. (@)™

()
m

Proposicion 9. Sea u: [0,0] - RA € R y0 < a < 1, entonces la ecuacion diferencial

fraccionaria ordinaria

AD**u(x) + Bu(z) = \, A, B € R\{0}, (36)
tiene como solucion
)\ B —(1—2« o— BQ (6%
u(zr) = Zx2aE2a,2a+1 (_me) + D072 )U<5L’)|m=0$2 1Eza,za (_Z z? )
—(1-w) a—1 B 2a
+D () |2=02" " Fag.a -3 ) (37)

Demostracion. Sea u : [0,b] - Ry 0 < a < 1, entonces la ecuacion (36) puede ser

reescrita como

D**u(z) + wu(z) = ¢, (38)
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donde w? = % yc= %. Tomando la transformada de laplace de (38)

L{D*u(x)} + w*L{u(z)} = L{c},

= s**L{u(z)} — saD’(lfa)u(:cﬂm:O — D’(I’Q‘l)u(x)\xzo +wil{u(z)} =

La cual puede ser escrita de forma reducida como
s L{u(z)} — s°Ay — Ay + w2 L{u(z)} = g (39)

donde A; = D=09y(z)|,—0 v Ay = D=0729)y(z)|,—0. Ordenando la ecuacion (39) y

mediante algunos calculos directos se obtiene

C n AQ A~18a
(SZa + w2) (8204 + wZ) (8204 + wZ) '

C{u(2)} = - (40)

Finalmente, con ayuda de la ecuacion (18) con f = 2a+ 1 ,8 = 2a, f = « para el
primer , segundo y tercer termino respectivamente, se toma la transformada de Laplace

del lado derecho de la ecuacion (40). Asi obtenemos
U(ZL‘) - CanE2a72O‘+1 (_WQI»QOC) + AQxQQ_lEZa,Qa (_w2x2a) + All’a_lEQa,a (_ngQa) .

O equivalentemente

A

2a B 2a —(1—2a) 20—1 B2 2%
u(z) = At Ea 2041 2" +D w(z)|z=0® Esa2a 7

B
+ D_(l_a)u(l‘”x:oxa_lEQa@ (_lea) )

Proposicion 10. Sea u : [0,0] - RA € R y 0 < a < 1, entonces la ecuacion

diferencial fraccionaria ordinaria

D%u(x) + Pu(x) =\, P eR, (41)
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tiene como solucion

w(r) = Ae®FEy i1 (—P2%) + D™ (2) | ,m02 1 By o (—P2®) . (42)

Demostracion. Sea u : [0,0] = RAE€R y 0 < a < 1, por lo cual tomando la transfor-

mada de Laplace de (41) se tiene

L{DYu(z)} + PL{u(z)} = —,

— s°L{u(z)} — D"V y(2)| 40 + PL{u(z)} = (43)

Ordenando la ecuacion (43) y mediante algunos calculos directos se tiene nuestra so-

luciéon
A N D™=y (2) |40
(s*+ P) (s*+ P) '

£{u()} = - (44)

Finalmente, con ayuda de la ecuacion (18) con f = a4+ 1 ,f = « para el primer y
segundo termino, se toma la transformada inversa de Laplace de la ecuacion (44). Asi

obtenemos
u(r) = Ae”Eq g1 (—Px™) + D*(I*a)u(x)u:oxo‘*lEava (—Px“).

Teorema 4. Sea u(w,t) = u(z)u(t) tal que u(x),u(t) € C[0,b], (o, B) €]0,1)%, (x,1) €

Q=10,b] x [0,b] , b < o0, entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria
Du(x,t) + Cu(x,t) = D’u(x, ), (45)
tiene como solucion
u(x,t) = (D*(lfa)u(:p)u:oxa*lEa’a (—=Cz%))

D*(lfﬁ)u(t) |t:0t571
() o)
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donde C € R, («, 8) €]0,1]?, (x,t) € @ =[0,b] x [0,8] , b < 00,

Demostracion. Considerando u(x,t) = u(z)u(t) tal que u(x),u(t) € C[0,b], (o, f) €
10,1]2, (x,t) € Q =[0,b] x [0,8] , b < co. Reemplazando u(z,t) en la ecuacion (45) y
realizando algunos céalculos directos se tiene que

L “u(x w(w :L P
7 [D7ule) + Cula)) = o [Du(n)]). (47)

Para que los dos lados de la ecuacion (47) sean iguales, estos deben ser igual a una

constante por lo cual se tiene que

Sin embargo, dado que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante
no se anula, la tnica posibilidad para poder expresar su solucién como un producto de
funciones es con A = 0.Usando las proposiciones 7 y 10 con A = 0 obtenemos que la

solucion de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria (45) esta dada por

U(.T, t) = (_'_Di(lia)u(x)‘x:(]xailEa,a <_an))

(=)

Teorema 5. Sea u(w,t) = u(z)u(t) tal que u(x),u(t) € C[0,b], (o, B) €]0,1)%, (x,1) €

Q=10,b] x [0,b] , b < o0, entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria

D*u(x,t) + Cu(x,t) = Du(a,t), (48)
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tiene como solucion

U(.T, t) = (Di(liza)u(x)‘:l?:oxmlilEQa,Qa (_0120{)

+D*(1*a)u(x)|m:0$a71E2a,a (—05620{)) % <D(1B)Fu((;))|t0t51) 7(49)

donde C € R, (a, 8) €]0,1]?, (x,t) € Q= [0,b] x [0,4] , b < 0.

Demostracion. Considerando w(z,t) = u(x)u(t) tal que u(z),u(t) € C[0,b], (a, ) €
10,1]2, (2, t) € Q =[0,b] x [0,b] , b < co. Reemplazando u(z,t) en la ecuacion (45) y

realizando algunos céalculos directos se tiene que

L 2o (x w(w :L B
02) [D**u(x) + Cu(z)] "o [DPu(t)] . (50)

Para que los dos de la ecuacion (50) sean iguales, estos deben ser igual a una constante,

por lo cual se tiene que

Sin embargo, dado que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante
no se anula, la tnica posibilidad para poder expresar su solucién como un producto de
funciones es con A = 0. Usando las proposiciones 7 y 9 con A = 0 obtenemos que la

solucion de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria (48) esta dada por

ulw,t) = (D02 u(a)],mg2® By g (~Ca™)

D(1ﬁ>u(t)|tot51> .(51)

+D—(1_O‘)u(;p)|$:0$‘a_1E2a,a (_CxQG)) X < F(ﬁ)

Teorema 6. Sea u(w,t) = u(z)u(t) tal que u(x),u(t) € C[0,b], (o, B) €]0,1)%, (x,1) €
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Q=10,b] x [0,b] , b < o0, entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria

D*u(z,t) + CDu(z,t) = DPu(x,1t), (52)

tiene como solucion

e t) = (D70l B (O +

(e,

D™=y (1) |,z
[(a) )

donde C € R, (, 8) €]0,1]2, (x,t) € @ =[0,b] x [0,8] , b < 00,

Demostracion. Considerando u(z,t) = u(z)u(t) tal que u(x),u(t) € C[0,b], (o, f) €
10,1]2, (z,t) € Q@ =1[0,b] x [0,] , b < co. Remplazando u(z,t) en la ecuacion (52)

L 2oy (x “u(x)| = L Pu
e [D**u(x) + CDu(x)] "o [DPu(t)] . (53)

Para que los dos de la ecuacion (53) sean iguales, estos deben ser igual a una constante,
por lo cual se tiene que
b [D**u(z) + CDu(z)] = A
u(x) ’
1
—— [DPu(t)] = A
"o [D%u(t)]
Sin embargo, dado que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante
no se anula, la tnica posibilidad para poder expresar su solucién como un producto de
funciones es con A = 0. Usando las proposiciones 7 y 8 con A = 0 obtenemos que la

solucion de la ecuacion diferencial parcial fraccionaria (52) esta dada por

e t) = (D00 By (O +

(e

D=0y ()| ez
() )
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3.2 Método 2: Integracion Directa con Transformada de Laplace

La metodologia usada en esta seccién consiste en integrar directamente la ecuacion
diferencial parcial fraccionaria, de tal forma que tomando en cuenta la relacién entre la
integral y derivada fraccionaria se encuentra una ecuacién cuyos términos son Laplace
transformables. Una vez encontrada la ecuaciéon Laplace transformada, se busca una
ecuacion integral de tipo Volterra de segunda especie la cual nos garantiza una solucion
tnica en términos de la funciéon de Mittage-Lefler. Finalmente se toma en cuenta su
forma distribucional y se obtiene la solucién del problema original. Para esto, vamos
a considerar («, 3) €]0,1]%, (x,t) € Q = [zg, Xo] X [to, To] , xo,t0 > 0, Xo, Ty < o0,
tal que u(z,t) admite derivadas fraccionarias integrables. Bajo estas condiciones, las

ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias a estudiar son las siguientes

Dy vu(z,t) + Cu(z,t) = Di+u(:p,t), C eR,

Dg‘;;lu(x,t) + Cu(z,t) = Di+u(:p,t), C eR.

Teorema 7. Sea C' € R ,(«, ) €]0,1]%, (z,t) € Q = [xq, Xo] X [to, To] , wo,t0 > 0,
Xo, Ty < oo, tal que u(x,t) admite derivadas fraccionarias integrables D2 Y Dt .

entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria
DS vu(x,t) + Cu(z,t) = D) u(x,t), (54)
tiene como solucion

w(@,t) = (¢ — 10)°  Eaa ((Dfo L= )z — xo)a) folt)

— [ @9 B (D~ O =) 3t — t)n(w)dy. (59

o

donde go(x) = I' ot Bu(e, to), folt) = [;g’au(a:o,t) y 0 es la funcion delta de Dirac.
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Demostracion. Consideremos la siguiente ecuaciéon diferencial parcial fraccionaria
DS vu(x,t) + Cu(z,t) = D) Lu(x,t), (56)

donde C € R ,(a, B) €]0,1]%, (z,t) € Q = [xo, Xo] X [to, To] , wo,to > 0, Xo, Ty < o0,
y u(z,t) admite derivadas fraccionarias sumables Dy iy Di +. Aplicando el operador
integral I , a los dos lados de la ecuacion (56) y tomando en cuenta la relacion entre

la integral y derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 se tiene que

1

wll’fu(:co, t) + CIgvu(e,t) = I Dy cu(x, ).

u(z, t) — o) o

De forma similar, aplicando el operador integral [ ti + a los dos lados a la ecuacion
anterior y utilizando el teorema de Fubini se toma en cuenta la relacion entre la integral

y derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 de tal forma que se obtiene

(SL’ B xo)ail —a «a
I£+u(x,t) - WIZ+I:§0+ u(zo, t) + CI$O+I£)+U(:E,7§)
(t —to)?!

re)

La cual es equivalente a

(t —to)"!
L(B)

(x — z0)271

()

Ig+u(x,t)— I£)+f0(t)+0.f§‘0+[£)+u(x,t) =17 yu(x,t)— I3 4 go(z),
(57)
donde fy(t) = [;O_fu(a:o, t)y go(x) = tlo_f u(z, tp). Tomando la transformada de Laplace

respecto a t de la ecuacion (57) y utilizando sus propiedades de convoluciéon se obtiene

_ z—x0)*" 1 _ s B x a—
sPU(w, 5) — EFE—sTPFy(s) + Sor [0 (2 — )" U(y, s)dy

= 1y Joo (@ = y)* Uy, 5)dy — eI L go(x), (58)

multiplicando la ecuacion (58) por s” y reorganizando sus términos obtenemos la si-
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guiente ecuacion del tipo Volterra

(ZL‘ — I‘O)ail —tos T s’ = C
WFO(S) - I 90( )+

U(z,s) =
la cual en virtud del teorema 3 tiene como unica solucion

U(z,s) = %Fo( ) —e I L go(x) + (57 — O)

Xf - alanz(( _C)(x_y)a)

(7@?@; —Fy(s) — e*t”lﬁﬁgo(y)) dy. (59)

Dada la convergencia de las integrales y las series en la ecuacion (59) podemos inter-

cambiar estas y reescribirla de la siguiente forma

Uz, t) = (2 —20)" " Enn ((s° = O)(x — 20)*) Fy(s)

[e.9]

e Y = O L (),

n=0

Finalmente para cancelar la transformada de Laplace tomamos en cuenta su forma dis-
tribucional y con ayuda del teorema multimonial y mediante algunos calculos directos,

podemos dejar la solucion expresada en términos de la funcion de Mitage-Leffer

u(e,t) = (= 20)" " Baa (DL = O)w = 20)°) folt)

~ [ @0 B (DL~ O)a = ) 3t~ tohl)d,

zo

donde go(z) = Il+ u(z,to), folt) = + “u(xo,t) y d es la funcion delta de Dirac. W

Teorema 8. Sea C' € R ,(«, ) €]0,1]%, (z,t) € Q = [xq, Xo] X [to, To] , ®o,to > 0,
Xo, Ty < o0, tal que u(z,t) admite derivadas fraccionarias integrables Datl Y Dt0+,

entonces la ecuacion diferencial parcial fraccionaria

DS u(x,t) 4+ Culx, t) = Di+u(:c, t), (60)
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tiene como solucion

u(@,t) = (@ = 20)* Basra (D)) = C)@ = 20)*) fols)
+ (¢ = 20)" Basrar (D] = O = 20)™) fi(s)

~ [ @9 B (D = O = ) 8t~ to))dy, (o)

zo

donde go(x) = I'TPu(x, to), folt) = I'T%u(xo,t) , fi(t) = D& u(xo,t) y 0 es la funcion
Zo

=4 4
Zo

delta de Dirac.

Demostracion. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial parcial fraccionaria
Dz, t) + Cu(x,t) = D Lu(x, 1), (62)

donde C' € R a(avﬁ) 6]07 1]2a (:Eat) €= [$’0,X0] X [t()vTO] , To,to > 0, X07T0 < o0,
y u(z,t) admite derivadas fraccionarias sumables D;“:Crl y Di +. Aplicando el operador
integral I;)‘Otl a los dos lados de la ecuacion (62) y tomando en cuenta la relacion entre

la integral y derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 se tiene que

%Ig}r u(xo,t)+CI$0t1u(:p,t) = Ixotng)Jru(x, t).

(x — x)“

u(z, 15)—7“1 o)

D§O+u(:p0, t)—

De forma similar, aplicando el operador [ 5) + a los dos lados a la ecuacion anterior
y utilizando el teorema de Fubini se toma en cuenta la relaciéon entre la integral y

derivada fraccionaria enunciada en el teorema 2 de tal forma que se obtiene

(x — x0)®

8 5 pa (z—20) " 15 14 atl 78
I vu(,t) — mItO+DmO+U($o,t) - Wlt(ﬁlx(ﬁ w(@o, t) + CI3 T, u(w,t)

(t —Fz;))ﬁ—l [tlo_fu(x’ o)

= I u(x, t) —
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La cual es equivalente a

I? ju(z,t) — %L{iJ@ - %L{i+ folt) + CISHT? Lu(a,t)
= Laprulet) - %T#%w (63)

donde fo(t) = I, fu(wo,t), fi(t) = DS ulwo,t), y go(z) = tlojrﬁu(%to)- Tomando la
transformada de Laplace respecto a t de la ecuacion (63) y utilizando sus propiedades

de convolucion se obtiene

T —x9)* _ T — Xy a-l _ 5_6 x
s PU(x, 8) — us PF(s) — Qs PEy(s) + 07/ (x —y)U(y, s)dy

N1+ a) IN()) Fla+1) J,,
= ﬁ /mo (x —y)*U(y, s)dy — e_toss_ﬁlfotlgo(x), (64)

multiplicando la ecuacion (64) por s” y reorganizando sus términos obtenemos la si-

guiente ecuacion de tipo Volterra

)afl

(r —x0)® (x — xg

U(z, s) :mﬂ(s) + WFQ(S) — e*tos[;jlotlgo(:c)
(s7-C) [" o
+ Tlat1) /m (z —y)"U(y, s)dy, (65)

la cual en virtud del teorema 3 tiene como unica solucion

Ut s) = S Fils) + e Fils) = L )
H6 = 0) [ @ B (- O = 9)°)
(y — 0)* (y — )" —tos part1
(Sl + Ut Rt - e rtat) v (60

Dada la convergencia de las integrales y las series en la ecuacion (66) podemos inter-
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cambiar estas y reescribirla de la siguiente forma

Uz, t) = (x — 20)* ' Barr,a ((s° = C) (@ — 20)*™) Fy(s)

+ (2 — 20)*Eas1,a41 (57 = C)(x — 20)*1") Fi(s)

— ey (" = OtV gy (),
n=0

Finalmente para cancelar la transformada de Laplace tomamos en cuenta su forma dis-
tribucional y con ayuda del teorema multinomial y mediante algunos calculos directos,

podemos dejar la solucion expresada en terminos de la funcion de Mittage-Leffer

ule, 1) = (2 = 20)" " Basra (D) = O = 20)™*") Jo(s)
+ (2= 20)" Barran (D = O)& = 20)1) fi(s)

~ [ B (B = €)= 0)") 60t =ty

o

Donde go(z) = I'TPu(x, to), fot) = ' %u(xo,t) , fi(t) = D& u(xo,t) y 0 es la funcion
Zo Zo
delta de Dirac. |
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CAPITULO 1V
CONCLUSIONES Y FUTURO TRABAJO

En este trabajo, se exploro6 el uso de la transformada de Laplace y la integracion
directa para la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias. Para ello,
se aprovecho el kernel de la derivada e integral fraccionaria, ya que este nos permite
plantear un producto de convolucién y calcular la transformada de Laplace de la deri-
vada fraccionaria de Reimann-Liouville. Por otro lado, el kernel (z —¢)*~! nos permite
expresar mediante la funciéon de Mittage-Leffler, la solucion de ecuaciones de Volterra

de segunda especie como se enuncia en el teorema 3.

El uso de la transformada de Laplace, si bien es un gran método para resolver
ecuaciones diferenciales, este puede involucrar célculos extremadamente dificiles. A pe-
sar de que una gran cantidad de transformadas inversas de Laplace de funciones tipo
5%(a + bs”) pueden ser expresadas mediante la funcién de Mittage-Leffler, el calculo
de transformadas inversas de Laplace esta limitado por el orden de a ya que al este
ser variable , es dificil encontrar una factorizaciéon adecuada mediante fracciones par-
ciales. Dicho esto, se puede observar que proponiendo una soluciéon de tipo producto
de funciones podemos llegar a encontrar de una forma mas sencilla la solucién de una
ecuacion diferencial parcial fraccionaria de segundo orden, reduciéndola a dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias fraccionarias homogénas. Debido a que la derivada de
Riemann-Lioville de una constante no se anula. A pesar de ello, la propiedad de semi-
grupo de la derivada fraccionaria de Rieman-Liouville nos dice que para derivadas de

orden 2a nuestra solucion solo es valida para a € (3,1).
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Por otro lado, se puede observar que la relacion entre la integral y derivada frac-
cionaria puede llevarnos a encontrar ecuaciones de Volterra de segunda especie. Si bien
es cierto que la importancia del orden de integracion y derivacion depende del espacio
en donde se trabaje, el uso de funciones L; nos permite llegar a ecuaciones de Volte-
rra de segunda especie, asegurando asi una solucion tnica. Sin embargo, para obtener
resultados de esta forma se necesita una gran cantidad de calculos que pueden llegar
a ser muy complejos, en especial dependen mucho de la convergencia de la series e
integrales. Hay que destacar que la existencia de la ecuaciion de tipo Volterra depende
de que todas las derivadas respecto a la misma variable tengan el mismo orden, es
decir no se puede tener derivadas de orden D% y D?, dentro de una misma ecuacion

0

o

diferencial parcial fraccionaria si se desea aplicar el método 2.

La particularidad de estos métodos es que estan limitados a coeficientes constan-
tes por lo cual el siguiente paso a seguir, seria trabajar con ecuaciones diferenciales
fraccionarias, parciales y ordinarias , con coeficientes variables. Para esto, se propo-
ne en un futuro definir de una manera conveniente la ley de la cadena y expandir al
metodo de Frobenious al caso fraccionario, ya que muchas de las ecuaciones diferencia-
les que describen fenénmenos fisicos son resueltas por estos métodos. En particular el
método de Frobenious, nos ayuda a resolver ecuaciones diferenciales cuya soluciéon son
funciones especiales, como los polinomios de Hermite o Laguerre [8], de tal forma que
extendiendo el método de Frobenoius al caso fraccionario podamos calcular funciones

especiales de orden no entero.
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